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Az alábbi feladatokban U nemtriviális ultra�ltert jelöl N-en.

1. Igazoljuk, hogy

(a) minden pariális rendezés (P,<P ) kiterjeszthet® egy (P,<′

P
) teljes rendezéssé ugyanazon az

alaphalmazon!

(b) x <P y pontosan akkor teljesül, ha minden <′

P
kiterjesztésre x <′

P
y!

() ha P fa, akkor <P kiterjeszthet® jólrendezéssé!

2. Legyen X tetsz®leges halmaz és tekintsünk egy Ψ : P(X) → {∅, {∅}} unió- és komplementertartó

ráképezést. Mi lesz Ψ−1({∅})?

3. Bizonyítsuk be, hogy tetsz®leges A1, . . . , An partíiójára N-nek létezik egyetlen i, hogy Ai ∈ U .

4. Tekintsük a következ® reláiót N
N
-en: f ∼ g ⇐⇒ {n : f(n) = g(n)} ∈ U . Mutassuk meg, hogy ez

egy ekvivaleniareláió! De�náljunk rendezést, összeadást, szorzást az ekvivaleniaosztályok halmazán.

Igaz-e, hogy a kapott struktúra izomorf N-nel?

5. Legyen F : P(X) → P(X) monoton leképezés, azaz A ⊂ B esetén F (A) ⊂ F (B). Igazoljuk, hogy

valamely S-re F (S) = S.

6. Tekintsük a következ® játékot: I és II felváltva neveznek meg 0 < n0 < n1 < n2 < . . . természetes

számokat. I nyer ⇐⇒ [0, n0) ∪ [n1, n2) ∪ · · · ∈ U . Bizonyítsuk be, hogy egyik játékosnak sins nyer®

stratégiája!

7. Igazoljuk, hogy N-en megadható 2c sok különböz® ultra�lter!

8. Lássuk be, hogy hozzárendelhet® minden korlátos (xn)n∈N valós sorozathoz egy �határérték� valós

szám lim∗ xn, amely a konvergens sorozatokhoz a szokásos határértéküket rendeli hozzá, additív és

multiplikatív, azaz ha lim∗(xn + yn) = lim∗ xn + lim∗ yn és lim∗(xn + yn) = lim∗ xn + lim∗ yn valamint

| lim∗ xn| ≤ sup |xn|.

9. (Beadható) Legyenek U1, . . . ,Un nemtriviális ultra�lterek N-en. Igazoljuk, hogy létezik olyan A halmaz,

hogy A és N \A végtelenek és A ∈ U1 ∩ · · · ∩ Un.


