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Az elkovetkezend§d fejezetekben a ,,Hydrodynamic behavior of hyperbolic two-component
systems” cimiit PhD értekezés eredményeit ismertetjiik. Egy rovid bevezetéssel és az alapprobléma
bemutatasaval kezdjiik, ezutan a vizsgalt modell-csalad és a bizonyitott eredmények kévetkez-

nek.

1. Bevezetés

A statisztikus fizika egyik alapprobléméja a nagy mikroszkopikus kolcsonhaté rendszerek tér-
és id6beli dinamikéajanak vizsgalata. Gondolhatunk példaul gazmolekuldkra egy szobaban vagy
részecskékre egy aramlé folyadékban. Altaldban a vizsgalt rendszerek mérete oridsi (102
nagysagrendii), igy minden egyes részecske kovetése reménytelen, még akkor is, ha mindent
tudunk a mikroszkopikus dinamikarél. Van egy masik, sokkal hatékonyabb megkozelitése a
problémanak: ,;messzirél” kell rdnézni a rendszerre, azaz inkabb a makroszkopikus fejlodést
kell vizsgalni. Ez azt jelenti, hogy rendszeriink allapotat egy adott pontban néhany fizikai-
lag jellemz6 megmaradé mennyiség lokélis stiriiségével jellemezziik (részecskeszam, momentum,
energia). Ezeknek a helytdl fliggé fiiggvényeknek az idébeli fejlédése adja meg a kivant leirést,
ami altaldban egy parcialis differencidl-egyenlet (pde) rendszert jelent.

A hidrodinamikai hataratmenet (hdl) az az eszkoz, amellyel megkaphatok ezek a pde rend-
szerek a tér és id6 megfelel6 skdlazdsaval. A fizikus irodalomban szémos hidrodinamikai limesz
formalis levezetés ismert, kezdve Euler, Navier, Stokes, stb. klasszikus eredményeit6l (I1sd. [11],
[6]). A matematikai fizika egyik fontos és nehéz probléméja az, hogy hogyan lehet ezeket a leve-
zetéseket matematikailag precizzé tenni. Habér teljesen determinisztikus rendszerekre (pl. New-
toni dinamikara) ez a probléma még megoldatlan, az utébbi évtizedekben jelentés eredményeket
értek el sztochasztikus rendszerek hidrodinamikai viselkedésének leirdsaban. (Lasd [12], [5],
[2].) A vizsgélat kozéppontjdban megmaraddsi torvényekkel rendelkezd racsgdz modellek alltak
(pl. simple exclusion, zero range). Ezeket tekinthetjiikk a determinisztikus rendszerek egy
approximdaciéjanak, de modellként eléfordulnak szamos biolégiai, kémiai és fizikai jelenségnél

(pl. feliiletnovekedési modellek, biolégiai chemotaxis).

2. Az alapprobléma

Az értekezésben kolcsonhatéd részecskerendszerek egy altalanos csalddjanak hidrodinamikai vi-
selkedését vizsgaljuk. A motivaciét Toth B. és W. Werner egy sejtése adta, ez a fejezet a sejtést
ismerteti, illetve megfogalmazza az értekezés édltal vizsgalt alapproblémaét.

[13]-ben T6th B. az un. ,,true self-avoiding walk”-nevii diszkrét idejli bolyongas aszimptoti-
kus viselkedését vizsgdalta. A folyamat a miltja altal taszitott véletlen séta Z-n: ha a bolyongd
részecske egy adott racsponton all, akkor a jobbra, ill. balra 1épés valdszintisége a jobb-, ill. ba-
loldali él lokalis idejének kiilonbségétol fligg, méghozza gy, hogy nagyobb silyt kap a keve-

sebbszer latogatott él. (Azaz szivesebben megy a részecske olyan irdnyba, ahol kevesebbszer



jart.) Tegyiik fel, hogy a bolyongé részecske minden lépésében letesz egy egységnyi téglat arra
az élre, amin éppen atugrott, ezaltal egy falat épitve. Akkor az épilé fal magassdga egy adott
élen éppen a bolyongas lokalis idejével lesz egyenld, a bolyongd részecske mozgasat pedig éppen
a fal negativ gradiense irdnyitja. (Szivesebben megy ,,lefelé”, mint ,,felfelé”.)

[17]-ben Téth B. és W. Werner egy folytonos folyamatot konstrudlnak az el6bbi diszkrét
bolyongds megfelel6 limeszeként. A kapott folyamat tekintheté egy részecske folytonos ideji
bolyongésédnak R-en. A részecske egy falat épit a bolyongés soran (ez éppen a lokélis ideje), és a
mozgasa hasonléképpen fligg a faltél, mint a diszkrét esetben. A szerzok azt is belatjak, hogy a
kapott folyamatot egy bizonyos dinamikai hajté-mechanizmus vezérli, ami a fenti szabalyoknak
felel meg. Jeloljik a részecske helyzetét ¢ idében X-vel, és legyen a lokalis id6 t idOben és
x-ben h(t,z). Ez éppen az épiil6 fal magassdgat adja t id6ben z-ben. A részecske mozgdsat a

fal meredeksége hajtja:

'dXy = —0,h(t, Xy)dt, (1)
és a fal a részecske jelenléte miatt épiil:

"Och(t,z) = 0(Xy — x)’. (2)

Ebben a formaban persze ezeknek az egyenleteknek matematikailag nincs értelmiik, de precizzé
tehetéek. Az egyenletek korrekt véltozata, levezetésiik, és a kapott folyamat lényeges vondasai
megtaldlhatéak az eredeti publikdciéban. Mi itt csak egy érdekes tulajdonsagot jegyziink meg:
az X; folyamat 2/3-0s skildzast, azaz (o= 2/3Xa,t > 0) ugyanolyan eloszlast, mint (X3t >
0). S6t, (a=2/3Xy,t > 0) és (a_1/3h(oz2/3x,at),t >0,x € R) egyluttes eloszldsa megegyezik
(Xt,t>0) és (h(x,t),t > 0,2 € R) egylittes eloszlasaval.

Természetesen felmeriilé kérdés, hogy mit mondhatunk abban az esetben, amikor nem
egy, hanem egy egész sereg részecske épiti ugyanazt a falat, mikdzben a mozgasuk a korabbi
szabdlyok szerint fiigg az épiil6 faltél. E probléma diszkrét esetét vizsgaltak [18]-ben, ahol egy
1-dimenziés, két-komponensii részecskerendszert vezettek be (a ,,kdmiives modellt”): részecskék
(kémiivesek) mozognak Z racspontjain, és kozben egy falat épitenek egység-téglik élekre hal-
mozasaval. Egy adott kémiives jobbra vagy balra ugrik bizonyos rataval, amely a fal ottani
negativ gradiensétél fligg (a ,,felfelé” iranyuld ugrds rétdja kisebb, mint a lefelé iranyuldé), és
az ugras soran egy téglat tesz az atugrott élen 4llé téglaoszlop tetejére. A dinamika ezaltalal
olyan, hogy a nagy ,,volgyeket” a kémiivesek megprébaljak feltolteni. A két megmaradd meny-
nyiség a rendszerben a részecskeszam és a negativ gradiensek Osszege. A kovetkezd fejezetben
részletesen targyalunk egy ehhez hasonlé altaldnos modellcsaladot.

A folytonos esetben a kovetkezé képet kapnank: egy folytonos eloszlasu ,,részecske-felh6”
épit egy falat, mikozben a mozgasukat az épiilé fal gradiense irdanyitja. Ha a részecskesiiriiséget
és a fal magassagat egy adott id6ben és helyen p(t,x)-szel és h(t,x)-szel jeloljiik, tovabba

bevezetjik az u(t,z) := —0h(t,x) jelolést, akkor az (1), (2) egyenletekbél némi (formalis)



szamolas utan az alabbi pde rendszert kapjuk:

{Bthrax(pU) = 0,

3
Oyu+ 0yp = 0. 3)

[18]-ben bemutatjdk, hogy ez a pde-rendszer tekintheté egy dltaldnos iilepedési- vagy feliilet-
novekedési modell lefrdsdnak is. Adott egy populdcié (a lokalis siirtiségét p(t, x)-szel jeloljik),
amely valamilyen anyag lerakésédval egy feliiletet épit (ennek magassaga h(t,z)). Legyen tovabba

u(t,x) := —9,h(t, ). Akkor a jelenség mechanizmusa az aldbbi két szabdllyal irhat6 le:

(a) A populécié lokélis sebesség-mezbje ardnyos a feliilet-magassdg negativ gradiensével. Ez
azt jelenti, hogy a populdcié a fal lokalis csokkenésének iranyaba mozdul. Ez a szabdly, a

tomegmegmaraddssal kombindlva a kontinuitasi egyenlethez vezet, ami éppen (3) els6 sora.
(b) Az iilepedési réta (vagy a fal névekedési ratdja) ardnyos p-val:
Bih ~ p, (4)

azaz a iilepedést /novekedést a populécié okozza, additiv médon. Ezt az egyenletet derivalva

x szerint (és az ardnyt 1-nek vdalasztva) kapjuk (3) mésodik egyenletét.

Ugyanebben a cikkben a (3) egyenletrendszert levezetik az emlitett kémiives modellbol
forma4lis hidrodinamikai hatdratmenet és perturbéaciés analizis segitségével. A szerzék sejtésként
mondjak ki, hogy a levezetés precizzé tehetd, és igaz kell, hogy legyen két-komponensii rendsze-
rek egy altalanos csaladjaban. Ugyanitt ramutatnak bizonyos kapcsolatokra (3) és az i.n. Kardar-
Parisi-Zhang (KPZ) egyenlet kozott. A KPZ egyenlet a novekedd feliiletek egyik legjelentésebb
modellje a fizikus irodalomban (14sd pl. [4]). Leirdsat adja olyan feliileteknek, amelyek hatérukra
merdleges irdanyban nének, mikézben egy bizonyos fesziiltség, tenzié Osszetartja ket (azaz a lyu-
kakat gyorsan betemeti). Ez hasonlit a kémiivesek &ltal épitett fal tulajdonsdgaihoz. Maga a

KPZ egyenlet egy (matematikailag nem preciz) nemlinedris pde egy sztochasztikus taggal:
Oth = Vh — (0,h)? + W (5)

ahol W = W (t, x) fehér zaj térben is id6ben.
A KPZ egyenlet altal motivalva az aldbbi médon véltoztatjuk meg a (b) szabélyt a feliiletno-

vekedési modellek [18] szerinti lefrdsédban, a jobb oldalra egy (0,h)?-tel ardnyos tagot adunk:
Oth ~ p+ v(9.h)?. (6)

Ez azt jelenti, hogy a feliiletnévekedést nem csak a populdcié okozza, hanem maga a feliilet is
(a KPZ modell szellemében). Ezt x szerint derivalva az alabbi pde rendszert kapjuk (3) helyett:
{ Op + Ox(pu) = 0,

7
o+ Oz(p+yu?) = 0, )



ahol v egy valés paraméter. Ez a pde rendszer egy hiperbolikus megmaradasi torvény, melynek
tulajdonsagai nagyban fliggnek ~ értékét6l. Hiperbolikussag azt jelenti, hogy a pde Jacobi-
matrixdnak két kiilonb6z6 valds sajatértéke van. A hiperbolikussag egyik leglényegesebb kovet-
kezménye az, hogy az egyenletnek nem létezik globdlis er6s megoldéasa, tetszéleges sima kiin-
dulési feltételek mellett véges id6n beliil sokkok, diszkontinuitdsok keletkeznek (néhany speciélis
kiindulési feltételt kivéve).

Most mar készen allunk arra, hogy megfogalmazzuk az értekezés kiindulasi problémajat:
Matematikailag korrekt mddon le akarjuk vezetni a (7) egyenletrendszert univerzdlis alacsony
striiségic melletti hidrodinamikai hatdrdtmenetként 1-dimenzids, két megmarado mennyiséggel

rendelkezdé modellek eqy dltaldnos csalddjdra.

3. Modellek

Egy dimenziés rdcsmodelleket vizsgdlunk, amelyek a diszkrét téruszokon (T™ := Z/nZ, n € N)
vannak értelmezve. A folytonos téruszt T := R/Z-vel jeloljiik. Legyen Q egy véges halmaz,
részecske-rendszeriink allapottere

Q=0

lesz, a lehetséges konfiguracidkat

w = (wj)jeTn € Q"

jeloli. A folyamatunk folytonos idejii Markov-folyamat lesz, csak olyan elemi ugrasokat (allapot-
véltozdsokat) engediink meg, amelyek két szomszédos réacspontot érintenek. Ha a rendszeriink
egy adott pillanatban az w konfigurdciéban van, akkor a j, j + 1 rdcspontokhoz tartozé wj,w;i1
allapotok megvéltozhatnak w},w} . ;-be valamilyen wj, wji1,w’, wi ,-t6l fiiggd ratéval. Ezdltal
a dinamika eltolas-invarians lokalis szabalyoktdl fiigg. A rata-fliggvényt r: Q@ xQx Q2 xQ — Ry -
vel jeléljiik, azaz r(wj, wj+1;wj,w; 1) a ritdja az elébb definidlt ugrasnak.

Két (diszkrét) megmaradé mennyiséggel rendelkezd rendszereket vizsgalunk, melyeket az

aldbbi médon jeloliink:
(:Q—7Z, n:Q— 7.

Hasznaljuk még a ¢; = ((w;), n; = n(w;) jeloléseket is. Az, hogy ezek megmaradé meny-
nyiségek, azt jelenti, hogy csak olyan elemi ugrasokat engediink meg, amelyek megorzik a
> jetn Gis 2 jern Mj értékeket. Azaz ha egy elemi ugrds az(wj, wjy1)-t (W}, w) q)-re véltoztatja

pozitiv rataval, akkor
G+Grr = G+
nj i1 = M+

A megmaradé mennyiségeknek kiilonbozoknek kell lenniiik, ezért feltessziik, hogy (,n és az {2-n

definial konstans 1 fliiggvény linedrisan fiiggetlenek.



Konnyen lathaté, hogy (esetleg n-t eltolva, hogy nemnegativ legyen) mindig tekinthetjiik a
modeliinket lokalisan egy olyan névekvd falként, amely az élekre halmozott egység-téglakbol all,
amelyeket a rdcspontokon ugrdlé kédmivesek pakolnak le. A j-nél 1évd kémiivesek szdma lesz
nj, ¢ pedig a (j —1,7)-n és (4,7 + 1)-en 1év6 oszlopok magassaganak kiilénbsége (Isd. 1. dbra).
Egy elemi ugras a (j — 1, j) rdcspontok kozott az alabbi valtoztatdsok valamelyikének felel meg:
— néhany részecske atugrik j — 1-bdl j-be vagy forditva,

— néhany téglat ratesziink, vagy elvesziink a (j — 1, j)-en allé oszlop tetejére/tetejérél,

— az el6bbiek kombinécidja.

® ®
V/Q ° ® ®
f. . o .
o v/. [ I ]
® ® e 06 o
o
2 1§ gt 2 2 g1 2
n: 2 1 4 0 2 n: 2 4 1 0 2
¢ 3041 2 2 1 & 303 0 2 1

1. dbra. Az dbra egy elemi ugrdst mutat be a kémiives kornyezetben: 3 kémiives ugrott j-bol
j — 1-be, és ekozben 2 téglat helyeztek a (j — 1, 7)-n llé oszlop tetejére.

Az infinitezimdlis generator preciz definidldséhoz sziikségiink van a @;’/’w" SO - Qr
fiiggvényre tetszbleges w',w” € Q, 7 € T™ mellett:
o W if i=j
(07"w) =S o' if i=j+1
! w; if Q#7474+ 1.
Az Q"-en definidlt folyamat generatora:

L'fw) =Y Y rwjwine, o) (07 w) — fw).

JET™ W ,W"eN

X/'-vel jeloljiik az 2™-en az L™ generatorral definialt Markov folyamatot.
Szamos technikai feltételt szabunk az r ratafiiggvényre. Ezeket nem soroljuk teljes részle-

tességben, csak a legfontosabb kovetkezményeiket vazoljuk:

(1) Nincsenek rejtett extra megmaradési torvények Y (; és > n; mellett.

(2) Létezik egy 7 valdszinliségi mérték Q-n, ami pozitiv silyt tesz minden elemre, és amelyre

a 7" = [[;cpn ™ szorzatmérték staciondrius az Ay folyamatra (minden n mellett).

5



(3) A folyamat nem reverzibilis, a ,,detailed balance” feltétel nem teljesiil.

Val6jaban a rendszer mw"-hez hasonlé stacionarius szorzatmértékek egy egész csalddjaval

rendelkezik. Tetszéleges 0, 7 € R mellett definidljuk a G(0, 7) momentumgeneralé fiiggvényt:

G0,7) = log 3" KT (),
wen
Termodinamikai nyelven G(6,7) a Gibbs szabadenergidnak felel meg, 1sd. [8]. Definidljuk az

alabbi valdszinliségi mértékeket 2"-en:
7o,r(w) := (W) exp(0¢(w) + Tn(w) — G(0, 7)) (8)

TetszOleges 0,7 € R és n-re a
noo._
To,r = H Y,
jET?
szorzatmérték X" staciondrius mértéke. A megmaradé mennyiségek mg - szerinti varhato értékét

az alabbi mddon jeloljiik:

u(®,7) = Er, ()= ((w)mr(w)=Gy(0,T),

we

U(QvT) = Eﬂe,f (77) = Z 77(“’)7?977(“") = G;(Q,T)

weN
Koénnyt beldtni, hogy a (0,7) — (u(f,7),v(0,7)) fliggvény invertdlhatd, az inverzét (u,v) —
(0(u,v), T(u,v))-vel jeloljik. Az inverz-fiiggvény értelmezési tartomanyat fizikai tartomdnynak
hivjuk, D-vel, és teljesiil ra

D = co{(n(w),({(w)) : w € 2}

ahol co konvex burkot jeloli. A jelolésekben az aldbbi egyszertisitésekkel éliink

ﬂ-e(uav)ﬂ—(uvv) =: ﬂ‘“v”’ Trg(u,v),T(u,v) = WZ,U’
ez egy masik parametrizalasi lehetGséget ad a stacionarius szorzatmértékeinkre
Jeldlje (u,v) — S(u,v) a (szigortan konvex) (0,7) — G(6, T) figgvény konvex konjugaltjat
(Legendre transzformaltjét):

S(u,v) = 59117[_) (ub +vr — G(0,7)). 9)

Belathat, hogy 0(u,v) = S!(u,v), 7(u,v) = S, (u,v). Valdszinliségszamitasi nyelven S(u,v)
(227 G» 225 m;) nagy eltéréseinek kozos rdtdja, termodinamikdban S(u,v) az egyensilyi termo-
dinamikai entrépidnak felel meg (Isd. [8]).

Mivel a kolcsonhatasok csak szomszédos réacspontokat érintenek, ezért a generdtor az aldbbi

médon hat a megmaradd mennyiségekre:

L' = —¢(wi,wir1) + o(wi—1,wi) = —¢i + di—1,
L™y = —(wi, wig1) + Y(wim1,w;) = —¢; + i1,



ahol ¢ : Q2 x Q - R, ¥ : Q x Q — R fuggvények. ¢ és 1 a mikroszkopikus fluzus fliggvények,

varhaté értékeik 7112“} szerint pedig a makroszkopikus fluzus fiiggvények:

®(u,v) := Bz ¢(wr1,wn),
\I/(u,v) = Eﬂg vw(wl,wg).

Mint kés6bb latni fogjuk, a ®(u,v), ¥(u,v) makroszkopikus fluxusok fogjak iranyitani a meg-
maradé mennyiségek stirtiség-profiljainak id6ébeni fejlédését. Fzek a figgvények fiiggnek a mik-
roszkopikus modelltél, az r ratafliggvény segitségével kiszamolhatéak.

Az értekezés 2.2 fejezetében szdmos konkrét mikroszkopikus modellt mutatunk be, amelyek

birnak a felsorolt tulajdonsagokkal.

4. Euler skalazas

A hidrodinamikai hatardtmenet a megmaradé mennyiségek stiriségprofiljainak makroszkopi-
kus viselkedését adja meg, a tér és az id6 megfelel skaldzasaval. A tér skaldzasa az Osszes
eredményiinkben ugyanolyan lesz, mindig n-nel (a rendszer méretével) skildzunk. Ez azt je-
lenti, hogy a T™ téruszt igy reprezentédljuk, mint n pont a folytonos téruszon, 1/n tévolsdggal
a szomszédos pontok kozott.

Szamos olyan heurisztikus levezetés ismert, amely szerint Euler skdldzds mellett (ez a tér és
idé skaldazasa n-nel) a megmarad6 mennyiségek (¢, n) stirtiségprofiljai az aldébbi egyenletrendszer

szerint fejlédnek:

{ Ou + 0, P(u,v) = 0, (10)

O + 0, ¥(u,v) = 0,

Ez éaltalaban egy hiperbolikus megmaradasi torvény.

Kicsit precizebb formaban ez a kovetkezoket jelenti. Tegyiik fel, hogy wug(-),vo(:) valds
fiiggvények T-n, melyekre x € T esetén (up(x),vo(z)) € D. Tekintsiink egy mikroszkopikus
modellt, és vegyiik egy-egy képidjat 2"-en minden n-re. Tegyiik fel, hogy a kiindulési (véletlen)
konfiguracidk olyanok, hogy ¢ és n lokalis stiriiségei az ug(+), vo(+) fiiggvényeket approximaljak.
Akkor a rendszert (rendszereket) nt ideig futtatva a ( és n silirtiség-profiljai az u(t,-),v(t,-)
fiiggvényeket approximaljék, amelyek az (10) egyenlet megolddsai u(0,x) = ug(x),v(0,z) =
vo(x) kezdeti feltételek mellett. Tobbféleképpen definidlhatjuk azt, hogy mit jelentsen, hogy
a surtiségprofil egy adott fliggvényt approximal. Egy természetes definicié a kovetkezd gyenge

approximacio: tetszoleges sima g : T — R tesztfiiggvényre

}Vjezwg<j/zv><j<nt>i [ staputt.a)aa.

1 . o ] (11)
¥ 2 ot/ [ glajett.a)da.

jeT™



Ekkor az elébbi (heurisztikus) eredmény a kovetkezéképpen Osszegezhetd: ha az el6z6 hatarat-
menetek igazak tetszoleges g-re t = 0 mellett, akkor igazak lesznek tetszoleges t > O-ra is.

Az 1. Tétel az el6z6 eredmény matematikailag preciz verzidjat adja. Lényegében egy modell-
fliggetlen maédszer létezik hidrodinamikai limesz bizonyitasdhoz, amely miikédik tobb megma-
rad6é mennyiséggel rendelkez6 hiperbolikus rendszerekre: ez H.T. Yau relativ entrépia mdodszere
([20]). Attraktiv egy-komponensii rendszerekre léteznek erdseb eredmények (pl. [9]), de ezek
nem terjeszthetdek ki a mi esetiinkre. Az entrépia médszer robusztus, de ennek a nagy altaldnos-
sédgnak dra van: a bizonyitds csak a hatarérték egyenlet sima megoldédsaira miikodik. (A simasag
valdjaban bizonyos differencidlhatdségi feltételeket jelent.) Azonban, mint méar emlitettiik, hi-
perbolikus megmaradési torvényeknek nem lehet globélis sima megoldéasa altaldnos kezdofelté-
telekkel. fgy a relativ entrépia moédszer csak véges idotartoményban miikédik, az elsé sokkok
megjelenéséig.

Miel6tt kimondanank a tételt, néhany sz6 a relativ entrépia médszerrél. Ha p és w valdszi-
niliségi mértékek ugyanazon az ) valésziniiségi mezon, akkor relativ entrépidjukat H (u|m)-vel

jeloljiik, és az alabbi médon definialjuk:

H(u|m) := sup {Eﬂf - logEﬁef}.
[ flloo <0

Ha létezik a j—ﬁ struségfiiggvény, akkor

du du du
H(plm) =E, <log d7r> =E, <d7r10g d7r> .

A relativ entrépia megmutatja két valdsziniiségi mérték tévolsdgat (bar szigoru topoldgiai
értelemben nem is tdvolsag). Az entrépia mddszer alapja a kovetkez6: ahelyett, hogy a stlirtiség-
profilokat hasonlitanank a determinisztikus fiiggvényekhez, inkdbb megprébéljuk , kitalalni”
magat az eloszldst, és ehhez a ,tipphez” hasonlitjuk a valédi eloszlast. Mivel a rendszert
altalabban hosszi futédsi id6 utdn vizsgaljuk (nt ebben az esetben, ahol n nagy), ezért észszerii
feltevés, hogy lokdlisan az eloszlds a staciondrius eloszlashoz hasonlit. fgy, ha azt gondoljuk,
hogy ¢ és n stirtiségprofiljai az (u(t,-),v(t,-)) figgvényeket approximéljak, akkor a kovetkezo

eloszlas Q2"-en egy jé ,,tipp” a valddi eloszlasra:
A= 1 me ) e (12)

A v mérték az idofiiggd referencia eloszlasunk, ehhez hasonlitjuk a folyamat eloszlasat. Jeloljiik

a valodi eloszlast nt id6 elteltével p-vel. Most mar kimondhatjuk a tételt.

1. Tétel. Legyen (u(t,x),v(t,x)) a (10) egyenlet olyan megolddsa, ami sima t € [0,T]-re, és
x € T esetén (u(0,z),v(0,z)) € D. Ha

H(pug|vy) = ofn),



akkor
H(pi ') = o(n),

egyenletesen t € [0,T]-re.

A tétel 4llitasa szerint ha a kezdeti eloszlas relativ entrépia értelemben kozel van vj-hez, akkor
nt idé mulva kozel lesz v}'-hez (ugyanolyan értelemben). Az, hogy a , kozel” itt o(n)-et jelent,
konnyen megindokolhaté (Isd. [15]). Taldn nem latszik, hogy van-e egyéltaldn kapcsolat a
relativ entrépidt haszndlé megfogalmazds, és a (11)-ben definidlt gyenge approximécié kozott.

Valéjaban az alabbi kévetkezmény adddik a tételbol:
1. Kovetkezmény. A tétel feltételei mellett, tetszdleges t € [0,T)-re, az aldbbi hatdrértékek
teljestilnek:

! ' (1) z)u(t,x) dx
3 a6 [ glaut.a)d.

jeTn

1 ) P
- (3/n)n;(t)— (x)v(t,x) dx,
njezwg j/nm /Tg

tetszédleges sima g : T — R tesztfiiggvényre, n — oo mellett.

Az 1. Tétel bizonyitasa a relativ entrépia modszer szokasos 1épéseit koveti, de van egy lényeges
4j elem is. Ahhoz, hogy a levezetés véghezvihetd legyen, az aldbbi szimmetria reldciéra van
szikséglink ® és U kozott. A relacidk az Onsager-féle reciprocitasi relacidkhoz hasonldak, és a

stacionarius szorzatmérték 1étezésébol bizonyithatdak.

1. Lemma.

OV (u(0,7),v(0,7)) = 0g®(u(f,7),v(0,7)).

Ez a szimmetria reldcié a bizonyitas fontos eleme, de segitségével bizonyithatjuk a (10) pde
néhany érdekes (bdr nem til meglepd) tulajdonsdgat.
2. Kovetkezmény. A (10) megmaradasi torvény (gyengén) hiperbolikus a D tartomdny bel-

sejében. Tovdbbd, a modell egyensilyi termodinamikai entropidja, (u,v) — S(u,v), a (10)rend-

szer globalisan konver Lax entrépidja.

A gyenge hiperbolikussag azt jelenti, hogy a

(5 W) "

Jacobi matrix diagonalizalhaté valds értelemben. A Lax entrépia egy olyann S(u,v) fiiggvény,
amihez létezik egy F'(u,v) fluxus fiiggvény, hogy ha u(t,z),v(t,x) sima megolddsa (10)-nek,
akkor

S (u,v) + 0 F(u,v) = 0.

Ez lényegében egy extra megmaradési torvénye (10)-nek.

Az ebben a fejezetben ismertetett eredmények megjelentek a [15] publikdciéban.



5. Az univerzilis (7) egyenlet levezetése
5.1. Perturbaciés analizis

Ebben a fejezetben a p valtozot hasznaljuk v helyett az n megmaradd mennyiség stirtiségére.
Az Euler skéalazds eredményeit felhasznalva formalis perturbéciét alkalmazva le tudjuk vezetni
a (7) egyenletet. Tegytik fel, hogy min,cqn(w) = 0 (ez egy természetes feltevés, ha n-ra ugy
tekintiink, mint egy adott rdcsponton a részecskék szamara), tovabbd hogy a mikroszkopikus

modelliink tiikor-szimmetrikus. Ez utébbi alatt azt értjik, hogy adott egy
R:Q—Q, RoR=1Id
involicié, ami igy hat a megmaradé mennyiségekre:

n(Rw) =nw),  ((Rw) = —((w),

és amire

m(Rw) = 7(w), r(Rws, Rwi; Rwy, Rwy) = r(wy, wa;wh,wy).

Ez azt jelenti, hogy a rdcs irdnyitasat megforditva, a fal ugyanolyan dinamikaval fejlodik. Itt
jegyezziik meg, hogy a (7) pde rendelkezik ezzel a szimmetriaval: ha (p(t, x), u(t, x)) megoldés,
akkor (p(t, —z), —u(t, —x)) is.

A modellrél feltett extra feltételek mellett az aldbbi aszimptotikak teljesiilnek a makroszko-

pikus fluxusokra:

O(p,u) = a(p+yu?) (1+O0(p+u?)),
(14)
U(p,u) = bpu(l+O0(p+u?)),
ha p,|u| < 1. Ezeket az aszimptotikdkat hasznélva a (7) egyenlet levezethetd a
Owu + 0, P(p,u) = 0,
t (p, u) (15)
Op+ 0:V(p,u) = 0,

Euler egyenlet konstans (0, 0) megolddsénak perturbécidjaval.
Legyenek po(z) és ug(x) adott fiiggvények, és tegyiik fel, hogy p®(t, z) és u®(t, z) megoldasa

az Fuleri egyenlet megoldésa
p°(0,2) = %po(x), w(0,2) = cup(x)
kezdeti feltételekkel. Akkor formdlis szamoléssal, ha ¢ — 0:
e2pf (e ) — p(tyx), e 'uf(e7 it x) — ult, z),
ahol p(t,x), u(t,x) a (7) pde megolddsa

p(0,2) = po(x), (0, 2) = up()
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kezdeti feltételekkel. Igazabdl az a,b konstansok is megjelennek az egyenletben, de egyszeri
(linedris) valtozé-transzformaciokkal kiskdldzhatdk, hogy (7)-et kapjuk. Fontos megjegyezniink,
hogy a ~ paramétert nem lehet kiskalazni az egyenletrendszerbdl, és hogy ez az egyetlen pa-

raméter, ami az eredeti mikroszkopikus modellb6l megmaradt.

5.2. A f6 eredmény

A perturbéciés analizis segitségével megsejthetd, hogy hogyan lehetne levezetni (7)-t ,,uni-
verzalis” hidrodinamikai limeszként. Rogzitsiink egy mikroszkopikus modellt a korabbi extra
feltételekkel (minn = 0 és tiikor-szimmetria), egy kis # > 0 konstanst, és tegyiik fel, hogy
p(t, x), u(t,x) megolddsa (7)-nek

p(0,2) = po(z), w(0,7) = up(x)

kezdeti feltételekkel. Ha t = O-kor n és C sfiriségprofiljai kozel vannak az n=2%py(-), n=Pug(-)
fiiggvényekhez, akkor n'*Pt idé milva kozel kell, hogy legyenek az n=2p(t,-),n"Pu(t,-) fiigg-
vényekhez. Vegyuk észre, hogy ez nem Fuler skaldzds.

A (7) egy tetszbleges p(t, x), u(t, z) megoldasahoz az aldbbi id6fiiggd v)* referencia mértéket

= 1 Moy (ea)msu(et):

JET™

konstrualjuk:

Ezt hasonlitjuk 6ssze a folyamat valédi eloszldsaval n'*8t idé utén, ezt pP-vel jeloljiik. An-
nak érdekében, hogy a lokdlis egyenstly gyorsabban beélljon, és igy konnyebben becstilhessiink
bizonyos hibatagokat a hidrodinamikai hataratmenet bizonyitasakor, sziikségiink van a Mar-
kov generator szimmetrikus részének felgyorsitasara. Pontosabban: lesz egy szimmetrikus s
ratafiiggvényiink is, hasonl6 tulajdonsdgokkal, mint r (és még néhany technikai feltétellel), és
egy (wj,wjt1) — (W), w),; elemi 1épés ratdja r(w;, wjt1;w), wjyq) + n°s(wj, wj+1; wi,wiy ) lesz.
A § paraméter 1-nél kisebb pozitiv szam. Méretét ugy alhtjuk be, hogy a szimmetrikus rész
hatasa ne ldtszodjon a hidrodinamikai hataratmenetben. Most mér készen allunk a tétel ki-

monddsara.

2. Tétel. Rogzitsiink eqy mikroszkopikus modellt, amire a v paraméter nagyobb 1-nél. Tegyiik
fel, hogy p(t,x), u(t,z) a (7) pde sima megolddsa [0,T] x T-ben. Vidlasszunk € (0,1/2) és
§ € (1/2,1) paramétereket gy, hogy 20 — 86 > 1, § + 30 < 1 teljesiiljon, és definidljuk py', vy -t
a ldatott modon. Ha

H(pi[vf) = o(n'~*)

teljesiil t = 0-ra, akkor teljesil egyenletesen t € [0,T]-re.

A tétel hasonld struktirajd, mint az 1. Tétel, és hasonlé kovetkezménye van.
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3. Kovetkezmény. Tegyik fel, hogy a 2. Tétel feltételei teljesiilnek. Legyen g : T — R
tetszdleges sima tesztfigguény. Akkor minden t € [0,T]-re

n?A=1 Z 9(%) / Ty

JET™

Y oo B [ o) de

JjeET™

A ~ > 1 feltétel abbdl adddik, hogy a (7) pde geometriai struktirdja lényegesen kiilonb6z6
a~vy <1ésa~vy > 1 esetekben. Erdekes, hogy ez a geometriai kiilonbség egyben nagy szere-
pet jatszik a kérdéses egyenlet megoldhatésigaban, kezelhetOségében is. A v < 1 esetre még
a Lax-féle maximum-elvet sem lehet bizonyitani, azaz nem lehet tudni, hogy korlatos kezdeti
feltételek mellett a megoldds korldtos marad, nem robban fel (y > 1-re van maximum-elv). A
2. Tétel bizonyitasa nem csak a relativ entrépia mdédszeren alapul, nemtrividlis parcdiff eleme-
ket is tartalmaz. Ahhoz, hogy kezelni tudjunk bizonyos, az alacsony stliriiségli approximécié
miatt megjelené Poisson-tipusi tagokat, kifinomult parc-diff becsléseket kell alkalmazni. A pde

rendszer bizonyos specidlis Lax entrépidi fontos szerepet jatszanak a bizonyitas kulcslépésében.

A fejezet eredményeit a [15] publikécié tartalmazza (kozlésre beadott preprint).

6. Hiperbolikus egyensilyi pont perturbacigja

A 2. Tétel 4llitdsa ugy is felfoghatd, mint egy szinguldris egyensilyi pont koriili perturbacidk
hidrodinamikai viselkedésének leirdsa. Valéban, a (0,0) pont, ami koril tekintettiik a per-

turbaciét, nem hiperbolikus pontja a (15) Euler egyenletnek, ott ugyanis a Jacobi matrix a
0 0
1 0

Azonban D pontjai dltalaban hiperbolikusak, igy természetesen meriil fel a kérdés: hogyan

matrix konstansszorosa.

viselkednek a perturbaciok, ha egy ,,k6zonséges” hiperbolikus pont koriil tekintjik ¢ket. Ebben
a fejezetben ezzel a kérdéssel foglalkozunk. Ebben a fejezetben ismét a 4. fejezet jeloléseit
hasznaljuk.

Tegytik fel, hogy (up,v0) € D a (10) egyenlet (erésen) hiperbolikus pontja. Hogy egy-

szerlisitsiink a jeloléseken, feltessziik, hogy (ug,vp)-ben a (13) Jacobi-métrix diagonalis:

A0
0 u /)’
A # p a két valds sajatérték. Az altalanos eset mindig visszavezethetd erre, ha egy megfelel6

linedris transzforméciot alkalmazunk a (,n figgvényeken. Legyenek u*(x),v*(z) adott sima

fiiggvények, és tegyiik fel, hogy u®(t,x),v*(t,x) a (10) egyenlet megoldasa

u®(0,2) = up + eu*(x), v°(0,2) =wvg+ev*(x)
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kezdeti feltételekkel.
Standard perturbéciés technikdkat alkalmazva (pl. a ,,geometric optics” technikat, 1sd. [1]

vagy [3]) formélisan belathatd, hogy

uf(t,x) ~ ug+eulet,x — At) + O(e?),

v (t,x) =~ wo+ev(et,x — ut) + O(e?),

)
amint € — 0 ahol u(t, ) és v(t,z) két szepardlt parcialis differencidl-egyenlet megoldasa. Ezek
Burgers egyenletek, ha @ (ug,vo) # 0, illetve U (ug,vo) # 0, és lineéris transzport egyenletek
egyébként.

A formaélis perturbéciés eredménybdl ismét megsejthetd a hidrodinamikai viselkedés. Rog-
zitstink egy kis pozitiv § paramétert. Tegyiik fel, hogy adott egy mikroszkopikus modelliink
Q"-en, melyre a kezdeti eloszlas olyan, hogy ( és n slirliségprofiljai kozel vannak a wug +
n~Bu*(x),vo + nPv*(x) fiiggvényekhez. Akkor n'*Ft idé milva a profilok kozel lesznek a
ug + nPu(t,x — nPAt), vg + n"Pu(t,x — nPut) fiiggvényekhez. Az eredmény preciz megfogal-
mazésa hasonlé struktiuraji lesz, mint a korabbi tételek voltal. Eloszor az idéfliggd referencia
mértéket definidljuk: rogzitsink u(t, z),v(t, z) fiiggvényeket, melyek simék [0,7] x T-ben, és
megoldésaik a formalis perturbéciébdl kapott (szeparalt) egyenleteknek. Definidljuk a

v = H Tug+nfu(t, L —nPAt)vo+n=Fv(t, L —nfput)
JET™
mértéket, és jeldlje uf az Q"-en értelmezett folyamat valédi eloszlasat n'™5t idé milva. Az r
ratafiiggvényre most csak egy extra feltétel kell: egyenletes, a rendszer méretében négyzetes
becslés a generator spektralis résének reciprokara. Itt nincs sziikség a szimmetrikus rész fel-

gyorsitdsara, mint a 2. Tételben. Most mar megfogalmazhatjuk utolsé tételiinket.

3. Tétel. Legyen (B rogzitett 0 < B < %-del, és definidljuk pi'-t és v{*-t a latott modon. Ha
H(ug|vp) = o(n'~?")

teljesil t = 0-ra, akkor teljesil egyenletesen minden t € [0, T]-re.

Ha az un. logaritmikus-Szoboljev egyenl6tlenség teljestilését tessziik fel az r ratafiggvényre
(ez erdsebb, mint a spektralis rés feltevés), akkor a 3. Tétel igaz lesz 0 < 8 < %—re. A tételbdl

az alabbi kovetkezmény adddik.

4. Kovetkezmény. Tegyiik fel a 3. Tétel feltételeit. Legyen g : T — R egy sima tesztfiiggvény.
Akkor tetszbleges t € [0, T]-re

w0 o) (G0 w) — [ o) (e — ) o) oo,
jemn T

w0 o) (00— w) — [ gla) (s(0.0 - ) de| 2o,
jEeT™ T
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Ez az eredmény kiterjesztése [10]-nek és [14]-nak, ahol az analég allitdst bizonyitjik egy-
komponensti rendszerekre: azaz konstans egyenstlyi allapot n ™7 rendi perturbéciéi a Burgers
egyenlet szerint fejlédnek, ha az idé n'*P-val van skdldzva. [10]-ben a megfelels &llitdst az
un. teljesen szimmetrikus pélcika rendszerre bizonyitja a szerzé (ez egy 1-dimenziés rendszer
egy megmaradé mennyiséggel) csatolasos médszerekkel, de erésebb forméban: 0 < § < %—re és
tetszéleges t > 0-ra, még a sokkok megjelenése utani idore is. A (-ra vonatkozd %—es fels6 hatar
éles, a B = % esetben az egyensilyi fluktuacidkat nem lehet megkiilonboztetni a perturbaciétol.
[14]-ban a Yau médszer segitségével azt sikeriilt beldtnunk, hogy az el6z6 allitas univerzdlisan
igaz, egy-komponensii modellek egy széles csalddjara, de az eredmény csak 0 < 3 < %—ra és a
sima megoldasokra miikodik.

A 3. Tétel bizonyitasa a Yau-féle relativ entrépia mddszeren alapszik, de fontos eszkoz az
1. Lemmaéaban bizonyitott Onsager-tipusi relacié is. Az ok, amiért az egyenletek a hidrodi-
namikai limeszben szepardlédnak, a hiperbolikussdg, lényegében a két kiilonbozé sajatérték (a

,,hangsebességek”) okozzdk az egyenletek szétvaldsat.

A fejezet eredményeit [19] tartalmazza (koézlésre benytjtott preprint).
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