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A h®-egyenlet

A h®-mag

A h®vezetés egyenlete:
u(x, t) = h®mérséklet az x pontban a t id®pillanatban.

∂tu = ∆u

Ha u(x, 0) = f (x) szép, a megoldás

u(x, t) =

∫
Rn

f (y)H(x− y, t)dy

ahol H(x, t) az ú.n. h®-mag: H(x , t) =
1

(4πt)n/2 e
−||x ||2/4t .

u(x, t) =

∫
Rn

f̂ (ξ)e−4π2t||ξ||2e2πi<ξ,x> dξ.
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A h®-egyenlet

Simitás

Figure: Hoegyenlet megoldasa
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A továbbiakban nem vizsgáljuk mikor oldható meg a h®egyenlet,
illetve, hogyan található meg a megoldás. Azt vizsgáljuk milyen
tulajdonságaik vannak azoknak a függvényeknek amik kielégítik a
h®-egyenletet.
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Maximum/minimum elv: alapeset

Tétel
Legyen L ⊂ Rn nyílt, u : L× [0, S) → R megoldása a
h®egyenletnek. Minden K ⊂ L kompakt és T ∈ [0, S)-re

min(x,t)∈K×[0,T ]u(x, t) = min(x,t)∈∂K×[0,T ]∪K×{0}u(x, t).

Ugyanez fennáll max-ra, és az

ut = ∆u+ < grad u,X >

típusú egyenletekre.
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Figure: Max/min elv
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Maximum/minimum-elv: biz.

Elég a következ®t belátni, hogy ha
1. ut ≥ ∆u+ < grad u,X >, és
2. u(x, 0) ≥ 0, u(x, t) ≥ 0 ∀(x, t) ∈ ∂K × [0,T ],
akkor u(x, t) ≥ 0 ∀(x, t) ∈ K × [0,T ].
Ötlet: Ha (x0, t0)-ban minimum, akkor ∂tu(x0, t0) = 0, grad u = 0
és Hess u ≥ 0. Ezért ∆u ≥ 0.
Legyen

v(x, t) = u(x, t) + ε(t + 1)

Legyen t0 a legkisebb t amire ∃x0, v(x0, t0) = 0. Ekkor x0 bels®
pont, és a fenti gondolatmenet alapján

vt = ut + ε ≥ ∆u+ < grad u,X > +ε ≥ ε.
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Max/min-elv sokaságra

Általánosabban

Tétel
Legyen M egy kompakt sokaság, X (x, t) vektormez®, u megoldása
a

∂tu = div grad u+ < X , grad u >

egyenletnek. min(x ,t)∈M×[0,∞) u(x , t) = minx∈M u(x , 0).

Bizonyítás ugyanaz.
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Maximum-elv: h®-egyenlet + reakció

u : M × [0,∞) → R, X ,F sima, M kompakt.

ut = ∆u+ < grad u,X > +F (u)

Legyen umin(t) = minx∈M u(x , t). Ekkor

umin(t) ≥ φ(t)

ahol φ megoldása a

φ′ = F (φ), φ(0) = umin(0)

di�. egyenletnek.
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Maximum-elv: bizonyítás vázlata

Legyen T �x. β olyan, hogy
|F (u(x , t))− φ(t)| ≤ β|u(x , t)− φ1(t)| ∀(x , t) ∈ M × [0,T ].
Ekkor fennáll

∂t(u − φ) ≥ ∆(u − φ)+ < grad (u − φ),X > −β(u − φ)

e−βt integráló fakort használva, v = e−βt(u − φ)-re v(x , 0) ≥ 0 és

vt ≥ ∆v+ < grad v ,X > .
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Görbület fejl®dése

Felületen a Ricci áram szögtartó. Legyen r =
R
M Rdµ

vol(M) , R görbület.

∂tg = (r − R)g

⇒ g(t) = ef (t,x)g

∂tR = ∆R + R(R − r)
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Maximum-elv

Tegyük föl hogy r < 0. Legyen ρ = minx∈M R(x), tehát r − ρ ≥ 0

Tétel

R(x , t) ≥ r − (r − ρ)ert .

Bizonyítás:
y ′ = y(y − r), y(0) = ρ

megoldása
y(t) =

r
1− (1− r/ρ) ert
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C
1 becslés

Legyen u(x , t) = ||∇R||2, ha t elég nagy,

∂tu ≤ ∆u +
r
2
u

Biz.:

∂t ||∇R||2 = ∆||∇R||2 − 2||∇∇R||2 + (4R − 3r)||∇R||2

Következmény: ||∇R||2 ≤ Cert/2.

Harnack egyenl®tlenségek ELTE, Matematikai Intézet



Bevezetés A maximum elv Ricci áram felületeken Harnack-egyenl®tlenség Alkalmazás

Harnack-egyenl®tlenség: Elliptikus

Legyen u ≥ 0 és ∆u = 0 B(x ,R)− en. Ha y ∈ B(x ,R), akkor

u(y) ≤
(

R
R−d(x ,y)

)n
u(x)

Bizonyítás:

u(y) =
1

vol(B(y ,R − d(x , y)))

∫
B(y ,R−d(x ,y))

u(ξ)dξ

≤ 1
vol(B(y ,R − d(x , y)))

∫
B(x ,R))

u(ξ)dξ.
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Li-Yau

Tétel
M teljes Riemann sokasag, nem-negatic Ricci u : M × [0,∞) → R,

ut = ∆u

Ha u > 0 akkor ∆ log u ≥ − n
2t

Megj. Rn. H®magra éles:

∆ logH(x , t) = ∆(−n log(4πt)/2− ||x ||2/4t)
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Sokaságon

Bochner azonosság

∆∇i f = ∇i∆f +
∑
j

Rij∇j f

Emiatt Q = ∆ log u kielégíti a

∂tQ = ∆Q+ < ∇ log u,∇Q >

+ 2Rc(∇ log u,∇ log u) + 2
∑
i ,j
|∇i∇j log u|2 (1)

Mivel < A,B >= trABt egy skalár szorzat, (trA)2 ≤ ntrAAt . Ha
még Rc ≥ 0, akkor

∂tQ ≥ ∆Q+ < ∇ log u,∇Q > +
2
n
Q2.
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