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A h&-egyenlet
: :

A hé-mag

A hdvezetés egyenlete:
u(x, t) = hémérséklet az x pontban a t idépillanatban.

Oru = Au

Ha u(x,0) = f(x) szép, a megoldas

ulx.t) = [ F)H(x=y. Oy

1
ahol H(x,t) az i.n. h6-mag: H(x,t) = We—llxuz/u.
u(x, t):/ ?(f)e—4ﬂ'2t||£||2e27'ri<§7x> d.
: S _ = = 9a¢
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A h&-egyenlet
:
. o,
Simités
).

Partial Differential Equations
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A tovabbiakban nem vizsgéljuk mikor oldhaté meg a h8egyenlet,
illetve, hogyan talalhat6 meg a megoldas. Azt vizsgaljuk milyen

tulajdonsagaik vannak azoknak a fiiggvényeknek amik kielégitik a
hé-egyenletet.

[m] = = =
Harnack egyenl8tlenségek

= DA
:

ELTE, Matematikai Intézet
e




Bevezetés A maximum elv Ricci aram feliileteken Harnack-egyenl&tlenség Alkalmazas
[o]e] 0000000 000

000 ¢}
:

Maximum /minimum elv: alapeset

Tétel
Legyen L C R" nyilt, u: L x [0,S) — R megoldésa a
héegyenletnek. Minden K C L kompakt és T € [0,5)-re

mine )k [0, T]U(X; £) = Min( e)eak [0, TIUK x {03 U (X, t).

Ugyanez fennall max-ra, és az
ur = Au+ < grad u, X >

tipusi egyenletekre.
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Maximum /minimum-elv: biz.

Elég a kovetkez8t belatni, hogy ha
1. uy > Au+ < gradu, X >, és
2. u(x,0) >0, u(x,t) >0V(x,t) € 9K x [0, T],
akkor u(x,t) >0 V(x,t) € K x [0, T].
Otlet: Ha (xo, tg)-ban minimum, akkor d;u(xq,ty) = 0, grad u = 0
és Hessu > 0. Ezért Au > 0.
Legyen
v(x,t) = u(x,t) +e(t+1)

Legyen ty a legkisebb t amire Ixg, v(xg, tg) = 0. Ekkor xq belsé
pont, és a fenti gondolatmenet alapjan

vi = Ut +e> Au+ < gradu, X > 4¢ > ¢.

o =) = = D¢
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Max/min-elv sokasagra

Altalanosabban

Tétel
Legyen M egy kompakt sokasag, X(x,t) vektormez6, u megoldasa
a

Oru = div grad u+ < X, grad u >

egyenletnek. min(, y)cmx(0,00) U(X; t) = minyepm u(x,0).
Bizonyitds ugyanaz.
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Maximum-elv: h&-egyenlet + reakcid

u:Mx[0,00) — R, X, F sima, M kompakt.

up = Au+ < grad u, X > +F(u)
Legyen umin(t) = mingepm u(x, t). Ekkor
Umin(t) > &(t)

ahol ¢ megoldasa a

¢ = F(¢), #(0) = umin(0)
diff. egyenletnek.
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Maximum-elv: bizonyitas vazlata

Legyen T fix. 3 olyan, hogy
[F(u(x; t)) — &(t)] < Blu(x, t) — ¢1(t)] V(x, t) € M x [0, T].
Ekkor fennall

O(u—6) = Au — @)+ < grad (u— ¢), X > —B(u— ¢)

e Pt integralé fakort hasznélva, v = e Pt(u — ¢)-re v(x,0) > 0 és

vi > Av+ < gradv, X > .
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Gorbiilet fejlédése

Ju Rdp

Feliileten a Ricci aram szogtarté. Legyen r = oI(M) R gorbiilet.
oig = (r—R)g
= g(t) = g
O:R=AR+R(R—r)
o = = E = DA
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Maximum-elv

Tegyiik f6l hogy r < 0. Legyen p = minyep R(x), tehat r —p >0
Tétel

R(x,t) >r—(r—p)e™.

Bizonyitas:
yY=yly—r), y(0)=p

megoldasa
r

—(L—r/p)e"

y(t) =1
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C! becslés

Legyen u(x,t) = ||[VR||?, ha t elég nagy,

oru < Au + %u
Biz.:
O:/|VRI[> = A[|VR|]> = 2[|[VVR|]? + (4R — 3r)||VR|]?

Kovetkezmény: ||[VR||? < Ce™/?.
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Harnack-egyenl6tlenség: Elliptikus

Legyen u >0 és Au =0 B(x,R) — en. Ha y € B(x,R), akkor
u(y) < () ux)

Bizonyitas:

1
uly) = vol(B(y, R — d(x,y))) /B(y,R—d(x,y)) u(&)de

1
S Vel(B(.R — d(x.y))) /B(X,R» u(8)de.
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Li-Yau
Tétel

M teljes Riemann sokasag, nem-negatic Ricci u: M x [0,00) — R,

Ut:AU
Hau>0 akkorAIoguZ—%

Megj. R". H6magra éles:

Alog H(x,t) = A(—nlog(4rt)/2 — ||x|[/4t)

Harnack egyenl8tlenségek
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Sokasagon

Bochner azonossag
AVif = ViAf + > RyVif
J
Emiatt Q@ = Alog u kielégiti a

0:Q =AQ+ < Vliogu,VQ >
+2Rc(Vlogu, Viogu) + 2 Z IViVjlogul* (1)
i
Mivel < A, B >= tr AB® egy skalar szorzat, (tr A)? < ntr AA!. Ha
még Rc > 0, akkor

2
0:Q > AQ+ < Vlogu,VQ > +;Qz.
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