6. Eloadas: Tietze kiterjesztési tétele

1

El6szor ismertetiink egy lemmat, melyet felhaszndlunk Tietze kiterjesztési
tételének bizonyitasahoz.

Lemma.

Legyenek (X, 7), (Y, p), (Z,0) topologikus terek.
1. Ho f: X =Y, g: Y — Z folytonosak, akkor g o f is folytonos.

2. Ha'Y =R a szokdsos topolégidval, és [ folytonos <
< (Ve>0)(Vae X)(AU eT)(aeU, f(U)C Bf(a)))

Bizonyitds.

1. Legyen U € o, ekkor (go f)~Y(U) = f~Log=Y(U), ahol g~ 1(U) € p nyilt,
mert g folytonos. Igy f~tog=1(U) € 7, hiszen feltettiik, hogy f folytonos.

2. (=) : Tegyiik fel, hogy f folytonos. Legyen a € X, € > 0 tetszlleges
rogzitett. Mivel Be(f(a)) nyilt, igy f folytonossdga miatt
U= f~YBf(a))) is nyilt, és a € U teljesiil.

(<) : Legyen V C R nyilt.
Allités. (Vb€ f~1(V))EU, € T)(b € U, C f1(V))

Bizonyitds. Legyen b € f~Y(V), azaz f(b) € V. Mivel V nyilt, igy Je > 0,
hogy B.(f(b)) C V. A feltevésiink miatt U, € 7, hogy b € U, valamint
f(Uy) C Bo(f(b)). Osszességében tehat arra jutottunk, hogy 3U, € 7,
hogy b € Uy és f(b) € f(Up) CV, vagyis b€ U, C f~1(V).

O
A fenti Allitasbol tehdt adsdik, hogy U Uy € f~1(V). A masik
bef~1(V)
irdnyd tartalmazds trividlis, {gy tehat |J Uy = f=1(V) teljesiil. U,-
bef=H(V)

k nyiltsiga és a topolégia definidlé tulajdonsiga miatt igy f~(V) nyilt,
vagyis f valéban folytonos.

O

A fenti két lemma és az Uriszon-lemma ismeretében ratérhetiink Tietze
tételére.
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Tétel (Tietze kiterjesztési tétele). Legyen (X, T) topologikus tér normdlis, és
A C X zdrt. Ekkor:

1. Ha f : A — [0,1] folytonos fiiggvény, akkor g : X — [0,1] folytonos
fiiggvény, hogy g |a= f.

2. Ha f: A— R folytonos fligguény, akkor dg : X — R folytonos fiigguény,
hogy g |a= f

Bizonyitds.
A tétel els6 allitasanak bizonyitasahoz sziikséges 1épések:
0. 1épés:
Legyenek (X, 1), (Y, p), (Z, o) topologikus terek. Tegyiik fel, hogy (Y, o) és (Z, 0)
homeomorfak.

Ekkor az aldbbi két allitas ekvivalens:

e Ha A C X zart, f: A — Y folytonos, akkor dg : X — Y folytonos, hogy

gla=f.
e Ha A C X zart, f: A — Z folytonos, akkor 3¢ : X — Z folytonos, hogy
gla=f.

Az allitdsok szimmetrikus volta miatt elég megmutatni, hogy az elsé pontbdl
kovetkezik masodik.

Legyen ¢ : Y — Z homeomorfizmus, és legyen h : A — Z folytonos.
Ebbdl kovetkezéen ¢! oh : A — Y folytonos. fgy az elsé pont miatt 1étezik
g : X — Y folytonos, hogy g |a= ¢! oh. fgy nyilvan ¢ o g is folytonos,
valamint ¢ o g 4= pop toh = h.

Tehat az els6é pont valéban ekvivalens a masodikkal.

1. 1épés:

Legyen A C X zart.
Azt allitjuk, hogy ha r >0, f: A — [—r,r] folytonos, akkor

dg: X — [—%7‘, %r] folytonos, hogy
Vac A: |f(a)—g(a)| < 2.

Lassuk ezt be a kovetkezdképp:



Legyen F = f~1 ([—T,—%T]), G = f1! ([%r,r]). Mivel f folytonos, igy
F, G zértak. F NG = 0 teljesiil, {gy alkalmazhatjuk az Uriszon-lemmét:

dg: X — [—%r, %r} folytonos, hogy g |r= —%n gle= %r. (2)
Legyen a € A.
. eset: a € F esetén f(a) € [—r,—37], g(a) = —3r, igy | f(a) — g(a)| < 7.
. eset: a € G esetén f(a) € [ir,r], gla) = 37, igy |f(a) — g(a)| < 2r.
eset: a € AN (FUG) esetén f(a) € [—3r, 2r], fgy |f(a) — g(a)| < 27, mivel

g(a) € [—%r, %7‘]

2. lépés:

Megadunk Vn € N \ {0}-ra egy olyan g, : X — R folytonos fiiggvényt, hogy:

1. Va € X-re |go(z)] < L (2)"

fl@)= 3" gila)

k=1

2. Ya € A-ra

Ez a kovetkezo 1épésekben torténik:

i) n = l-re alkalmazzuk az 1. 1épést r = 1 vélasztassal. Igy f: A — [1,1]
folytonos fiiggvényre

dg1: X = [-3,1] (& Vz e X : |gi(a)| < 3) folytonos, hogy
(3)
Vae A |f() - gilo)] < 2.

ii) Tegyiik fel, hogy Vk < n-re g mar adott. Ismét alkalmazzuk az 1. 1épést
_ n—1
r= (%)n ! Valasztéssal az f- kzl gx fuggvényre.
Ez megtehetd, hiszen f folytonos, gi-k folytonossdga pedig indukcids fel-
tevés. Ezzel:



g, : X — [—% (%)n_l V3 (%)n_l] folytonos <

eVreX: |g(x) <3 (%)nil folytonos, hogy

Legyen g : X — R olyan, hogy Vz € X : g(z) = > gn(x).
n=1
Ez jol definiélt, hiszen a 2. 1épésben megadott konstrukcié miatt Vo € X-re

-1,
| gn(z)] < 3 (2)", fgy

(5)

9 & 12 gyt g 1
Zlgn(w) < Zl |gn(x)| < 3 Zl (g) = gl _ 2 =1
n— n= n= 3

A kovetkezékben azt szeretnénk beldtni, hogy ¢ folytonos fiiggvény. Ehhez
eloszor tegyiink egy kis kitérét. Vegyiik észre, hogy Vo € X, n € N-re:

‘g(l‘)_k%lgk(x) B kilgk(m)_kélgk(w) B k:§+1gk(x) S
(6)
< Y lm@l<i ¥ @) T =53)"X @) =3
k=n+1 k=n+1 k=0

n
Emiatt > gx egyenletesen konvergdl g-hez.
k=1

A Lemma miatt elegendd beldtnunk, hogy ha z € X, ¢ > 0 tetszbleges
rogzitett, akkor 3U € 7: g(U) C Be(g(z)), z € U.

Legyen tehat x € X, € > 0 tetszbleges rogzitett.

Nyilvén 3N € N : (g)N < 5. Ezzel és az el6z6ekben megmutatott egyenle-

3
< (g)N <t (1)

tes konvergenciaval adodik:

N
VyeX: |g(y) =Y gr(y)
k=1




N
Mivel Y gi folytonos, igy a Lemma miatt a rogzitett o és e-unkhoz

k=1
Wer: zel, (ng> (U) C Bs (Zg;&x)) (8)
k=1 k=1
fgy tehéat Vz € U-ra:
l9(z) — 9(2)] =
N N N N
_ ]gm LS @+ 3 @) = 3 () + 5 gn(e) —9(2)] <
k=1 k=1 k=1 k=1 (9)
N N N N
< \gws)— S @]+ 3 g@) = 3 @)+ |5 a) - 902)| <,
k=1 k=1 k=1 k=1

mivel (7) miatt az elsé és harmadik tag kisebb £-ndl, a masodik tag pedig
(8) miatt kisebb £-nal.

Ezzel belattuk, hogy = € X, € > 0 tetszbleges rogzitettre U € 7: ¢g(U) C
B.(g(x)), = € U, vagyis g folytonos.

Végiil Va € A : ‘f(a) =Y gr(a)] < (%)" — 0, midén n — oo; igy

k=1
f(a) = g(a).

Ezzel bebizonyitottuk Tietze kiterjesztési tételének elsé allitdsat.

A tétel masodik részének belatasdhoz vegyiik észre, hogy R homeomorf
(=1,1) nyilt valés intervallummal. (p(z) = 2 arctan(z) példaul homeomor-

fizmus lesz.)

A tétel els6 részének bizonyitdsakor konstrudlt 0. 1épés miatt elég megmu-
tatni, hogy ha f: A — (—1,1) folytonos, akkor kiterjeszthetd.

A Tietze-tétel els allitdsa miatt g’ : X — [—1, 1] folytonos, hogy ¢’ |a= f.
Legyen F' = (¢/)"'({—1,1}), ekkor F, A zartak, F N A = (), hiszen ¢’ |a= f és
Ran(f) C (~1,1). Igy az Uriszon-lemma miatt van olyan folytonos h fiiggvény,
hOgth X — [0,1}7 h ‘F:O7 h ‘A: 1.

Legyen g : X — (=1,1), g(x) = h(z)¢'(x), ekkor nyilvan folytonos a g
fiiggvény. Konnyen adédik, hogy Ran(g) C (—1,1), g |a= ¢’ |a= [, tehdt a
tétel masodik részét is belattuk.

O



