TOPOLOGIA

9. ELOADAS

1. Allitas. R%-en a szokdsos topoldgidval, homeomorfak :
i) kéorlemezek,

i) hdromszioglemezek,

iii) négyszoglemezek.

Bizonyitds

1. Minden egybevagosag, hasonlosag homeomorfizmus, igy barmely két
korlemez homeomorf.

2. Korlemez és négyszoglemez homeomorf, mert legyen k tetszéleges kor-
lemez, N tetszGleges négyszoglemez. Hasonlésagi transzformaciok utén
feltehets, hogy k a&tmérdje kisebb, mint egy N belsejében 1év6 kor su-
gara. Legyen f az a transzformacio amely k-t N-be tolja ekkor k eltoltja
k'. Legyen g az a k' — N fiiggvény, amely a korlemez pontjait sugar-
irdnyban dgy nyujtja, hogy k' hatdra N hatérara menjen. Ekkor g o f
a tekintett topolégian homeomorfizmus.

3. Haromszogre ugyanigy.l]

1. Definici6. (X, 7)Brouwer-tulajdonsdgi, ha minden folytonos f : X —
X fligguénynek van fizpontja.

2. Allitas. Ha (X,7),(Y,0) homeomorfak és X Brouwer-tulajdonsdgu, ak-
kor'Y is ilyen tulajdonsdgi.



Bizonyitds Legyen g : X — Y homeomorfizmus illetvef : Y — Y folytonos.
Ekkor g7'o fog : X — X folytonos fiiggvénynek létezik fixpontja azaz
letezik a : a = (g7 o f o g)(a), tehat g(a) = (f o g)(a) = f(g(a)) igy g(a)
fixpontja f-nek.[]

1. Tétel. (Brouwer fizpont-tétele) Legyenn > 1,1 = [0, 1] Ekkor I"™ Brouwer-
tulajdonsdg.

Specidlisan: legyen D* = {(x,y) € R?, 2?4+ y* < 1} ez Brouwer tulajdonsdgi.
Csak az eldbbi dllitdst fogjuk bizonyitani, de elébb kell még eldkésziilet.

1. Lemma. Tegyik fel, hogy a H zdrt hdromszdg lemeznek 1,2,3 a hdrom
csucesa, és Fy, Fy, Fy hdrom zdrt részhalmaza gy, hogy ha S C {1,2,3}, akkor
konv(S) C U,cg Fi, ahol konv(S) az S konvex burka. Ekkor (,cq F; # 0.

Bizonyitds.

i) ha egy U szakaszt két nemiires zart halmaz (F,G) unidja lefedi, akkor F'N
G # 0, mert feltehets, hogy F,G C U, és indirekt feltessziik, hogy
FNG = 0. Ez utobbi feltevés miatt U\F és U\G szintén lefedi U-
t és U\F és U\G is diszjunkt, mert kiilonben F és G nem fedné le a
szakaszt. Ez ellentmondéas, mivel U Gsszefiigg6 — nem bonthato fel 2
nyilt diszjunkt nemiires halmaz unidjara.

ii) az i) miatt 12 szakasz tartalmaz F; N Fy - beli pontot. Specialisan F; N
Fy # (). Legyen p az Fy N Fy 3 -hoz legkozelebbi (egyik) eleme. Tlyen
van, mert £y N F, zart és a tavolsagfiiggvény folytonos. Ha p nincs
benne Fj3-ban, akkor Je > 0, hogy B(p,e) C U\F3. Van olyan U C
B(p, €) szakasz, melynek minden pontja kozelebb van 3 -hoz, mint p és
U parhuzamos 12-vel (ilyen szakasz azért van, mert B(p,e)-ban van 3-
hoz p-nél kozelebbi pont, és a tavolsagfiiggvény folytonos). Ekkor U C
B(p,e) N (F1UFy), mert H C Fy U FyU F3. Ekkor U-n van F; N Fs- nek
eleme. Ez ellentmondés, hiszen p a legkdzelebbi pont.

OJ
A tétel bizonyitasa
Legyen ap,as, a3 € R? linearisan fiiggetlenek. H = konv(ay,as,a3). Elég
belatni, hogy H Brouwer tulajdonsagi.
Ismert, hogy H = {377 Nai, >0 A =1,¥i \; >0}, ahol 37| \;a; kon-
vex linearis kombinaciok. Legyen f : H — H folytonos. (Kell: Ja €
H f(a) = a.) Ha b € H, akkor b = /\1(6)&1 + )\g(b)ag + Ag(b)ag. ()\1,)\2,)\3
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baricentrikus koordinatafiiggvények).

Legyen F; = {be H, N(f(b)) <X\i(b) }(i = 1,2,3). Ezek zartak, mert
minden folytonos és < van F; definici6jaban. Legyen b € H tetszéleges. Te-
gyiik fel, hogy S C {a1, az,as},b € konv(S). Ekkorb = 3" o Ai(b)a;, > ;cqXi(b) =
1,¥i X\;(b) > 0. Tovabba A (f (b)) + Aa(f(b)) + A3(f (b)) = 1.

Ha Vi € S N(f(b)) > Xi(b), akkor az el6z6 sor nem teljesiilne. Emi-
att konv(s) C Ujegl;. Tehat Fy, Fy, Fy-ra teljesiil a lemma feltétele, azaz
d:be FNF,NE; —Yi N(f(b) < Ai(b) — mindkét oldalra 6sszegezve
l-et kell kapni. Tgy Vi A\;(f(b)) = \i(b) azaz f(b) = b — +/.

U
n+1

2. Definici6. S" = {(x1,...,2,41) € R : me = 1} n dimenzids
i=1

gombfeliilet.

3. Definicid. [ :[0,1] — X figguény zdrt gorbe, ha F folytonos és f(0) =
f(1). Ezek azonosithatéak S folytonos leképezéseivel (ST — X tipusi fiigg-
vényekkel).

4. Definicio. (X, 7) egyszeresen dsszefiiggd, ha minden folytonos f : S' —
X kiterjed egy folytonos f*: B* — X -re (kirlap).

5. Definicid. (X, 1) n-szeresen dsszefiiggd, ha Vf : S™ — X folytonos kiter-
jed g : B"™ — X folytonosra.

Megjegyzés. (X, 7) fvszerden dsszefiiggd <= 0 -szorosan dsszefiiggd.

Mdsodik mesepélda:
Legyen 0 <r<1eR
Legyen K : {(z,y) e R*r? < 2? +y* < 1}

3. Allitas. Az el6bbi K halmaz nem egyszeresen Gsszefiggd.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy K 1- dsszefiiggs. Legyen f : S — K identi-
tas. Ekkor f kiterjed B? -re: Jg : B?> — K folytonos kiterjesztés. Legyen
h: K — K:(rp) — (1,p). Legyen [ 0 kézépponta 0< a< 2 7w sz0gl
forgatas. Ekkor ¢ =l o hog: B? — B? folytonos és ¢ -nek nincs fixpontja,
mert ran(p) = S', ezért ¢ -nek csak S'-en lehetne fixpontja, de azokat g és h
helyben hagyja, [-nek pedig nem létezik fixpontja. Masrészt a Brouwer- tétel



szerint kellene, hogy legyen fixpontja. Ellentmondas = k nem 1- &sszefiiggd.
O

Példa: A torusz kétszeresen Osszefiiggs, de nem egyszeresen- Osszefiiggd.

HF': Igazoljuk, hogy a térusz homeomorf S* x S*- gyel!



