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Az el6z6 elGadas folytatasa. Tehat azt kell belatnunk, hogy az elsg allitasbol
kovetkezik a masodik.

1. Tétel. Ha (X,7) metrizdilhatd, akkor:
1. reguldris,

2. ha A C X nyit, van olyan f: X — [0,1] folytonos fiigguény, amire A =
F71(0,1] teljesiil,

3. van o-diszkrét bazisa.

Bizonyitds: Van egy olyan p metrika X-en, hogy 7 = ”p szerinti nyilt halmazok
rendszerével". Tovabba feltehetd, hogy ran(p) C [0, 1].

1. hae >0, a € X, akkor legyen C(a,e) ={b € X : p(a,b) < e}.
1. Lemma. C/(a,e) zdrt.

Bizonyitds: Legyen d € X \ C(a,e). Ekkor p(d,a) > € és vegylink egy
~v > 0-t ugy, hogy p(a,d) —~v > ¢, ekkor B (d,v) C X \ C (a,¢), hiszen,
ha vesziink egy e € B (d, ) pontot, akkor

pla,d) < pla.e)+p(ed)

p(a7d> _p(ead) < p(aae)
mivel
pled) <y
ezért
p(a,d) —p(e,d) > e.

(X, 7) regularis, megmutatjuk, miért. Vesziink egy a € G € 7 pontot. T
egy bazisa: {B(xz,e) : ¢ € X,e > 0}, ezért létezik egy pozitiv ¢, hogy
C(a,5) CB(a,e). m



2. Vegyiink egy A halmazt, amely X-nek egy részhalmaza és persze nyilt.
Legyen f: X — [0,1], f: (a) = inf{p(a,b) : b€ X \ A}. Va € A, f (a)
pozitiv, mivel A nyilt, ezért rogzitett a-hoz van pozitiv e: B (a,e) C A
emiatt Vb € X\ A: p(a,b) > e. Végiil f folytonossagat kell belatni, amely
metrikus terek kozott hat. Vegyiink c és d pontokat az X térbél, majd egy
b e X \ A pontot. Ekkor:

p(d,b) < p(d,c)+p(c,b)
és

p(e,b) < p(d,c)+p(db).
Ezekbél kovetkezik, hogy

p(c,b)—p(d,c) Sp(d,b)

Tehét,
p(c,b) —p(d,c) < p(d,b) < p(c,b)+p(dc) (1)

Vegyiink egy tetszéleges ¢ pontot az X-b&l. Azt kell belatni, hogy van
§:Vd € B(c,0);f(d) € B(f(c),e). Legyen 6 = 5. Had € B(c,§) és
b e X — A tetszoleges, akkor (1) miatt f(d) € B(f (c),e).

3. A o-diszkrét bazis létezésének a bizonyitésa el6tt egy kitérdt tesziink,
melyben néhany definiciét fogalmazunk meg.

1. Definicié. Ha f eqy I-n értelmezett halmazértéki fiigguény, akkor f
egy halmazrendszer és (A;,i € I) mddon is jeléljiik.

2. Definicié. Kivdlasztdsi axioma alatt azt az dllitast értjik, hogy ha
(A; :i € 1) nem iires halmazoknak egy rendszere, akkor van egy olyan f
fiigguény, hogy dom (f) = Iés (Vi € I)-re f (i) € A;. Az [ figguényt kivd-
lasztdsi fiigguénynek nevezzik.

3. Definicié. A < reldciot részben rendezésnek nevezzik, ha reflexiv, an-
tiszimmetrikus és tranzitiv.

4. Definicié. A < reldcidt jolrendezésnek nevezziik, ha irreflexiv, tranzi-
tiv, trichotdm (bdrmely két eleme Gsszehasonlithatd) és minden nem dres
részhalmazdnak van legkisebb eleme.

2. Lemma. (Zorn-Lemma): Ha az (A, <) részben rendezett halmaz min-
den lindrisan rendezett része felilrdl korldtos, akkor A-ban van maximdalis
elem.

2. Tétel. A ZF. axzidmarendszerben a kévetkezék ekvivalensek:



(a) Kivdlasztdsi-azioma,
(b) Zorn-Lemma,

(¢) Jolrendezési-tétel: Minden A halmazon van jolrendezés.

Bizonyitds: Halmazelméleti kurzuson. m

A o-diszkrét bazis létezésének bizonyitasidhoz tébb dolgot is beldtunk.

3. Lemma. Vegyiink egy (X, ) metrizilhato topologikus teret, amelyben p
legyen a megfeleld metrika és (ran (p) C [0,1]). Legyen B T-nak egy bdzisa.
Ekkor létezik egy olyan B’ bdzis, hogy B’ o-diszkrét és ¥b € B'dc € B :
b C c. Ekkor B’-t a B finomitdisanak nevezzik.

Bizonyitds: Ha van egy AC X tetszéleges és egy pozitiv e-unk, akkor
S: (A)= {a € A: B(a,e) C A}. Ekkor S, (A) az A e-sovanyitasa. Ve-
gyiink egy < relaciét, ami B-nek egy rogzitett jolrendezése. Vegyiink egy
rogzitett n-t. Vegyiik b;, = S1 (b) \ (Uucp ©)-t, tovabba legyen Vb € B

esetén b,” = J,cp B (2, 3-)-0t és nevezziik "felfajt"-nak. m

xeb!, ’ 3n

* Ha ¢ € B és ¢ nem egyezik meg b-vel, és z € b,y € ¢, akkor
p(z,y) > %, mert feltehets, hogy b nagyobb mint c, ezért x nincs benne
B (y, L) — ban, hiszen z € b), ezért x nem eleme c-nek, viszont y € c,,
ezért B (y, %) Ce.

3. Tétel. B™ = {{Jb",, : b € B} egy diszkrét rendszer.

Bizonyitds: Vegyiink egy s pontot az X térbol. Vizsgaljuk azt az eshetdsé-
get, hogy B (s, 6%) metszené b”,, # ¢’ -et is. Vegyiink egy l; € B (s7 6%)0
b, majd egy lo € B (s, &) Nc"p-t. Vanegy f1 € b, : p(f1,11) < 5 68
f2 € ¢y p(fa,l2) < 3. Ekkor

p Ui fo) < p(f110) + 9 U1,8) + p(5,12) + p o f2) < 1

mert p(f1,11) < 5= és p(ly,s) < g € p(s,la) < & &s p(la, f2) < 3=,

ami miatt ellentmondésba keriiltiink a *-gal kezd6d6 bekezdéssel.

4. Tétel. B™ = {{Jb",, : b € B} minden n (b”, Cb) esetén egy finomi-
tdasa B-nek.

Bizonyitds: Trivialis, hiszen (7, Cb). m

Végiil belatjuk, hogy B’ = B ami o-diszkrét bazis. Az vilagos, hogy
o-diszkrét halmazrendszer. Azt kell belatnunk, hogy ez tényleg béazis.
Vegyiink egy a pontot az X térbdl és egy a-t tartalmazd G € 7-t. Arra
van sziikségiink, hogy van olyan v € B’ melyre a € v C G. Mivel B egy



bézis, ezért létezik egy olyan b eleme, hogy a € b, igy feltehets, hogy a <
relacio szerint b a legkisebb ilyen elem. Van olyan n: B (a, +) C b, mert b
nyilt. Ekkor a € b”,,. B bazis lévén, van egy c eleme, amire teljesiil, hogy
a€c€cCV NG, igy v=c",. Ezzel a teljes allitast belattuk.



