
Topológia 7. el®adás

2012.03.24.

Az el®z® el®adás folytatása. Tehát azt kell belátnunk, hogy az els® állításból
következik a második.

1. Tétel. Ha (X,τ) metrizálható, akkor:

1. reguláris,

2. ha A ⊆ X nyílt, van olyan f : X → [0, 1] folytonos függvény, amire A =
f−1 (0, 1] teljesül,

3. van σ-diszkrét bázisa.

Bizonyítás: Van egy olyan ρ metrika X-en, hogy τ = ”ρ szerinti nyílt halmazok
rendszerével". Továbbá feltehet®, hogy ran(ρ) ⊆ [0, 1].

1. ha ε > 0, a ∈ X, akkor legyen C(a, ε) ={b ∈ X : ρ(a, b) ≤ ε}.

1. Lemma. C (a, ε) zárt.

Bizonyítás: Legyen d ∈ X \ C (a, ε). Ekkor ρ (d, a) > ε és vegyünk egy
γ > 0-t úgy, hogy ρ (a, d) − γ > ε, ekkor B (d, γ) ⊆ X \ C (a, ε), hiszen,
ha veszünk egy e ∈ B (d, γ) pontot, akkor

ρ (a, d) ≤ ρ (a, e) + ρ (e, d)

ρ (a, d)− ρ (e, d) ≤ ρ (a, e)

mivel
ρ (e, d) < γ

ezért
ρ (a, d)− ρ (e, d) > ε.

(X, τ) reguláris, megmutatjuk, miért. Veszünk egy a ∈ G ∈ τ pontot. τ
egy bázisa: {B (x, ε) : x ∈ X, ε > 0}, ezért létezik egy pozitív ε, hogy
C
(
a, ε

2

)
⊆ B (a, ε) .
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2. Vegyünk egy A halmazt, amely X-nek egy részhalmaza és persze nyílt.
Legyen f : X → [0, 1], f : (a) = inf{ρ (a, b) : b ∈ X \ A}. ∀a ∈ A, f (a)
pozitív, mivel A nyílt, ezért rögzített a-hoz van pozitív ε: B (a, ε) ⊆ A
emiatt ∀b ∈ X \A : ρ (a, b) ≥ ε. Végül f folytonosságát kell belátni, amely
metrikus terek között hat. Vegyünk c és d pontokat az X térb®l, majd egy
b ∈ X \A pontot. Ekkor:

ρ (d, b) ≤ ρ (d, c) + ρ (c, b)

és
ρ (c, b) ≤ ρ (d, c) + ρ (d, b) .

Ezekb®l következik, hogy

ρ (c, b)− ρ (d, c) ≤ ρ (d, b) .

Tehát,
ρ (c, b)− ρ (d, c) ≤ ρ (d, b) ≤ ρ (c, b) + ρ (d, c) (1)

Vegyünk egy tetsz®leges c pontot az X-b®l. Azt kell belátni, hogy van
δ : ∀d ∈ B (c, δ) ; f (d) ∈ B (f (c) , ε) . Legyen δ = ε

2 . Ha d ∈ B
(
c, ε

2

)
és

b ∈ X −A tetsz®leges, akkor (1) miatt f (d) ∈ B (f (c) , ε).

3. A σ-diszkrét bázis létezésének a bizonyítása el®tt egy kitér®t teszünk,
melyben néhány de�níciót fogalmazunk meg.

1. De�níció. Ha f egy I-n értelmezett halmazérték¶ függvény, akkor f
egy halmazrendszer és (Ai, i ∈ I) módon is jelöljük.

2. De�níció. Kiválasztási axióma alatt azt az állítást értjük, hogy ha
(Ai : i ∈ I) nem üres halmazoknak egy rendszere, akkor van egy olyan f
függvény, hogy dom (f) = Iés (∀i ∈ I)-re f (i) ∈ Ai. Az f függvényt kivá-
lasztási függvénynek nevezzük.

3. De�níció. A ≤ relációt részben rendezésnek nevezzük, ha re�exív, an-
tiszimmetrikus és tranzitív.

4. De�níció. A < relációt jólrendezésnek nevezzük, ha irre�exív, tranzi-
tív, trichotóm (bármely két eleme összehasonlítható) és minden nem üres
részhalmazának van legkisebb eleme.

2. Lemma. (Zorn-Lemma): Ha az (A,≤) részben rendezett halmaz min-
den linárisan rendezett része felülr®l korlátos, akkor A-ban van maximális
elem.

2. Tétel. A ZF. axiómarendszerben a következ®k ekvivalensek:
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(a) Kiválasztási-axióma,

(b) Zorn-Lemma,

(c) Jólrendezési-tétel: Minden A halmazon van jólrendezés.

Bizonyítás: Halmazelméleti kurzuson.

A σ-diszkrét bázis létezésének bizonyításához több dolgot is belátunk.

3. Lemma. Vegyünk egy (X, τ) metrizálható topologikus teret, amelyben ρ
legyen a megfelel® metrika és (ran (ρ) ⊆ [0, 1]) . Legyen B τ -nak egy bázisa.
Ekkor létezik egy olyan B' bázis, hogy B' σ-diszkrét és ∀b ∈ B′∃c ∈ B :
b ⊆ c. Ekkor B'-t a B �nomításának nevezzük.

Bizonyítás: Ha van egy A⊆ X tetsz®leges és egy pozitív ε-unk, akkor
Sε (A)= {a ∈ A : B (a, ε) ⊆ A}. Ekkor Sε (A) az A ε-soványítása. Ve-
gyünk egy < relációt, ami B-nek egy rögzített jólrendezése. Vegyünk egy
rögzített n-t. Vegyük b′n = S 1

n
(b) \

(⋃
c<b c

)
-t, továbbá legyen ∀b ∈ B

esetén bn” =
⋃

x∈b′
n
B
(
x, 1

3n

)
-ot és nevezzük "felfújt"-nak.

* Ha c ∈ B és c nem egyezik meg b-vel, és x ∈ b′n, y ∈ c′n, akkor
ρ (x, y) ≥ 1

n , mert feltehet®, hogy b nagyobb mint c, ezért x nincs benne
B
(
y, 1

n

)
− ban, hiszen x ∈ b′n ezért x nem eleme c-nek, viszont y ∈ c′n,

ezért B
(
y, 1

n

)
⊆ c.

3. Tétel. B(n) = {
⋃
b”n : b ∈ B} egy diszkrét rendszer.

Bizonyítás: Vegyünk egy s pontot az X térb®l. Vizsgáljuk azt az eshet®sé-
get, hogy B

(
s, 1

6n

)
metszené b”n 6= c”n-et is. Vegyünk egy l1 ∈ B

(
s, 1

6n

)
∩

b”n majd egy l2 ∈ B
(
s, 1

6n

)
∩ c”n-t. Van egy f1 ∈ b′n : ρ (f1, l1) < 1

3n és
f2 ∈ c′n : ρ (f2, l2) < 1

3n . Ekkor

ρ (f1, f2) ≤ ρ (f1, l1) + ρ (l1, s) + ρ (s, l2) + ρ (l2, f2) <
1
n
,

mert ρ (f1, l1) < 1
3n és ρ (l1, s) < 1

6n és ρ (s, l2) < 1
6n és ρ (l2, f2) < 1

3n ,
ami miatt ellentmondásba kerültünk a *-gal kezd®d® bekezdéssel.

4. Tétel. B(n) = {
⋃
b”n : b ∈ B} minden n (b”n ⊆ b) esetén egy �nomí-

tása B-nek.

Bizonyítás: Triviális, hiszen (b”n ⊆ b).
Végül belátjuk, hogy B′ =

⋃
B(n), ami σ-diszkrét bázis. Az világos, hogy

σ-diszkrét halmazrendszer. Azt kell belátnunk, hogy ez tényleg bázis.
Vegyünk egy a pontot az X térb®l és egy a-t tartalmazó G ∈ τ -t. Arra
van szükségünk, hogy van olyan γ ∈ B′ melyre a ∈ γ ⊆ G. Mivel B egy
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bázis, ezért létezik egy olyan b eleme, hogy a ∈ b, így feltehet®, hogy a <
reláció szerint b a legkisebb ilyen elem. Van olyan n: B

(
a, 1

n

)
⊆ b, mert b

nyílt. Ekkor a ∈ b”n. B bázis lévén, van egy c eleme, amire teljesül, hogy
a ∈ c ⊆ b”n ∩G, így γ = c”n. Ezzel a teljes állítást beláttuk.
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