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6. Eloadas

(w 1. Allitas. Legyen (X, T) topologikus tér, A C X. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek:

1. A nyilt;
2. minden a € A esetén létezik U, € T, hogy a € U, C A (azaz A minden pontja belsé
pont).
Bizonyitds. 1. = 2: Ha a € A, akkor U, := A.
2. = 1: A= J,c4 Ua, a jobb oldal nyilt, igy a bal is. ]

1. Definicié. Ha D C P(X) egy halmazrendszer, akkor D pontosan akkor diszkrét, ha
minden a € X esetén létezik U, € T, hogy a € U, és

{de D|dnU, #0}| < 1.

2. Definicié. D o-diszkrét, ha van (D;,i € N), hogy D = J,cy Di, és minden D; C
P(X) diszkrét halmazrendszer.

(5) 2. Allitas. Ha D C P(X) zart halmazok egy diszkrét rendszere, akkor |J D zdrt.

Bizonyitds. Legyen a € (X \ |JD) tetszbleges. D diszkrét, ezért 1étezik U, € 7, hogy
a € U, és U, D-nek legfeljebb egy elemét metszi.

1. Ha U, D 6sszes elemétdl diszjunkt, akkor U, C (X \ U D), U, nyilt.

2. Ha van olyan d € D, hogy U, Nd # 0, d zért, ezért U, := U, N (X \ d) nyilt. Ekkor
U C (X \ D) nyilt.

Mindkét esetben teljesiil az 1. allitds 2. pontja, igy X \ [J D nyilt. H

1. Tétel (Bing-féle metrizacios tétel gyenge alakja). Legyen (X, T) topologikus tér. Ekkor
az aldbbiak ekvivalensek:

1. (X, 7) metrizdalhato;
2. (X, 7)-ra teljesiil:

(a) reguldris;



(b) van o-diszkrét bazisa;

(c) minden G € T-hoz van folytonos f : X — [0,1] fiigguény, hogy G = f~1(0,1]
(az | figguény G-n kivil konstans 0).

1. Megjegyzés. (c) pont felesleges, ugyanis kovetkezik az (a) és (b) pontokbdl, de ezt
nem bizonyitjuk.

A bizonyitas terve: 2. = 1: X-et be fogjuk dgyazni homeomorf médon egy metrizélhaté
térbe.

3. Definicié. Legyen I halmaz, Sin(I) az a metrikus tér, melynek alaphalmaza I szd-
mossdgi [0, 1] intervallum, a 0-ban dsszeragasztva, a metrika pedig: ha a,b € Sin(I),

akkor
szokdsos tavolsag, ha a,b azonos tuskén van;

pla,b) = { p(a,0) + p(0,b) egyébként.
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Bizonyitds. 2. = 1: bmiatt 1étezik (D;,7 € N), hogy minden i-re D; diszkrét halmazrendszer,
és U;en Di bazis X-ben. Legyen Y = [[._\ Siin(D;), ez metrizdlhaté. Cél: X-et Y-ba
agyazni.

Rogzitsiik ¢ € N-t. Mivel minden d € D; nyilt, ezért van folytonos f; : X — [0
hogy d = f;(0,1]. Legyen kg : X — Siin(D;), kg = vgo fa, ahol vy [0, 1]-et Siin(D;) d-

tartozé tuskére viszi.

) 1] )
hez

2. ébra.
2(11)? abra

3. Allitas. Minden a € X esetén legfeljebb 1 db d € D; van, melyre a € cl(d) (Jelolés:
d=d,).



Bizonyitds. Legyen a € X tetszoleges. D, diszkrét, ezért van U, € 7, hogy a € U, és
U, D;-nek legfeljebb egy elemét metszi. Ha minden d € D;-re d N U, = (), akkor minden
d € Di-re a ¢ cl(d).

Ha d € Dyre dN U, # 0, akkor minden e € (D; \ {d}) esetén e N U, = 0, azaz
e C (X \U,) zart, igy a ¢ cl(e). O

Legyen f; : X — Siin(D;) a kovetkez6 fiiggvény:

frla) = kq(a), ha d, definidlt;
N =9 siinksldsk (kozos 0), ha d, nem definialt.

4. Allitas. fi folytonos.

Bz’zonyz”tcis. Legyen F C Siin(D;) zart. Ekkor tetszéleges d € D; esetén: ran(vy) N F
st (F) = J7* (e un(6) V) = Usep 100 1 F) = Usep 1 (F), i
U dep, J1(F) C d, D; diszkrét, k' (F) zart, ezért a 2. &llitds szerint a jobb oldalon 16v6
unio zart 0

Mostantdl 7 szabad valtozo.

<25>5. Allitas. (fi,i € N) szétvdlasztjik a pontokat és zdrt halmazokat: ha F C X zart,
a ¢ F, akkor van i € N: fi(a) & cl(fi(F)).

Bizonyitds. A regularitds miatt van olyan u € D: a € u C cl(u) C X \ F. D bézis, ezért
van v’ :a € v’ C u. Ekkor a € v/ Ccl(v') € X\ F. Mivel D = {J,cy D;, igy vani € N,
hogy v’ € D;.

Egyrészt fi(a) € u/'-hoz tartozd tiiske, mésrészt F' diszjunkt cl(u')-tél, ezért f;(F')
diszjunk az u/-hoz tartozé tiiskétol. Emiatt fi(a) ¢ cl(fi(F)). O

Legyen f: X =Y, f(a) = (fi(a) | i € N), Y = [[;cn Stin(D;).

Cél: f mutatja, hogy X homeomorf Y egy alterével (ez elég, mert Y metrizélhato,
tehat minden altere metrizalhat6). f folytonos (direkt szorzat bevezetésénél lattuk). f
injektiv, mert ha a # b, akkor pl. {b} zért, ezért van i € N, hogy fi(a) ¢ cl(f;(b)), igy
fi(a) # Fi(b), tehit f(a) £ F(b).

[t folytonos: (mint Urysohn metrizdcids tételénél) elég belatni, hogy ha F C X
zart, akkor f[F] zart (Y-nak a ran(f)-hez tartozé alterében). Legyen F' C X zart, legyen
a € X olyan, hogy f(a) € cl(f[F]).

(*) Ekkor minden i € N esetén f;(a) € cl(fi(F)), mert tegyiik fel, hogy i € N olyan,
hogy F(0) () Legyen & = (Sin(D) \ l(s(F) x T1, Sin( D))

Ekkor ¢ C Y nyilt, a € . f[F]Ne = (), emiatt cI(F) C Y \ e. Tehdt a ¢ cl(f[F])
ellentmondaés.

(*)-ot az 5. (szétvalasztési) dllitassal kombindlva kapjuk, hogy a € F. Emiatt f(a) €
f(F). Mivel f(a) € cl(f(F)) tetszOleges volt, ezért cl(f(F)) C f(F), azaz f(F) zart.
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