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Minden metrikus tér egyben topologikus tér is, amit a metrika segitségével meghatarozott nyilt
halmazok irnak le. A topoldgia egyik, hosszu ideig nyitott probléméja volt, hogy melyek azok a topologikus
terek, amelyek topologiaja metrikabol szarmaztathato, igymond metrizalhato. A kérdést végiil a Bing—
Nagata—Smirnov-tétel valaszolta meg teljesen. Ebben a problémakoérben fogunk ismertetni harom tételt.

Definicié. Minden (X, p) metrikus tér esetén legyen 7, az X nyilt részhalmazainak o csalddja. Ekkor az
(X, 7,) pdrt a metrikus tér dltal generdlt topologikus térnek nevezzik.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az (X, 7) topologikus tér metrizdlhatd, ha létezik olyan p metrika az X
halmazon, melyre 7, = 7 teljesiil.

Tétel. Megszamlalhato sok metrizalhato tér direkt szorzata metrizdlhatd.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az (X, 7;) topologikus terek metrizalhatok (i € N). Mutassuk meg, hogy
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par is metrizalhato.
Legyen p; olyan metrika, amelybdl 7; szarmazik, azaz Vi € N esetén 7; megegyezik a p;-szerinti nyilt
halmazok csaladjaval. Egy korabbi hazi feladat alapjan feltehets, hogy Vi € N-re Ran(p;) C [0,1]
teljestl.
Definialjuk a p : []

jen Xi — R metrikat a kovetkezé modon:
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Mutassuk meg, hogy a fent definialt p-metrika altal meghatarozott nyilt halmazok ugyanazok, mint a
[I;cn 7i topologia altal indukalt nyilt halmazok!
1. Jeldlje a Bﬁ(a) szimboélum az a pont v sugaru d-metrika szerinti nyilt kérnyezetét!

G = B2 (ag) x B (a1) x -+ x Bl (an) x [[ X
>n

egy tipikus nyilt halmaz a topologikus szorzatban ([],.y 7i) p szerint. Legyen a € G tetszéleges, és lassuk
be, hogy 36 > 0: Bf(a) C G teljesiil!

Legyen € := min{eo, ..., e, }, tovabba 0 := 5.
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Ezek alapjan G elGall p-beli nyilt gdbmbdk unidjaként.



2. Mutassuk meg, hogy Ve > 0 és tetszSleges a € HieN X, pont esetén Bf(a) nyilt a szorzat-topologiaban
(IT;exn X:). Tudjuk, hogy
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Tehat a B?(a) el6all a [, 7i elemeinek unidjaként. W

Megjegyzés. Az el6z8 bizonyitasban tulajdonképpen azt lattuk be, hogy a p-szerinti topologia és a
szorzat-topologia egy-egy bézisa kofinélis egymasban, s6t a gdbmbok kdzéppontjat tartalmazza egy masik
nyilt halmaz. Ezek alapjan bézisai egymasnak, és igy — a kdvetkezs tétel alapjan — kozds béazissal

rendelkeznek.

Allitas. Legyen (X, 1) topologikus tér, melyben 8 C 7 nyilt halmazok egy rendszere. A [ bdzis T-ban
pontosan akkor, ha minden a € G € T ponthoz létezik olyan B € 3, hogy a € B C G teljesiil.

Bizonyitas. =-:

Ha f bazis, akkor tetszSleges G € 7 halmaz esetén léteznek olyan {U; : i € I} C [ halmazok, hogy
G = ;e Ui teljesiil. Haa € G €1, akkor Jie [ :acU; CG.

~:

Legyen H € 7 tetszéleges. Feltettiik, hogy minden a € H elemhez létezik olyan B, € 3, amire a € B, C
H,igy H =J,cpy Ba, ezért 3 egy bazis. B

Tétel. (Uriszon metrizacios tétele) Reguldris, megszimldlhaté bazisi topologikus tér metrizdlhato.

Bizonyitas. Legyen (X,7) olyan T3 topologikus tér, amire teljesiil, hogy w(r) < |N|. Korabban
méar belattuk, hogy regularis M2 tér normélis, igy Uriszon lemma&ja miatt az X-beli zart halmazok
szétvalaszthatok.

Mutassunk egy olyan f : X — [0;1]Y fiiggvényt, ami homeomorfizmus. Ekkor Ran(f) C [0;1]Y, igy — az
elsé tétel miatt — az (X;7) topologikus tér metrizalhaté lenne.

Legyen 3 az (X;7) egy megszamlalhato bazisa, valamint legyen

S:={(U,V) € B xpB|cU)CV}.

Ekkor |S] = |N x N| = |N| teljesiil.
Az Uriszon-lemma miatt minden s = (U, V) € S-hez van olyan fs : X — R fliggvény, amely folytonos,
és igaz ré, hogy
fsla@)y =0 A fslx-v=1.
Tovabba feltehets, hogy Ran(fs) C [0;1].
Az {fs : s € S} halmaz megszamlalhato fiiggvényhalmaz, amelynek minden eleme folytonos. Legyen

foX = [0;1]%, f(a) = (fs(a)ls € S).

Mutassuk meg, hogy f homoemorfizmus!
1. f a direktszorzat bevezetésénél meggondoltak miatt folytonos.



2. Igazoljuk, hogy f injektiv!

Legyen a # b az X két eleme. Legyen U,V € 7 olyan, hogy a € U,b € V és U NV = & teljesiil. Mivel
B3 bazis, ezért létezik olyan U’ € 3, hogy a € U’ C U. A T3 tulajdonsidg miatt van U” € 7: a € U" C
c(U") C U'. Mivel 8 bazis, ezért létezik U € f: a € U” C U”. Tehat U',U" € B-re cl(U") C
cd(U") C U’ all fenn. Ezért ha s := (U",U') € S,a € U",be (X —U’), akkor fs(a) =0, fs(S)=1,
igy f(a) # f(b).

3. Mutassuk meg, hogy ha F' C X zart, a ¢ F, akkor létezik olyan s = (G, H) € S, hogy

fs(a) & cl(fs(F))

teljesiil!
Mivel 8 bézis, ezért létezik olyan H € 3, hogy a € H C (X — F) igaz. A regularitds miatt van
Uct: acUCcU)CH. Ekkor 3G € f: a€ GCU. Igys=(G,H) €S, fslag =086s fi|r =1,
ezért fs(a) =0 ¢& cl (fs(F)) = {1}
4. Tgazoljuk, hogy ha F' C X zart, akkor f(F) is zart a Ran(f)-hez tartozo6 altér-topologia szerint!
Vegyiik észre, hogy ha f(a) € cl(f(F)), akkor minden s € S esetén fq(a) € cl(fs(F)) teljesiil. Ellenkezs
esetben lenne olyan

e>0: B.(fs(a))N fs(F) = @, ekkor

B.(fs(a)) x ] [0:1]

z2€S8,z#s

egy f(F)-t6l diszjunkt f(a)-t tartalmazo nyilt halmaz lenne, igy

A(f(F) S 01 = [ Be(fs@) x [ 0511,

z2€S8,z#s

ami ellentmondéas. Ezért az észrevétel miatt, ha

fla) € cd(f(F)) =VseS: fs(a) € c(fs(F)).

gy a 3. miatt a € F, ezért f(a) € f(F). Tehat cl(f(F)) C f(F), tovabba trivialis, hogy cl(f(F)) D f(F).
Ezek alapjan belattuk, hogy f(F') zart. Mivel F tetsz6leges volt, ezért barmely zart halmaz f szerinti
képe zart a topolégidban, ami azt jelenti, hogy f~! folytonos.

Igy az f fiiggvény injektiv és folytonos, tovabba f~! is folytonos, tehat az f homeomorfizmus X és a
[0; 1] egy altere kozott, ami metrizalhat. W

Definicié. Legyen (X, T) topologikus tér. Azt mondjuk, hogy S C P(X)

1. diszkrét rendszer, ha minden a € X pont esetén létezik olyan U € T nyilt halmaz, hogy a € U és
{ZeS|UNZ+o} <1 teljesiil.

2. o-diszkrét, ha van {S; : i € N}, hogy minden i € N-re S; diszkrét, és S = J,cy Si teljesiil.

Tétel. (Bing—féle metrizacios tétel) Az (X,7) topologikus tér pontosan akkor metrizdilhatd, ha a
topologikus tér requldris, és van o-diszkrét bdzisa.

Bizonyitas. A Bing—féle metrizacios tétel egy gyengébb valtozatat a kovetkezs két eladason bizonyitottuk
be.



