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1. Allitas. Legyen (X,7) Ty. Ekvivalensek:
1. (X, 7') T4.
2. ha FCX zirt, FCV er, akkor 3 e 7: FCU Ccl(U)CV.

Bizonyitas:

=:Tymiatt AW, Uenr; FCU; X -VCW; UnW=0. d(U)CX-W
(zart), ezért cl(U) C V.

<: Legyen A B zart, AN B = (.
ACX-—-Ber,ijgya2.miatt 3U €7: ACU Ccl(U) C X — B. Legyen
V=X-dU)nyilt. BCV,UNV=0. &
2. Tétel. Legyen (X, 1) T1:
Tegyiik fel, hogy ha F zdrt, F C W € 7, akkor 3 nyiltaknak egy (W;,i € N)
sorozata, hogy FF C |J W;, Vi : dl(W;) CW. Ekkor (X, 7) normdlis.

ieN
Bizonyitas: Legyen A, B zart és AN B = (.

1. Alkalmazzuk a feltételt A, X — B-re:
3 <W1,’L S N> AC U W; Vi CZ(WL) CX-B (Wl nyﬂt).
ieN
2. Hasonloan alkalmazzuk a feltételt B, X — A-ra:
3(V;,ieN)BC |JV;:Vic(V;) CX — A (V; nyilt).

ieN
Legyen G, = W; — (J cl(V;) és H; = V; — |J cl(W;) nyiltak.
J<i J<i
Legyen G= |J G, és H = |J H;.
€N i€EN

A C G, mert Vj: Ancl(V;) =0, valamint B C H, mert Vj : BN cl(W;) = 0.
G, H nyilvanvaloan nyilt, ezért elég megmutatni, hogy GN H = ().

Legyen k, 1 tetszoleges: G N H; = (), mert ha k > [, akkor H; C V}, és G még
cl(V))-t6l is diszjunkt.



Ha k£ <[ akkor hasonléan. Végiil:

GNH=(UG)n(UH) 2" U (GxnH)=0 (hiszen Gy N H, =0). W
iEN iEN k,lEN

3. Tétel. Ha (X, 1) reguldris (I3) és Ma (azaz w(X,7) < Rg), akkor (X, 7)

normdlis.

Bizonyitas: Legyen B C 7 megszamlalhat6é bazis. Belatjuk, hogy az el6z8 tétel
feltétele teljesiil.

Legyen F zart és F C W € 7.

T3 miatt Va € F-re 3 W, € 7 (feltehets, hogy W, € B):

a €Wy Cc(W,) CW. Ezért F C|J{W, :a € F} «— mivel ez C B, ezért
megszamlalhato. W

4. Definicié. (X,7) Ts1 (Tyihonov), ha Ty és Va € X, F C X zirt, a ¢ F
esetén van f: X — [0,1] folytonos; f(a) =0, flp = 1. (Pont és zdrt halmaz
folytonos fiigguénnyel szétvdlaszthatd.)

5. Tétel. Normalis = Tyihonov =3 Reguldris
Bizonyitas:

1. Tegyiik fel, hogy (X, 7) Tyihonov. Legyen F C X zart,a € X — F. T3%
miatt van folytonos f: X — [0,1], f(a) =0, f|r = 1. Legyen
U=f710,3)) és V= f1((3,1]). ffolytonos — U, V nyilt: UNV = 0;
acU, FCV.

2. Legyen (X, 1) Ty. Tobbet latunk be:

Uriszon-lemma: Ha A, B C X zart, AN B = () = van folytonos f: X — [0, 1]
fla =0, flp = 1. (Zart halmazok fiiggvénnyel szétvalaszthatoak.)

Rekurzioval megadunk Vr € [0,1] N Q-ra egy V,. € 7 halmazt gy, hogy A C V%,
BNVy =0 (Vo, Vi konkrétan meg lesz adva). Ha r <7 = cl(V,) C V...

T, tulajdonsag miatt van Vo € 7: A C Vo C ¢l(Vp) € X — B (legyen

Vi = X — B). Soroljuk fel [0,1]NQ-t: [0,1]NQ = {ro,r1,72,73,... }, 70 = 0 és
r1 = 1. Tegyiik fel, hogy i € N és Vj < i-re V.., méar adott. Legyen

Thar = max{rj : rj < rip1,j < i} €s riopy = min{r; v <rj,j < i}

Indukci6 miatt cl(V;,,,) C V. Ty miatt van V., hogy

Tbal jobb "
AWViyor) € Viiyy Cel(Viy) SV,

i+1 jobb "

inf{r:a eV, haaecVi}

Legyen f: X — [0,1], hogy f(a) = {1 Kiilsaben

Vilagos, hogy fla =0, flp = 1.



Elég megmutatni, hogy f folytonos:
(1) Legyen t € [0,1].

6. Allitas. f~1([0,1)) = UV,. «— nydt!
r<t
D: Trivialis.
C: Tegyiik fel, hogy a € f=1([0,t)), azaz f(a) <t — Ir <t:a €V, —
—a€ UV,
r<t

(2) Legyen t € [0,1].

7. Allitas. f~Y((t,1]) =X — Nd(V,) = U (X —cl(V})) (nyilt).
r>t r>t
D: Trivialis (ha valamilyen r > ¢-re ¢l(V;) komplementuma tartalmazza a-t,

akkor egyetlen r-nél kisebb r’-re sem telejsiilhet a € V., mert V,» C V,.; tehat
fla) >r>1t).

C: Tegyiik fel, hogy a € f~1((t,1]), azaz f(a) >t = van 1,7 € Q:

t<r<r <fla) =»a¢V,2Dc(V,),azaz a € (X —cl(V})), igy

ae (X —d(Vp)).

r>t
(3) Hat< 2= f~1((12) = F71(0,2) 0 (1)) = £71(00,2)) N 72((8, 1))
nyilt nyilt

Végiil, ha U C [0, 1] nyilt, akkor elgall [0, ), (¢, z), (z,1] alakt halmazok
unidjakent. f(UA) =U f(4)... B

8. Tétel. Megszamldlhato sok metrizdlhato tér direktszorzata metrizdlhato.

Bizonyitas: Legyen (X, 7;) topologikus tér (i € N). Tegyiik fel, hogy p; olyan
metrika X;-n, hogy 7; = p; szerinti nyilt halmazok. Feltehetjiik: Vi-re
ran(g;) C [0, 1].

Legyen p a kovetkez6 metrika az X;-k direktszorzatéan:

oo

p((ao, a,...)(bo, by, ..)) =) %pi(ai,bi)

1=0

A bizonyitast a legkozelebbi el6adéson folytatjuk. B

Hézi feladat: lassuk be, hogy az el6z6 o tényleg metrika.



