3. Eldadas

1. Definicié. Legyen (X, T) topologikus tér, és legyen E ekvivalenciareldcio X -
en. Ekkor X/E jeloli az E ekvivalenciaosztilyait, és ha a € X, akkor o/E az
a-nek E szerinti ekvivalenciaosztdlya.

2. Definicié. (X, 7) E szerinti faktora az az (X/E, p) tér, ahol YU C X/E-re

U e pg U {a/E} €71 (nyit).
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Legyen q : X — X/E, q(a) = a/E, ezt természetes leképezésnek is szokas
nevezni.

1. Allitas. p a legnagyobb olyan topoldgia X/E-n, melyre q folytonos.

Bizonyitis. U € p < ¢ 1(U) € 7. Ezért q folytonos és ha o valodi bévitése
7-nak, akkor ¢ nem folytonos (7,c) szerint, mert 3U € o : ¢~ (U) ¢ 7. O

2. Allitas.

1. Ha f : (X,7) = (Y,p), g : (Y,p) — (Z,0) folytonosak, akkor go f is
folytonos.

2. Legyen E az X-en értelmezett ekvivalenciarelicié. Ha f : (X/E,p) —
(Y, 1) folytonos, akkor f o q is folytonos.

Bizonyitds.

1. Legyen U € o, ekkor (go f)~Y(U) = f~tog=1(U), ahol g=1(U) € p nyilt,
mert g folytonos. Igy f~1og=!(U) € 7, hiszen feltettiik, hogy f folytonos.




2. ¢ folytonos, és 1. miatt f o q is az.
O

3. Definicié. Legyen f : (X,7) — (Y, p) folytonos. Ekkor ker(f) = {(a,d) €
X2 f(a) = f(b)} az f magja.

3. Allitas. Van olyan injektiv folytonos g : X/ ker(f) — Y, melyre f = goq.

Bizonyitis. X/E elemein f konstans, ezért a g(a/E) = f(a) jol definialja g-t, és
ez tényleg injektiv. Ekkor f = g o ¢ nyilvanvaléan fennall. Tovabba, ha U € p,
akkor f~1(U) nyilt, mert f folytonos, és Ug~1(U) = f~1(U), ezért g~(U) nyilt
halmaz a faktortopologiaban.

O

Megjegyzés. Van olyan f : (X,7) — (Y, 0) folytonos bijekcio, melyre f~* nem
folytonos. Legyen példdul X tetszdleges, | X| > 2, legyen 7 a diszkrét topoldgia,
és o a trividlis topologia X-en. Legyen f : X — X, f = id, ez bijekcid és
folytonos is, de f~—' nem folytonos.

Megjegyzés. Borel halmaz injektiv folytonos képe is Borel halmaz.

4. Definicié. Legyen (X, 7) topologikus tér, és legyen A C X.



e cl(A) =({F C X :ACF zirty. Ezt A lezdrtjdnak nevezziik, és ez a
legkisebb A-t tartalmazo zdrt halmaz.

o int(A)={GC X:GCAGEeT}. Ezt A belsejének nevezzik, ez A-nak
a legnagyobb nyilt részhalmaza.

o Azt mondjuk A C X siirdg, ha cl(A) = X.
o d(X,7) =min{|A|: A C X: sdrd} az X strdsége.

o Az (X,7) topologikus tér szepardbilis, ha van benne megszamldlhatd sdrd
halmaz, azaz d(X,7) = Ng.

e w(X,7) =min{|B|: B C 7 bdzis} az X silya.

5. Definicié. (X, 1) topologikus tér elsé megszamldlhats (M1) tér, ha minden
pontnak van megszamldlhato kérnyezetbdzisa, mdasodik megszamldlhato tér (M2),
ha w(X,7)=8o. M2 = MI.

3.1. Szétvalasztasi axiomak
6. Definici6. Legyen (X, T) topologikus tér.
e Tp:Va£beX W erT:acUbgU, vagy forditva: a ¢ U, be U.
e Ti:Va£beXWer:aclUbdU.
e Ty (Hausdorff tulajdonsdg): Ya # b € X U,V € 7 : a € U,b € V,

UNVv =0.

o T3 (regularitds): T teljesil, és ha F C X zdirt, a € X \ F, akkor van
olyan UV €e7m: FCU,acV,éUNV =0.




e T, (normdlis): T teljesiil, és ha F,G zdrtak, valamint F'(\G = 0, akkor
W, Ver:UNV=0,FCUGCV.
Megjegyzés. T, = T3 = Tbo = T1 = Ty, azonban egyik implikdcio sem for-
dithaté meg. Ezek kozil To = T = Ty nyilvinvald, a mdsik két implikdcid
tgazoldsdat néhdny sorral lejjebb taldljuk.

4. Allitas. Ha (X, 7) Ty, akkor | X| < 2%(X).

Bizonyitds. Legyen B C 7 olyan bazis, amelyre |B| = w(X), és legyen f :
X — P(B), fla) = {Ue€ B:acU}. Ekkor f injektiv, mert X : Tp, ezért
|X] < [ran(f)] < [P(B)!. 0

5. Allitas. (X,7): Ty < Va € X : {a} zdrt.

Bizonyitds.

=:Voe X\{a} IUpe7: a ¢ Up,bcUp,ezért X\{a}= U U,.
beX\{a}
<: Ha a # b akkor X \ {b} nyilt, és a € X \ {b}, b ¢ X \ {b}. O

Megjegyzés.

Ty = T3 bizonyitisa: Ha F zdrt, és a € X \ F, akkor {a} is zdrt. Ekkor Ty
alkalmazhato.
T5 = Ty bizonyitdsa: Ha a # b € X, akkor {a} zdrt, igy T3 alkalmazhato.

6. Allitas. Ha (X,7) Hausdorff, akkor |X| < 921

Bizonyitds. Legyen A C X olyan stird, amelyre |A| = d(X).

Legyen f(a) = {B C A : a € cl(B)}. f injektiv, mert ha a # b, akkor
van U,V € 7: UNV =0, a € U,b € V. Ezért példaul ANU € f(a), hiszen
(ANU) = cl(U) de cl(ANU) C X\ V (zart), és ezért b ¢ cl(ANU), tehét
ANU ¢ (0.

Mivel ran(f) C P(P(A)) ezért | X| < [ran(f)| C |P(P(4))].
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LA mai el6adés els6 hazi feladat miatt teljesiil, lasd lentebb.




7. Allitas. A kivetkezd dllitdsok ekvivalensek:
1. (X, ’7') T3.
2. HoaeUer, akkor 3V er: aeV Ccl(V)CU.

Bizonyitds.

1.= 2. Legyen a € U € 7, és legyen F : X \ U (zart): a ¢ F. Ekkor T5 miatt
van olyan V,\W € 7: VOAW =0,a €V, X\ U C W. Ekkor cl(V) C X \ W
(zart), és ezért cl(V) C U.

X

2. = 1.: Legyen F C X zart, a € X \ F nyilt, ezért 2. miatt van U € 7,
amelyrea € U C cl(U) C X\ F. Legyen V = X \cl(U) (nyilt), ekkor UV =0,
s FCV,aeU.

3.2. Hazi feladatok

1. Hf. Bizonyitsuk be, hogy Ty terekben, ha D C X sirid, és G nyilt, akkor
(G D) = cl(G).

2. Hf. Mutassuk meg, hogy ha (X, 7) T3, akkor w(X) < 24(=),



