1. Kompaktsag

Ebben a fejezetben a topologikus terek kompaktsagaval kapcsolatban
mutatunk meg néhdny alapvetd eredményt. Kezdésképp definidlunk néhany
alapvetd fogalmat.

1.1. Definicié. Legyen (X, T) topologikus tér, U C P(X).

— U az X tér egy fedése, ha | JU = X;

- U az X tér egy nyilt fedése, ha fedés és U nyilt halmazokbdl dll, azaz
UCrt,

— U az X tér egy véges fedése, ha fedése és szamossdga véges: |U| < oo.

1.2. Definicié. Legyen (X, T) topologikus tér, U C P(X). U halmazrendszer
véges metszet tulajdonsagi wagy centralt, ha VnVAq,...A, € U-ra
AiN...NA, 0.

Egy véges metszet tulajdonsagi halmazrendszert gyakorta FIP (Finite
Intersecion Property) halmazrendszernek hivunk.

1.3. Definicié. Egy (X, 1) topologikus tér kompakt, ha minden nyilt fedésébdl
kivdlaszthato egy véges fedés. (X, T) Lindelof-tér, ha minden nyilt fedésébdl
kivdlaszthato megszdmldlhato fedés.

1.1. Alitss. Kompakt tér folytonos képe kompakt, illetve Lindeldf-tér
folytonos képe is Lindelof-tér.

Bizonyitdas. Mivel a két &llitas bizonyitdsa gyakrolatilag ugyanazon a
gondolatmeneten alapul, igy csak a kompakt terekre vonatkozd allitast
latjuk be.

Legyenek (X, 1), (Y, 0) topologikus terek, X kompakt, valamint legyen
f: X — Y folytonos fiiggvény. Adott tovabba U, az Y tér egy nyilt fedése.

Legyen V = {f 1A :Ae U } . V halmaz elemei nyiltak f folytonossaga
miatt, s6t V egy fedése X-nek, hiszen Dom(f) = X. X kompaktsiga miatt
kivalaszthaté V-bél egy Vo C V véges fedés. Az Uy = {f(A): Ae W} CU
halmaz természetesen véges, és fedi Y-t, mert Vj fedi X-et. O

1.4. Definicié. (X, 1) topologikus tér, A C X halmaz kompakt, ha az (A, ta)
tér kompakt, ahol T4 az A részhalmaz altértopologidja.

1.1. Tétel. (X, 1) topologikus térre a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:



(1) (X, 1) kompakt;

(2) Hao U C P(X) zdrt halmazokbol dllé FIP halmazrendszer, akkor
NU # 0.

Bizonyitds. A tétel allitdsanak jeloléseit hasznaljuk.

-(1)=02
Feltessziik, hogy (MU = 0.

Legyen V={X—-A:Ac U} Ct. V rendszer lefedi X-et, mert
X—-UJV=NU=40. Ekkor - kihaszndlva, hogy X kompakt - van
Vo C V véges fedése X-nek.

V' definiciéjédhoz hasonléan legyen Uy = {X —A:A € V\}, amelyre
NUo=X—-JW=0, {gy ellentmonddsra jutunk, hiszen U nem
lehet iires U véges metszet tulajdonsdga miatt.

- =0
Legyen V olyan nyilt fedése X-nek, hogy egyetlen véges részfedése
sem fedi X-et. U= {X—A:Aec V} zirt halmazok FIP rendszere,
ugyanis egy Up C U véges halmazra (Up=X—JW # 0, ahol
Vo = {X —A:A€ U} nem lehet X fedése, mert véges.

Ekkor van a € (U, azaz a € X — [V, ami nem lehetséges, hiszen V
fedése X-nek.

g

1.5. Definicié. (X, 1) topologikus tér, A C X.

a € X torlédik A-hoz, ha a € cl(A), azaz, ha a € G € T, akkor
GNA=+0.

a € X az A halmaz teljes felhalmozdédasi pontja, ha Va € G € T-1a
|[GNAl=|A|

A kovetkezd tétel a kompaktsag egy ekvivalens megfogalmazasat adja.

1.2. Tétel. Adott (X, t) kompakt topologikus tér. Ekkor ha A C X szamossdga
megszdmldlhatdan végtelen, akkor A halmaznak Iétezik teljes felhalmozdddsi
pontja.

A tétel altalanosabb forméjaban is igaz: a kompaktsdg ekvivalens azzal,
hogy ha A szdmossiga tetszbleges végtelen, akkor létezik A-nak teljes
felhalmozddéasi pontja.



Bizonyitas. Rogzitsiik A egy felsorolasat: A= {a,: n &€ N}.

Legyen B, ={an:m >n}. Természetesen (cl(B,):n € N) zért
halmazok FIP rendszere, hiszen B, halmazok egymasba &agyazottak.
Korabban lattuk, hogy a kompaktsag ekvivalens azzal, hogy zart halmazok
FIP rendszerének metszete nemiires halmaz, tehdt létezik a € (), oy cl(B)-
Megmutatjuk, hogy a teljes felhalmozdodasi pontja A-nak.

Legyen a € G € T tetszbleges. Ekkor GN B, # @ minden n € N-re,
hiszen ellenkezé esetben B, C X — G, s6t cl(B,) C X — G, kihasznélva,
hogy X — G zart. Mivel a € GNcl(B,), ez ellentmondas, tehat G N B,
nemiires.

A kovetkezOben belatjuk, hogy G N B, halmaz nemcsak nemiires, hanem
végtelen szamossagu is. TetszOleges n € N esetén megadunk pontok egy
végtelen sorozatat, amely G N B, elemeibdl all.

Rogzitsik ag € GN B, elsd elemet. Ha ig < --- < i, definidlt ugy,
hogy {ay,...,ai,} € B, NG, akkor a;,,, legyen GN B 11 tetszéleges
eleme. Ezzel {a; : k € N} C B, N G. Mivel A= By, igy AN G is végtelen
szamossagu.

O

1.1. Kompaktsag metrikus térben

1.6. Definicié. Adott (X, p) metrikus tér sorozatkompakt, ha minden X-ben
futd sorozatnak van konvergens részsorozata.

1.7. Definicié. € > 0-ra A C X e-hdl6, ha X = |J,., B(a, €).

A kovetkezd tételben az el6bbi két definiciét kapcsoljuk Ossze eddigi
vizsgalatainkkal.

1.3. Tétel. Legyen (X, p) metrikus tér. Ekkor a kévetkezdk ekvivalensek:
(1) X kompakt;
(2) X sorozatkompakt;
(3) X teljes metrikus tér és minden € > 0-hoz létezik X-ben véges e-hdlo.
Bizonyitds. Ciklikusan bizonyitjuk az ekvivalencidt.

- (M=

Legyen (a,:n € N) X-beli sorozat. Ha a sorozat, mint N — X
fliggvény véges értékkészletil, igy van konstans részsorozata.



Tegyiik fel tehat, hogy a, értékkészlete végtelen. Ekkor van az
{a, : n € N} halmaznak teljes felhalmozidasi pontja: legyen ez b.

Legyen iy tetszOleges. Amennyiben iy < --- < iy, értéke ismert, és
teljestil minden j < m esetén, hogy p(a;,b) < M, akkor a;,
értékét ugy vélassszuk meg a sorozat tagjai koziil, hogy a kévetkezo

teljesiiljon :
b p(aio’ b) )

aimHEB ! m+1

Mivel b a sorozat teljes felhalmozodasi pontja, egy tetszoleges nyilt
kornyezetében a sorozatnak végtelen sok eleme taldlhaté meg, igy a;, .,
megvalasztasara is végtelen sok lehetGségiink van.

Vildgos, hogy (a;, : n € N) sorozat konvergens és b-hez konvergdal.

(2) = (3)
El6szor megmutatjuk X teljességét, majd indirekt beldtjuk az e-héléd
1étezését is.
Legyen a, Cauchy-sorozat, legyen ennek a; egy konvergens
részsorozata és lim,_. a;, = b.
Rogzitsiik € > 0 értékét tetszOlegesen.
* a;, konvergencidja miatt ekkor létezik m, hogy minden n > m-re
plai,, b) < 5.
* a, Cauchy-sorozat, tehat létezik N, hogy minden k,[ > N-re
plak,ay) < 5.

Legyen M = max {ip, N}. Ekkor minden j > M-re

plaj.b) < plaj a;,) + plai, b) < 5 +5 =€

Mivel e tetszOleges volt, igy a sorozat konvergens.

Tegyiik fel indirekt, hogy adott € > 0-hoz nem Ilétezik e-hélé.
Konstrudlunk egy sorozatot, melynek els6 ag € X eleme testszoleges,
tovdbba ha mar adottak ao, ..., a, € X elemek 1gy, hogy p(a;, a;) > €
minden i, j < n-re, akkor B =]J;., B(aj, €) nem lehet X-nek fedése,
hiszen ez egyben e-h&lé is lenne.

Tehat X — B nemiires, igy megvalaszthaté a kovetkezo elem:
ap+1 € X — B tetszOleges.



Mivel a,,1 olyan elem, amely minden el6z6tol legalabb e tavolsagra
helyezkedik el, igy (a, : n € N) sorozatnak nemhogy konvergens, de
Cauchy részsorozata sem létezik. Ellentmondéasra jutottunk, azaz
létezik e-halé.

(3) = (1)

Minden n € N-re legyen A, egy véges 21—n—hé1(’), tovabba legyen U C
C 1 egy nyilt fedése X-nek, melyre indirekt feltszziik, hogy nincs véges
részfedése.

Megadunk egy X-beli a, sorozatot tgy, hogy a; € A; és B(a;,27')-t
U-nak egyetlen véges része sem fedi.

* Mivel X = UGGA1 B(a,1) és Ay véges, ezért van olyan a; € Aj,
hogy B(aq,1)-et U egyelten véges része sem fedi le.

* Tegyik fel, hogy aq,...,a, adottak 1ugy, hogy a; €
e A; és  B(a;,27))-t U-nak egyetlen véges része
sem fedi le, tovabbd  p(a;, ai41) < 27D, Legyen
C ={a € Ays1: play, a) < 3/2+D} . Ekkor igaz, hogy

Blan,27") € [ Bla, 27" ).

acc

Ekkor van olyan a € C, hogy B(a,2~"*") nem fedheté le U
egyetlen véges részével sem, hiszen ellenkezé esetben B(a,,27")
lefedhet6 lenne véges sok U-beli halmazzal, hiszen C is véges.
Legyen a,+1 egy ilyen C-beli elem.

Ha n > m, akkor p(a,,an,) < 3/2", amibdl latszik, hogy a, sorozat
Cauchy. Mivel X teljes, {gy az (a,) sorozat konvergens is; legyen
b =limy500 ay. Mivel U a (3) = (1) irdny elején rogzitett nyilt fedés,
létezik A € U és € > 0, hogy B(b, €) C A. Mivel (a,) b-hez konvergal,
van olyan N, hogy minden m > N-re p(an. b) < €/2 teljesiil.
Valasszuk m-et gy, hogy egyszerre teljesiiljon m > N és 1/2" < ¢/2.
Ekkor B(a,,1/2™) C A, azaz B(a,,1/2™)-et U egyetlen eleme is lefedi -
ami a konstrukciénk miatt lehetetlen. Ez az ellentmondas igazolja az
allitasunkat.
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