Bevezetés a topoldgiaba

1. El6adas
1. Definicié. (X, 1) topologikus tér, ha 7 C P(X) és
1. 0,X €T,
2. ABer=ANDBerT,
3. HoU C 7, akkor JU € 1,
ahol YU = {z : 3A € U : © € A}. Ekkor T topoldgia X-en, T elemeit nyilt
halmazoknak nevezzik.
1.1. Topologikus tér megadasa
Legyen (X, 7) topologikus tér.

2. Definicié.

1. BC 71 arT egy bazisa, ha (VX € 7)(3U C B: X =JU)
2. S CP(X) 7 szubbdzisa, ha {A1N...NA,: A1,..., A, € S;n € N} 7 egy

bazisdt adja.

1. Lemma. Legyen S tetszbleges. Akkor van olyan topoldgia, hogy
1. SC 1, S szubbdzisa T-nak, és
2. Ha S C 7' és 1 topoldgia, akkor T C 1'.

(Ekkor T az S dltal generdlt topoldgia.)

Bizonyitds. Legyen 79 = {0, X} U{4A1N...NA, : A1,..., A, € S,;n € N}
Legyen 7 = {|JU : U C 19}. Elég beldtni, hogy 7-ra teljesiilnek az 1. Definicié
feltételei:

1. 0,Xer v,

3. |J-zértsdg T konstrukei6jdbdl adddik v';



2. legyen Uy,U; C 7. Mivel a metszetképzés disztributiv az uniéra nézve,
ezért

(JUu)n(JU2) ={ANB: AcU és B e Us}.

Elég, ha megmutatjuk, hogy A,B € 1o = ANDB € 75. Ha A vagy B
€ {0, X} v. Feltehetd, hogy A, B 79 masodik blokkjébdl vald, de ekkor
A, B el6all A;-k megfelel6 véges metszeteiként, és igy A N B is.

O

1.2. Példak topologikus terekre
1. (X,P(X)) topologikus tér, az X feletti in. diszkrét! tér.
2. (X,{0, X}) topologikus tér, az X feletti un. trividlis tér.
3. (X, p) metrikus tér. Ha € > 0, akkor B(a,¢) :={b€ X : p(a,b) < €}. X-en
B={B(a,e):ac X, e c R}

egy topoldgia bazisa, azaz 7 = {{JU : U C B} egy topoldgia. Ez pont a p
szerinti metrikus értelemben nyilt halmazok rendszere.

4. (X, <) részbenrendezett halmaz.? Ha a,b € X, akkor nyilt intervallum
(a,b) ={x € X : a < x < b}. Ezzel

B ={(a,b):a,be X}

egy topologia bazisa, a kapott topologia a rendezéstopoldgia X-en.

1.3. Topologikus terek kozotti folytonos fiiggvények
2. Tétel. Legyen (X, p),(Y,0) két metrikus tér. Ekkor ekvivalensek:
1. f: X — Y (metrikus értelemben) folytonos;
2. ha U CY metrikus értelemben nyilt, akkor f=*(U) is nyilt.
Bizonyitds. Ismert. [l

3. Definicié. Legyenek (X, 1), (Y,0) topologikus terek. Legyen f: X — Y. f
folytonos, ha (YU € o)(f~1(U) € 7).

4. Definicié. (X,7) és (Y,0) homeomorf, ha van olyan f : X — Y, hogy f
bijekcid, és mind f, mind f~1 folytonos.

3. Tétel. Az eddigi jelolésekkel igazak
1. f: X — Y folytonos < {f~1(U): U € 0} C 7
2. f homeomorfizmus < {f~Y(U):U € o} =1.
Bizonyitds. 1. v,

2. alkalmazzuk 1-et f-re, majd f~!-re.
O

LA diszkrét topolégidban minden halmaz nyilt, és minden pont izolalt.
2(X, <) részbenrendezett halmaz, ha > reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv relacié X-en



1.4. Topoldgiai bizonyitas végtelen sok primszam létezésére
5. Definicié. (X, 7) topologikus tér. F C X zdrt, ha X \ F € 7.
4. Tétel. Végtelen sok primszam létezik.

Bizonyitds. Eloszor Z-n megadunk egy topologiat: ha a,b € Z, akkor legyen
Nop={a+k-b:0#0,ke Z},

azaz az a-bdl ,,induld” b differenciaju szamtani sorozat elemeinek halmaza.

B := {Ny,yp : a,b € Z} egy topolégia bézisa. Ehhez el8szor megmutatjuk,
hogy B tetszoOleges két elemének a metszete el6all, mint megfelelé B-beli halmazok
uniéja. Legyenek Ng, p,, Nq, b, tetszélegesek. Vegyiik észre, hogy ha c € Ng, 5, N
Na, b, , akkor

Nal,bl = Nc,bl és Nag,bg = Nc.,bza

illetve
cE Nc,bl‘bz - Na1,b1 n Nag,bz-
Ezért
Nay oy NNy b, = U Ne by by -
¢€Nay by MNay by

Ha tehat Uy, Us C {Nyy : a,b € Z}, akkor a disztributivitds miatt

(UUl) N (UUQ) =JtAnB: A€ U, Be,).

fgy B tényleg egy T topoldgia bazisa.
Ha U € 7 és U # 0, akkor U végtelen, mert U = |J N, alakd. Tovdbbd
N zart is, mert

b—1
Nap =2\ | Nep-
c=1
Ha z € Z\ {£1}, akkor van olyan p prim, hogy x € No ,, ezért
Z\{x1} = |J Nop.
p:prim

Ha véges sok prim volna, akkor a jobb oldalon zart halmazok egy véges unidja
lenne, ami szintén zért, ezért {+1} nyilt halmaz, ami ellentmond annak, hogy

a nem tres nyilt halmazok végtelenek.
O

1.5. Feladatok
1. Hf. (X, p) metrikus tér.

/ _ Jrlz,y)  hap(x,y) <1,
plw.y) = {1 kilonben.

Bizonyitsuk be, hogy p' metrika X -en és ugyanazt a topoldgidt adja meg, mint
p-



2. Hf. | A topologikus tér felépithetd a zdrt halmazokon keresztil is.” Ldssuk
be, ha p C P(X), olyan hogy

1. 0,X € p;
2. ABep=AUBe¢€yp;
3. UCp=NUE€np,

akkor T ={U : X \ U € p} egy topoldgia, és p = {7 zdrt halmazai}.



