
Matematika Alapjai gyakorlat 4. alkalom 2015

Definició: A ϕ formula független a Σ formulahalmaztól, ha Σ 6|= ϕ és Σ 6|= ¬ϕ.

1. Mutassuk meg, hogy a csoport-axiómáktól független a kommutativitás.

2. Mutassuk meg, hogy a lineáris rendezések elméletétől független, hogy van-e legnagyobb elem.

3. Alkalmas elsőrendű modell megadásával mutassuk meg, hogy Σ-nak nem következménye ϕ:

(a) Σ = {∀x(P (x) ∨Q(x))}, ϕ = ∀xP (x) ∨ ∀xQ(x).

(b) Σ = {∀x∀y(R(x, y)→ R(y, x)),∀x∀y∀z(R(x, y) ∧R(y, z)→ R(x, z))}, ϕ = ∀xR(x, x).

(c) Σ = {∀x∃yR(x, y)}, ϕ = ∃y∀xR(x, y).

4. Az L nyelv egyetlen kétváltozós < relációjelből áll. Legyen

Σ =
{
∀x∃y(y < x), ∀x∃y(x < y)

}
.

Adj meg A és B struktúrákat, hogy A,B |= Σ és A |= φ valamint B |= ¬φ, ahol φ ≡ ∀x∀y∃z(x < z < y).

5. Adj meg A és B-t úgy, hogy A |= φ és B 6|= φ ahol φ ≡ ∃x(x · x = 2).

6. Igaz-e, hogy ∀x(f(f(x)) = x) |= ∃x(x = f(x)) ?

7. Adjunk példát olyan elméletre, melytől egyetlen zárt formula sem független.

8. Mutassuk meg hogy ha Σ ⊆ Γ és Σ |= ϕ, akkor Γ |= ϕ.

9. Adj meg A és B modelleket úgy, hogy A |= Σ ∪ {ϕ} és B |= Σ ∪ {¬ϕ}, ahol

(a) Σ =
{
∀x(R(x, f(x))), ∀x∀y(x 6= y → f(x) 6= f(y))

}
és ϕ = ∀x∃y(R(x, y) ∧R(y, f(x))).

(b) Σ =
{
∀xE(x, f(x)), ∀x∃y(x 6= y ∧ E(x, y))

}
és ϕ = ∀x∃y(E(x, y) ∧ y 6= f(x)).

(c) Σ =
{
∀x∀y∃zR(x, z, y), ∀xR(x, f(x), f(f(x)))

}
és ϕ = ∃x∀yR(x, y, f(y)).

10. Alkalmas modellek megadásával igazold, hogy ϕ független Σ-tól, ahol

Σ =


∀x∀y(E(x, y)→ E(y, x)),

∀x(¬E(x, x))

¬∃x∃y∃z(x 6= y ∧ y 6= z ∧ z 6= x ∧ E(x, y) ∧ E(y, z) ∧ E(x, z))


ϕ = ∀x

(
∃y∃z

(
y 6= z ∧ E(x, y) ∧ E(x, z) ∧ ∀w

(
E(x,w)→ (w = y ∨ w = z)

)))
.


