A MATEMATIKA ALAPJAI

9. el6adas

0.1. Rendszamok

0.1. definicié. (A, <) rendezett halmaz, ha < irreflexiv, tranzitiv és trichotém:

(Ve,y € A)(x <yVa=yVy<z) (a mdsik két tulajdonsdg miatt pont az egyik teljesil).
0.2. definicié. (A, <) jolrendezés, ha minden nemiires C C A = C-ben van legkisebb elem.
0.3. definicié. Legyen A halmaz € 4 = {{a,b) : a,b € A,a € b}. (A, € 4) az A halmaz e-struktirdja.

0.4. definicié. A tranzitiv halmaz, ha Vx(x € A= x C A). Elébbivel ekvivalens, hogy y e t € A=y €
€A

0.5. definicié. « rendszdm, ha tranzitiv halmaz és (o, € ) jolrendezett.
0.1. példa. 0, {0,{0}} rendszdmok.
0.6. definicié. Legyen «, 8 rendszdm, ekkor o < (3, ha o € 3.

0.1. tétel. Legyen a, 3,7 rendszam, C' pedig rendszamokbol dllo halmaz.

(a) Ha x € «, akkor x rendszdm.

(b) Ha (a,€ o) = (B, € g), akkor a =  (mint halmazok).
(c) a £ a, azaz < irrefleziv.

(d) Ha o < B, B <7, akkor o < 7, azaz < tranzitiv.

(e) a < B, a =L, 8 <« kizil pontosan az eqyik teljesiil.
(f) Ha C # 0, akkor C-ben van legkisebb elem.

Bizonyitds. (a) x tranzitiv halmaz, ehhez feltessziik, hogy v € v € x. Kell, hogy u € z. Mivel « tranzitiv,
ezért © C «, tehat v € aeés ugyanigy u € «. Tehat (u,v) €€ ,és (v,a) €€ 4, mivel € , tranzitiv,
ezért (u,z) €€ ,, tehat u € x. Mivel z C «, ezért (z, € ,) részstrukturdja (o, € 4)-nak, igy orokli
annak (univerzélis) tulajdonsigait, tehat (z, € ;) rendezés z-en. Jolrendezés is, mert legyen () # B C X,
nyilvanvaléan B C «, ekkor a (a, € ) szerinti legkisebb elem B-ben az € , rendezés szerint is legkisebb
lesz. Tehat x rendszam.

(b) Tegyiik fel, hogy f : a — f izomorfizmus (o, € )és (3, € g) kozott. Elég megmutatni, hogy f = id,.
Legyen A = {z € o : f(z) # z}. Ha A = (), akkor készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy A # 0. Tudjuk,
hogy A C «, A-nak van egy legkisebb v eleme € , rendezés szerint. v € A C «, ezért v € aés f(v) € 8.
Minden z € ara, haz € vy &z <y & (f(:r) < f(y) és f(x) = z) <z < f(y) ez € f(v). Ezért
f(v) =, ellentmondaés.

(c) Tegyiik fel, hogy o < o, amelybdl a € a kovetkezik. Tehédt (o, o) €€ 4, de € jolrendezi a-t, tehat ez
ellentmondaés.

(d) Tegyiik fel, hogy a < 3, valamint 8 < =, ekkor o € 8és € v = « € § € ~. Mivel v tranzitiv, ezért
a €7y, azaz a < 7.

(e) A (c)és (d) pontok miatt legfeljebb az egyik teljesiilhet. Tegyiik fel, hogy o < Bés a = 3, ekkor
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a < a, ellentmondés. Tegyiik fel, hogy a < fés 5 < «, ekkor @ < « a tranzitivitds miatt, ami megint

ellentmondés. Kell még, hogy az egyik biztosan teljesiil, ehhez kimondunk egy lemmat.
0.1. lemma. Ha o # aN g, ekkor aN P € a.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy o # a N 8. Ekkor o \ @« N B # ), igy van benne egy minimélis z elem.
Megmutatjuk, hogy @ C a N 3. Legyen y € x tetszdleges, tudjuk, hogy = € o (mert € o\ a N B) mivel «
tranzitiv, ezért y € a. Most megmutatjuk, hogy y € a \ a N B, amelybdl kovetkezik, hogy y € a N §. Ez
valéban nem lehet, mert y € < y < x, de z minimalis volt « \ @ N S-ban.
Most megmutatjuk, hogy aNg C z. Legyen u € anN . Tudjuk, hogy u,z € a, ezért € , trichotémiaja

miatt u € x vagy u = x vagy x € u. Utobbi ketté nem teljesiil, mert:

— ha u =z, akkor u € aN fBés x € aN S ellentmondast okoz,

— ha z € u, akkor z € u € N miatt u € aés u € [. a, [ tranzitiv, ezért © € aés x € ( is teljesiil,

azaz x € aN f3, ami ellentmondas, hiszen x € o\ N B.

Megmutattuk, hogy u € z fennall, tehat o N 3 C x. Megkaptuk, hogy a N g = xés z € a. O

Folytatva (e) pont bizonyitasat négy kiilonbozé esetet talalunk:

1. a=anp=g, ekkor a = 5.

2. a=anpf#p, ekkor 9.1 lemma miatt a N B = a € 5, azaz o < S.

3. a# anp =g, ekkor 9.1 lemma miatt a N 5= € a, azaz 5 < a.

4. o # anN B # B, ami pedig nem lehet, mert 9.1 lemma miatt a N3 € aés a N PG € [, ami
miatt « N B € aNf =7 (v rendszam (a) pont miatt)és igy (N B,a N fF) €€ , ellentmond az
irreflexivitasnak.

Kovetkezzen az (f) pont bizonyitasa. Tegyiik fel, hogy C' # ), ekkor legyen o € C' tetszSleges. Ha o N
N C = (), akkor a a C legkisebb eleme, mert ha lenne 8 € C 1gy, hogy 8 < «, akkor 8 € o N C lenne.
Ha a N C # (), akkor a N C jolrendezett, mert o rendszam, igy van benne egy legkisebb o/ elem, ekkor
o/ NC = (). Ha nem igy lenne, akkor létezne egy y € o’és y € C elem, ekkor y < o/, de o’ legkisebb elem,

ellentmondés. O

0.2. tétel. Legyen ¢ formula, ha létezik ¢ tulajdonsdgi rendszdm, akkor van legkisebb ¢ tulajdonsdgi

rendszim. Mds szavakkal: rendszamok nemiires osztdlydnak van legkisebb eleme.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a egy rendszamés ¢(a), azaz ¢ tulajdonsagi. Legyen C = {S € a: ¢(B)}.
Ha C = 0, akkor a a legkisebb elem. Ha C # (), akkor 9.1 tétel (f) pontja miatt van benne legkisebb

elem. O
0.7. definicié. On = {z :  rendszdm}.
0.1. allitas. On osztdly, de nem halmaz.

Bizonyitds. Mivel a rendszam definicidja formalizalhato, ezért a rendszamok osztalyt alkotnak. Ellent-
mondast keresve tegyiik fel, hogy On halmaz, ekkor tranzitiv is, mert y € x € On esetén 9.1. tétel
(a) pontja miatt y rendszam és ezért y € On. A 9.1. tétel (c), (d), (e), (f) pontjai miatt (On, € on)

jolrendezett, azaz On rendszam és igy On € On ellentmondas lenne. (I
0.8. definicid. Legyen x halmaz. Az S(x) = x U {x} az x rdkivetkezdje.

0.2. allitas. Ha o rendszdm, akkor S(a) rendszam és S(o) az a-ndl nagyobb rendszimok kiozil a legki-
sebb.



Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy © € y € S(a), ekkor y € a vagy y = . Ha y € «, akkor « tranzitivitasa
miatt € a. Ha y = «, akkor x € a. Ezért € S(a). S(a)-ban « elemeihez képest egy darab 1j elem
van, ez a, amely nagyobb « Osszes eleménél, igy (S(a), € s(a)) jolrendezés. Megmutattuk, hogy S(«a)
rendszam.

Mivel a € S(«), ezért o < S(a) és ha § < S(a), akkor 8 € S(a) = S € avagy 8 =a = < a, igy

a és S(a) kozt tovabbi rendszam mar nincs. O



