Matematika alapjai

8. elGadéas

A halmazelmélet axiémainak folytatasa
IT. Konstrukciés axiémak:
(3) paraxioma:
ha z,y halmaz, akkor {z,y} is halmaz, vagyis:
VaVy3z(Vu(u € z < (u=2Vu=y)))

(4) hatvanyhalmaz-axioma:

ha x halmaz, akkor P(x) is halmaz, vagyis:
e 1. kisérlet: VedyVz(z € y & 2 C 2)

e 2. kisérlet: VedyVz(z € y & Yu(u € z = u € x))

(5) unidaxioma:

ha z halmaz, akkor J z is halmaz, vagyis:
zZET

VedyVu(u € y < Jz(z € x Au € 2))

(6) helyettesitési axiomaséma:

ha f fiiggvény, A halmaz, akkor {f(a) : a € A} is halmaz
1. Definicié. A ¢(x,y,p1,- .., p,) paraméteres formula fiiggvénykoriiliras, ha teljesiil, hogy
Valy o(z,y.p1,- .-, pn),
ahol py, ..., p, paraméterek rogzitett halmazok.
o 1. kisérlet:

V1 .. Vo, (Va3ly o(z,y,p1,...,pn) = YAIB(VO(b € B < Ja(a € A)Ap(a,b,p1,...,pn))))
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e 2. kisérlet:

JI-t még ki kell fejezni. Itt ¢ formulavaltozo; pontosan annyi axioméabol all, ahdny modon
-t valaszthatjuk.

II. Egyszeriisit6 axiomak:

(7) regularitasi axioma:

e 1. kisérlet: Vi(z #0= Jy(y € x Az Ny =10)) (kifejezends: 0 és N)

e 2. kisérlet: Ve(3z(z €x) = yly e x AVz(z €2 = 2 ¢ 1))

(ez az axioma a lefelé végtelen lancokat kizarja!)

(8) kivalasztasi axioma: (leirhat6 a rogzitett nyelven)

1. Megjegyzések.

1°: (0)-(7) a ZF-axiémék (Zermelo és Fraenkel nevébdl), (0)-(8) a ZFC-axiomak
2°: mostantol (tulajdonképpen eddig is) ZFC-ben, illetve varidnsaiban dolgozunk
3°: léteznek mas halmazelméletek is, de ZFC-vel vald kapcsolatuk atlathato

4°: ZFC minden véges része ellentmondéstalan.

5°: a valtozok itt mindig halmazokat jelolnek

6°: a valasztott nyelv kényelmetlen, lesz modszer a nyelv bévitésére

7°: az axiomék jelentése

Konstruktivista allaspont: ezeknek az axiomaknak nincs jelentése
Platonista allaspont: a tudésunktol fiiggetleniil létezik az Osszességek univerzuma

2. Definici6. Halmazok egy formulaval megnevezhets 0sszességét osztalynak nevezziik.

Az osztalyok nincsenek betiltva, de az axiomak a halmazokra vonatkoznak!



Nyelvbdovitések
I. Uj relacié bevezetése:

(a) legyen R 10j n-valtozos relacioszimbolum, és legyen ¢(xq ... x,) tetsz6leges formula
(b) 4j axioma: Vzy ... Vo, (R(z1...x,) < @(x1...2,))

Példa: legyen C az 1j kétvaltozos relacioszimbolum, és legyen p(z,y) =Vz(z € x = z € y)
(vagyis = C y), tehat az 4j axioma: VaVy(z C y < o(z,y))

I1. Uj operaci6 bevezetése:

(a) legyen F 1j n-valtozos fiiggvényszimbolum, és legyen o(xq ... x,,y) (n+1)-valtozos for-
mula

(b) belatjuk, hogy ¢ fiiggvénykoriiliras, vagyis Vaq ... Vo, yp(zy ... 25, y)

(c) 4j axioma: Vo ... Vo,Vy(ly = F(z1...2,) < @(x1...2,,Y))

Példa: legyen P egyvaltozos fiiggvényszimbolum, és legyen ¢(x,y) = Vz(z € y < 2z C
x) (felhasznaljuk az el6z6 részben bevezetett C relaciot). VaTlyp(x,y)-ban az egzisztencia a
hatvanyhalmaz-axiémabol, az unicitas az extenzionalitasi axiomabol kévetkezik.

2. Megjegyzések.

1°: a nyelvbdvitések iteralhatok
2°: az 0j nyelv formulai bizonyithatoan ekvivalensek a régi nyelv 1-1 formulajaval (nem biz.)
3°: mostantol bevezetettnek tekintjiik:

{z,y}: paraxiomabol

|J x: unidaxiomabol

(): iireshalmaz-axiomabol

1. Allitas. ha x és y halmaz, akkor "2 U y” is halmaz

Bizonyitas. Ha z és y halmaz, akkor a paraxioma miatt {z,y} halmaz, az unidaxiéma miatt
x Uy is halmaz. [0

2. Allitas. Legyen A halmaz, ¢(z,p;...p,) paraméteres formula. Ekkor B = {a € A :
o(a,p1...pn)} is halmaz. (Azaz az A halmaz formuléval megnevezhetd részei halmazok. Azaz a
¢ tulajdonsagu elemek egy osztalyt adnak, és halmaz N osztaly = halmaz.)



Bizonyitas. Legyen
x}, ha p(z,pr...pn
f(z) { é } (z,p1...pn)

kiillonben.

Ekkor B = |J{f(z) : © € A} halmaz az unidaxiéma miatt (hiszen f(z) : z € A) halmaz a
helyettesitési séma miatt). f formulaval koriilirhato:

(x,y) = (o(@,pr. . .pn) ANV2(z €y & 2 =2)) V (m(2,p1- . pn)) AV2(2 ¢ y))
O
3. Definici6é. Legyenek z és y halmazok.

< x,y >= {{z},{z,y}} rendezett par
R reldcio, ha R elemei parok
f fiigguény, ha f relacié és < x,y >, < x,z >€ f =y = z, jelolése: f(z) =1y

4. Definici6. Legyen f fiiggvény.

Dom(f)={z: 3y < x,y>€ [}
Ran(f) ={y: 3z < z,y >€ [}

3. Allitas. Ha f fiiggvény, akkor Dom(f) és Ran(f) halmazok.
Bizonyitas. Dom(f) egy osztaly, ugyanis Dom(f) = {x : Jy < x,y >€ f}. De JU [ egy

olyan halmaz, ami f értelmezési tartoményat lefedi. Ezért Dom(f) ennek a halmaznak és az
el6bbi osztalynak a metszete, és igy a 2. allitds miatt valoban halmaz. [J



