A matematika alapjai
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1. Tétel (Helyességi). Legyen X formulahalmaz, ¢ formula. Ekkor ha X+ ¢, akkor ¥ = .
2. Megjegyzés. Ez a teljességi tétel ,kdnnyebb” irdnya.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¥ F ¢, ezért létezik aq,ao,...,a, = @ formulasorozat, hogy minden ¢
esetén «; axioma vagy € ¥ (feltétel) vagy MP-vel adédik korabbi a;-kbdl.

Legyen k tetsz6leges értékelés, amelyre k = X.

Be kell 1atnunk, hogy

k=,

amellyel a bizonyitassal készen vagyunk.

Konnyen lathato, hogy elég belatni i-re vonatkozé teljes indukcidval, hogy k = «;, mert ¢ = n
esetén k = o, = .

Ha i = 1, akkor ha

e oy axioma, akkor k |= aq, mert tablazattal ellenérizhets, hogy mindhdrom axiémaséma minden

értékelésben igaz,
e ap € X, akkor k = ay.
Tegyiik fel, hogy tudjuk méar, hogy ha j < i, akkor k£ = a;. Meg kell mutatnunk, hogy
k E a.
Két eset adodik a; megvalasztasabol. Ha
e «; axioma vagy € X, akkor mint ¢ = 1 esetben lathato: k = «;,

o «; MP-vel adodik korabbiakbol, akkor van j,1 < 4, hogy a;j ="a; = o;”. Indukci6 miatt k = oy
és k = «oj, azaz k |= oy = «;. Az implikaci6 igazsagtablaja miatt & = «;.

O

3. Definici6. Legyen X formulahalmaz. Azt mondjuk, hogy ¥ teljes formulahalmaz, ha tetsz6leges ¢
formulara 3 F ¢ vagy X - —p.

1. Lemma. Legyen X ellentmonddstalan formulahalmaz, ekkor van X' teljes ellentmonddstalan for-

mulahalmaz, amelyre ¥ C X/, (S6t tetszdleges ¢ formuldra: ¢ € X' vagy —p € X'.)

Bizonyitds. Legyen (¢, : n € N) az osszes formula egy felsorolasa. Megadunk egy (X, : n € N)
formulahalmazokbol all6 sorozatot, amelyre ¥y = X és



(i) m<n=%,, CX%,,
(ii) X, ellentmondéstalan,
(iii) on € i1 vagy —¢pn € Lpi1.
Tegyiik fel, hogy ¥,, adott mér ugy, hogy (i),(ii) és (iii) teljesiil. Legyen
S = {En U{¢n}, ha ?Z ellentmondastalan,
Y U {=pn}, killonben.
Az (i) és (iii) nyilvan érvényben marad ekkor.
1. Allitas. A (i) tulajdonsdg is érvényben marad.
Ugyanis ha
e ¥, U{gy,} ellentmondastalan, akkor 3,1 is,
e ¥, U{g,} ellentmondasos, akkor %, - =, ezért
Ded(%,) = Ded(%, U {—¢,}),
igy mivel X, ellentmondéastalan, ezért ¥, 1 is az.
Legyen ¥ := [J,cn Zn-
2. Allitas. Ez jd, azaz ¥ = Yo C Y/, és ¥ teljes, ellentmonddstalan.
A (iii) tulajdonsag miatt tetszéleges p-re @ € X' vagy —p € ¥/, tehat X' teljes.

¥ ellentmondéstalan marad, mert indirekt tegyiik fel, hogy ¥’ ellentmondésos, azaz van olyan
a formula, amelyre ¥’ F o és ¥’ F —a. Ekkor van olyan N, hogy ¥y F a és ¥y F —a, ami

ellentmondas a (ii) tulajdonsag miatt.

Ezzel a bizonyitas kész. O

2. Lemma (Henkin). Ha T teljes (erds értelemben) és ellentmonddsmentes, akkor van k értékelés,

amelyre k =T, azaz T'-nak van modellje.

Bizonyitds. Legyen

i, hax el
k() = i, ha x )
h, kiilonben

amely jol definialt és ahol x {téletvaltozo. Osszetettség szerinti indukcioval belatjuk, hogy tetszéleges

p-re:
(1) k¢ ACSA pel.
e Alaplépés: ha ¢ itéletvaltozo, akkor az (1) fennall a k definicidja miatt.

e Indukcios lépés: tegyiik fel, hogy az (1) igaz ¢, ¢-re.

Ekkor az (1) igaz marad —p-re, mert:

klE—p ACSA Kkl ACSA ¢ ACSA —pel.

Tovabba az (1) igaz marad ¢ = t)-re is:



3. Allitas. ¢ = €T ACSA, ha ¢ €T vagy ¢ € T.

Bizonyitds. (i) = irany
Indirekt tegyiik fel, hogy ¢ = ¥ € I',—p ¢ T" és ¢ ¢ I". Ekkor T" teljessége miatt ¢ € T" és
—p € I'. Mivel ' - ¢ = ¢ és ' - ¢, ezért MP-vel kapjuk, hogy I" - ¢/, ami lehetetlen, mert
I" ellentmondastalan.

(i) <= irdny
Tegyiik fel, hogy ¥ € I'. Ekkor I' - ) = ¢ = ¢ az 1. axiéma miatt és ' - ¢ a feltétel
miatt, amelyekb&l MP-sel kapva I' = ¢ = 4. T' ellentmondastalansaga és teljessége miatt
p=>1¢el.
A masik esetben, azaz, ha —¢ € T', akkor I' U {¢} ellentmondésos, ezért I' U {¢} F ¢. A
dedukcids tétel miatt I' - ¢ = 1, igy I ellentmondéstalansaga és teljessége miatt ¢ = ¢ €

T.
U
Igy
p=>9el ACSA —-pelvagyyp el ACSA klEopvagy k=v ACSA kE o=,
azaz az (1) igaz maradt. O

4. Tétel (Teljességi). Legyen X formulamhalmaz, ¢ formula. Ekkor
Yo ACSA X E .

Bizonyitds. Elég a <= iranyt bizonyitani, mert a = irdny az 1. tétel. Feltehets, hogy X ellentmon-
déstalan, hisz ha ¥ ellentmondésos volna, akkor ¥ F ¢ teljesiilne. Tegyiik fel, hogy ¥ | ¢. Mivel
Y = ¢, ezért nincs olyan k értékelés, hogy k =X U {—p}.

4. Allitas. Y U {—¢} ellentmonddsos.

Bizonyitds. Ha ¥ U{—p} ellentmondéstalan volna, akkor az 1. lemma miatt lenne teljes ellentmondés-
talan T', hogy ¥ U {—p} C I'. Masrészt a Henkin-lemma miatt lenne k, hogy k = T', specialis médon
k =X U{-p}, ami ellentmondés. O

Tehat X U {—p} ellentmondésos, amely éppen azt jelenti, hogy 3 ¢. O
5. Megjegyzés. Az l.rendii logikanak is van teljességi tétele. A bizonyitas hasonlo sémat kovet:

1. szintaktikus alapozas,

2. helyességi tétel (a bizonyitas hasonlo),

3. minden ellentmondéastalan 1.rendii X kiterjeszthetd teljes ellentmondéastalan Y'-vé,

4. Henkin-lemma: ha T" teljes ellentmondastalan, akkor van A struktara, hogy A = T'. (S6t A

alaphalmaza megszamlalhato.)

6. Megjegyzés. A teljességi tétel miatt a logika felépithetd tisztan szintaktikus modon. Ez a halmaz-

elmélet logikai alapozasanal elkeriilhet6vé teszi a halmazokra valé hivatkozast.



