A MATEMATIKA ALAPJAI

1. logika blokk

2. el6adas

0.1. A 0O-rendii logika szemantikaja

0.1. definicié (interpretéacio, kiértékelés). A k : {itéletvdltozok} — {i,h} figgvényt interpreticionak

vagy vdltozokiértékelésnek nevezziik.

0.1.1. A logikai miveletek jelentése

zT| Y| x|lxANy|xzVy|rz=>Yy|TSY
ili| h 1 1 1 1
i|hi| h h 1 h h
hi:i 1 h 1 1 h
h|hl]l h h i i

0.1.2. Formuldk jelentése

0.2. definici6 (Az igazsag definicidja). Legyen k egy értékelés ¢ pedig egy 0-rendd formula. Jeldlje k = ¢
azt, hogy ¢ igaz k-ban (k értékelés mellett.)

k(p) =1, o itéletvéltozo

k =

k=t ésk v, o=11 N

k=, ha

A kipontozott részek a 2.1.1-ben 1évé tablazat szerint folytatddnak.
0.1. megjegyzés. Osszetett formula jelentése (igazsiga) kiszamolhatd a részei jelentésébdl (igazsdgdbol).
0.2. Az 1l-rendi formulak szemantikaja

0.3. definici6é (1-rendd struktura). A = (A,f{‘l,Rf,C,f)iej,jeJ,keK, ahol A nemdiires alaphalmaz és
mindeni €1,j€J ésk e K-ra: fip(i) : A — A egy p(i)-vdltozds fiigguény, R; C A°Y) egy 6(j)-viltozds
reldcio, valamint C,;“ € A egy konstans. I, J, K tetszéleges halmaz. Egy struktira tipusdt (I, J, K, p,d)-val

adjuk meg.

0.1. példa. 1. Minden csoport (gyirid, hdld) struktira.
2. Minden részbenrendezett halmaz struktira.
3. Minden grdaf struktira.
4. N := (N, +,-,=,<,0,1) egy struktira.
0.4. definicié. Legyen L eqy 1-rendi nyelv. Az A struktira az L nyelv eqy modellje, ha A és L tipusa

azZonos.

0.5. definicid. Legyen A az L nyelv modellje. Eqy k : {vdltozok} — A fiigguényt az A feletti (ki)értékelésnek

nevezzik.



0.6. definicié (Termek jelentése). Legyen k egy A feletti értékelés ést egy term. Ekkor t jelentése A-ban

k értékelés mellett
k(t), ha t vdltozo
tA[k?] = A, ha t = ¢ konstans

FAGL R K], ..t KD, hat= f(ti,ta, ... t)

0.7. definicidé. Legyenek k, k' értékelések, x pedig eqy vdltozé. Azt mondjuk, hogy k és k' x-kézel vannak
egymdshoz (és azt irjuk, hogy k = k'), ha minden y-ra: x #y = k(y) = k'(y).

0.8. definicid. Legyen ¢ egy formula, A struktira, k pedig egy A feletti értékelés. Azt mondjuk, hogy ¢

igaz A-ban k értékelés mellett, akkor és csak akkor:

t{ k] = t3\[K], ha o = "t; =ty”
(K], ... tA[K]) € RA, ha o = "R(ty,...,t2)”
A = ¢lk] = ¢ Mint 0-rendben, ha @ = "—ap”, @ = "y V 1y 7, stb.
Létezik olyan k = k', melyre A E Yk, ha o= "Fxy”
Minden k' = k-ra A = ¢[k/], ha o = Naip.”

0.9. definicié. A |= ¢, ha minden A feletti k értékelésre A |= o[k].

0.10. definicié. Legyen K struktiraosztdly, 3 pedig formulahalmaz. K =X < (VA€ K)(Vp € T)(A =
)
0.11. definicié. Legyen 3 0- vagy 1-rendd formulahalmaz ¢ formula a megfeleld rendben. Azt mondjuk,
hogy ¥-bol kiévetkezik ¢ és azt irjuk, hogy ¥ |= ¢, ha

— 0-rendben: minden k értékelésre, ha k |= % (¥ dsszes eleme igaz k mellett), akkor k = o,

— 1-rendben: minden A struktirdra, ha A =%, akkor A |= .

0.2. példa. — Q, C raciondlis és komplex szémok gyirije mellett legyen p = Jx(x - x = —1), ekkor

Q F~ ¢, viszont C |= .

— Ha megadunk egy olyan k értékelést, amire k(x) = 5, akkor a Q = (x = 5)[k] igaz lesz, viszont egy
mdsik | értékelés mellett, amire x vdltozéhoz 0-dt rendelink, azaz l(x) = 0, mdr Q [~ (x = 5)]l]
adodik.

Ajanlott irodalom

— Hajnal-Hamburger: Halmazelmélet

Csirmaz Laszlo: Matematikai logika (angolul: http://eprints.renyi.hu/55/,
magyarul: http: //eprints.renyi.hu/12/)

Pasztorné Varga Katalin, Varterész Magda: A matematikai logika alkalmazasszemléletii targyalasa

— Ferenczi Miklos: Matematikai logika (http://www.math.bme.hu/~ferenczi/LOGIKA.pdf)



