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Elsszo

A modellelmélet a matematikai logika egyik 4ga. E jegyzettel az a célunk, hogy
bemutassuk a modellelmélet néhény klasszikus és modern fejezetét. A klasszikus
részekre épitve eljutunk egy-egy jelenleg is aktiv kutatasi teriilet feldolgozasaig.

Ez a jegyzet nem monografia: nem az a célunk, hogy sorra vegyiik a modellel-
mélet minden fontos teriiletét—ez terjedelmi okok miatt is lehetetlen lenne. Még csak
arra sem vallalkozunk, hogy egy sziikebb teriiletre koncentralva az adott teriiletrsl
teljes képet adjunk. Ugyanakkor a bizonyitasok, konstrukciok, magyarazatok a mo-
nografidknal joval b&vebben keriiltek kifejtésre, igy a szoveg inkdbb a tankonyvek,
egyetemi jegyzetek stilusira emlékeztet. Valoban, szandékunk szerint egy felsbb-
éves — a téma irdnt érdekl6d6 — egyetemi hallgatd, aki tanult mar logikat, akar
onalloan is feldolgozhatja a leirtakat. Azonban, mint emlitettiik, tobb, jelenleg is
aktiv kutatési teriiletrdl is képet nyerhet az olvaso.

Szerencsére kiting modellelmélet monografidk késziiltek (természetesen egyeldre
csak idegen nyelveken). Ezekkel kapcsolatban az irodalomjegyzékre utalunk.

A modellelméletet méra rengeteg kapcsolat fizi a matematika sok mas terii-
letéhez, elsGsorban az algebrdhoz, kombinatorikahoz, halmazelmélethez, topologidhoz.
Az ilyen kapcsolatok kétiranytak: egyrészt a modellelmélet felhasznélja az elgbbi
teriiletek eredményeit, masrészt rendkiviil er6s modszereket nytjt, melyek tisztan
algebrai, kombinatorikai, stb. problémé&k megoldasiban sikeresen alkalmazhatok.

A jegyzet néhany kozponti tétel koré szervezédik, a modellelméleti eredményeket
ugy épitjiik ki, hogy ezeket a kozponti tételeket be tudjuk bizonyitani. A felépitett
apparatus meglepGen koherens egységet alkot, melybdl sok olyan eredmény is leve-
zethetd, melyekre nem tériink ki. Nem mindig tériink ki az adott teriileten ismert
legerdsebb tételek bizonyitasara: helyenként megelégsziink azoknak a specidlis ese-
teknek a bizonyitasaval, melyekre kés6bb e jegyzetben sziikségiink lesz. Mindenképp
igy jarunk el, ha tavoli teriiletek kozti szép Osszefiiggéseket, vagy egy-egy kiilonosen
szellemes, elegans bizonyitast akarunk bemutatni.

Kitériink viszont olyan alkalmazisokra, melyek nem a kés6bbi modellelméleti
tételekhez sziikségesek, hanem azt illusztraljak, hogy modellelméleti technikikkal
hogyan lehet mas teriiletek problémait megoldani. Reményeink szerint az ilyen al-
kalmazasokat a nem modellelmélet-specialistak is szorakoztatonak, szellemesnek és
érdekesnek talaljak majd. Egy kis izelit6 az alkalmazasokbdl: tételek a Ramsey-
elméletbdl, véletlen struktirak aszimptotikus tulajdonsagai, oligomorf permutacio-
csoportok konstrukcidi, siman approximéalhaté permuticiécsoportok és véges axio-
matizalhatosag, néhény kapcsolat bizonyos kombinatorikus geometria (matroid) és
modellelméleti kérdések kozott.

Az egyes fejezetek elején bé motivaciot adunk a vizsgalt kérdésekhez és igyek-
sziink megemliteni a tovibbi kapcsolatokat maés teriiletekkel. Itt minddssze azt



jegyezziik meg, hogy a bevezetésben arra téreksziink, hogy amennyire csak lehetsé-
ges, a szoveg legyen énmagyarazo, azaz a késGbb felhasznalt logikai, modellelméleti
tételek bizonyitasait részletesen felidézziik, tehat csak annyit tételeziink fel az ol-
vasorol, hogy egy bevezet6 matematikai logika kurzust sikeresen elvégzett mar. A
késtbbi fejezetek természetesen messze tulmutatnak az egyetemi képzésben jelenleg
(barmilyen formaban) ismertetésre keriil6 anyagon.

A jegyzet nagyrészét A Kozépeurdpai Egyetem (CEU) és a Rényi Intézet kozos
matematika doktori iskolajan, a BME matematika doktori iskol4djan, illetve az ELTE
TTK-n és a BME-n fels6bbéves matematikus hallgatok szaméara meghirdetett spe-
ciken, kiilonb6z6 kurzusokon tobbszor elGadtam, és sok értékes visszajelzést kaptam
hallgatéimtdl. E jegyzet kordbbi valtozatainak bizonyos részeit 2004 6szén az ELTE
TTK-n tartott modellelmélet speci hallgat6i szintén atolvastak és sok hibara, pon-
tatlansagra hivtak fel a figyelmemet. Kiilonosen hasznos visszajelzéseket kaptam
(névsor szerint) a kovetkez6 ELTE TTK-s hallgatoktol, doktoranduszoktol: Hamar
Gergd, Horvath Géabor, Keszegh Balazs, Végh Laszl6. Munkijuknak koszonhet&en
a szoveg sokat javult. Kitartasukat, a téma iranti nyitottsagukat és segitségiiket
ezuton is nagyon koszondm.

Természetesen, minden, a szévegben maradt hibaért, tévedésért egyediil és ki-
zardlag én vagyok a felels; a hibakért eziton kérek elnézést minden olvasotol. Végiil
azt kivinom mindenkinek, hogy olyan 6rémmel olvassédk a jegyzet hatralevs részét,
amilyen 6rommel én irtam.

Sagi Gabor
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1. ElGismeretek

Ebben a fejezetben Osszefoglaljuk azokat a definicidkat, tételeket és modszereket
melyekrél feltételezziik, hogy ismertek mar az olvaso el6tt. Ezzel az ismétléssel az a
célunk, hogy a definiciok és tételek puszta felsorolédsén til olyan konnyen olvashaté
és viszonylag teljes bevezetést adjunk, mely az egész jegyzetet 6nmagyarazova teszi
abban az értelemben, hogy egy matematikailag kellGen érett olvas6 tovabbi kényvek,
monografidk tanulményozasa nélkiil is tokéletesen birtokolja az anyagot.

Ugyanakkor, mivel feltételezziik a fejezet anyaganak ismeretét, sok esetben a
részletek elmagyarazasa helyett csak emlékeztetiink bizonyos tényekre. Tovabba
ebben a fejezetben nem téreksziink linearis felépitésre: példaul a halmazelméleti
ismeretek Osszefoglaldsa soran hasznaljuk majd az els6renddi nyelvek fogalmat. Az
aggalyos olvaso a fejezet bekezdéseinek alkalmas permutalasaval meggy6z&dhet rola,
hogy az itt felidézett tényekben nincs o6rdogi kor, azaz a gondolatok széttordelése
aran el lehetne érni egy teljesen linearis felépitést, melyben a hivatkozasok mindig
korabbi szovegrészekre torténnek.

1.1. Halmazelmélet

A modellelméletben mas matematikai diszciplindkhoz képest hangstlyosabb sze-
rephez jut az axiomatikus halmazelmélet. A jegyzetben végig a ZF(C axiémarend-
szert hasznaljuk. Ebben a részben semmit nem bizonyitunk. Minden idézett Allitas
bizonyitéassal egyiitt megtalalhato példaul [6]-ban.

Feltételezziik, hogy az olvas6 tisztdban van a rendszam és a szamossig fogal-
méaval. Emlékeztetiink ra, hogy a rendszamok és szamossagok maguk is halmazok,
az Osszes rendszam valddi osztalyt alkot, melyet az € relacid jolrendez. A rendszé-
mokkal a ,hényadik” fogalmét tudjuk transzfinit médon kiterjeszteni:

e minden « rendszdmnak van rakévetkezGje (azaz olyan a-nal nagyobb [ rend-
szam, hogy « és [ kozott tovabbi rendszamok méar nincsenek) és

e rendszamok tetszéleges halmazanak van legkisebb fels6 korlatja.

Ez a két tulajdonsag karakterizilja is a rendszamokat. Minden rendszamot azo-
nositani fogunk a néla kisebb rendszamok halmazaval. Ha egy rendszamra igaz,
hogy a nala kisebb rendszamok ko6zott van legnagyobb, akkor az illet§ rendszamot
rakovetkezs rendszamnak nevezziik. A (-tol kiillonb6zé nem rakovetkezs rendsza-
mokat limeszrendszamoknak hivjuk. A legkisebb limeszrendszam w, ezt a korabbi
megallapodasunk értelmében a természetes szamok (azaz a véges rendszamok) hal-
mazaval azonositjuk.

Két halmaz ekvivalens, ha megadhato6 koztiik egy bijekcio. A szamossigok azok
a rendszamok, melyek egyetlen naluk kisebb rendszammal sem ekvivalensek. A x
szamossag kisebb a A szdmossagnal, ha mint rendszamok ilyen viszonyban vannak.

Minden A halmaz ekvivalens egy szdmossaggal, ezt a szdmossagot hivjuk A sza-
mossaganak, és igy jeloljiik: |A|. Két halmaznak tehat pontosan akkor azonos a
szamossaga, ha van koztiik bijekcio. A szdmossagok a ,mennyi” fogalménak a transz-



finit altalanositasai. A szamossagok szintén valodi osztalyt alkotnak. A x szdmossag
rakovetkez6, ha a néla kisebb szamossagok kozott van legnagyobb. Minden \ széa-
mossagnak van rakovetkezd szamossaga, ezt A\T-al jeloljiik.

Operaciokat a kovetkezé modon adhatunk meg. Felvesziink véges sok, mondjuk
n darab (paraméter)halmazt, és egy elsérendd o(z, y, vy, ..., v,—1) formulat a halmaz-
elmélet nyelvén. Ezek utan megmutatjuk, hogy minden a halmazhoz pontosan egy b
halmaz van, melyre ¢(a, b, po, ..., pn—1) fennall. Ezzel koriilirtunk egy megfeleltetést,
mely minden z halmazhoz pontosan egy y-t tarsit. Végiil e megfeleltetésnek nevet
adunk. Ha F egy operacio és X egy halmaz, akkor F|x az a fiiggvény, mely X-n van
értelmezve, és értékei F megfelels értékeivel azonosak. Az F|x fliggvény maga is egy
halmaz. Sokszor egy-egy operaciot csak rendszadmokon adunk meg. Minden ilyen
definiciot kiegészithetiink tgy, hogy az illet§ operacié a nem-rendszamokon példaul
mindig az () értéket vegye fel. Az ilyen részleteket nagyvonaltan fogjuk kezelni, és
néha minden tovabbi figyelmeztetés nélkiil gy fogalmazunk, mintha operacidink ki-
zardlag rendszamokon lennének értelmezve. Feltételezziik, hogy az olvaso gyakorlott
méar annyira, hogy ez semmilyen félreértést nem eredményez.

Legyenek most F és G operaciok. Azt mondjuk, hogy G transzfinit rekurzidval
keletkezik F-b6l, ha minden « rendszdmra teljesiil, hogy

G(a) = F(Gla),

vagyis, ha a G operaci6 a-nal felvett értéke ,F modon fiigg” G Osszes, a-nél ki-
sebb rendszamokon felvett értékétsl.

Minden F operaciohoz pontosan egy olyan (rendszamokon értelmezett) operacio
van, mely transzfinit rekurzioval keletkezik F-bél.

No = |w| a legkisebb végtelen szamossag; tetszéleges o rendszédmra transzfinit
rekurzioval definidlhatjuk N,-t: ez a legkisebb olyan végtelen szdmossag, mely az
{Xg : f < a} halmaz egyetlen elemével sem ekvivalens.

A transzfinit indukci6 elve szerint, ha a halmazelmélet egy ¢(v) (paraméteres)
formulajéra teljesiil, hogy

minden « rendszamra [(V3 < a)p(83)] = ¢(a),

akkor ¢(a) minden o rendszamra igaz.

Legyen A = (k, : v € I') szamossagok egy rendszere. Ekkor ¥, .rx, az A
elemeibdl képzett diszjunkt unié szdmossaga; a Il,crk, szdmossagszorzat pedig a
I, crk, direktszorzat szamossaga.

Ha A és B halmazok, akkor 4B jeldli azoknak a B-be képezs fiiggvényeknek a
halmazat, melyeknek A az értelmezési tartoménya. Ha  és A szdmossagok, akkor a
k* szdmossaghatvany egyenls |*k|-val. Ha A halmaz, akkor P(A) jelsli A hatvany-
hlamazat, tehat azt a halmazt, melynek elemei A részhalmazai. Egy f fliggvény

értelmezési tartomanyat és értékkészletét rendre dom(f) és range(f) jeloli.



Feltételezziik a szdmossagaritmetika alapjainak ismeretét. Specidlisan a szé-
mossagaritmetika alaptétele szerint ha s végtelen szamossag, akkor x = k2. Tovabba
minden A halmazra |A| < |P(A)| = 2/4. Emlékeztetiink ra, hogy a kontinuum-
hipotézis szerint 2% = N, és az altalanositott kontinuum-hipotézis szerint minden
végtelen x szdmossagra 2" = x™; mindkét allitas fliggetlen Z FC-t6l, tehat a szokasos
halmazelméletben nem bizonyithatok de nem is cafolhaték. Néhany esetben az (4l-
talanositott) kontinuum-hipotézis feltételezése mellett igazolunk tételeket. Ezek az
eredmények természetesen gyengébbek, mintha csak a Z F'C' axiéméakat hasznalnank.
Annyit viszont ezek az eredmények is mutatnak, hogy (ha ZFC' ellentmondasmen-
tes, akkor) a szobanforgo allitast ZFC-ben nem lehet cafolni.

Legyen A (részben)rendezett halmaz és legyen B C A. azt mondjuk, hogy B
kofinalis A-ban, ha minden x € A-hoz van olyan y € B, hogy A rendezése szerint
x < y. A kofinalitdsa az a legkisebb rendszam, melyen megadhaté olyan fliggvény,
melynek értékkészlete kofinalis A-ban. Ha A részbenrendezett halmaz, akkor cf(A)
jeloli A kofinalitasat.

A rendszamok (mint a kisebb rendszamok halmazai) maguk is rendezett halma-
zok; egy rendszamot reguldrisnak neveziink, ha kofinalitdsa egyenld sajatmagaval.
Ha x végtelen rakovetkezs szamossag, akkor k regularis rendszam. A kofinalitas
operaci6 értékei olyan szamossagok, melyek egyuttal reguldris rendszamok is.

1.2. Els6rendd nyelvek és struktarak

Ebben a részben felidézziik az elsérendii logika nyelveivel és az elsérendti struk-
turdkkal kapcsolatos alapismereteket. Kitériink az izomorfizmus, elemi ekvivalencia
fogalmara, az elsérendii és magasabbrendi formulak osztélyozasara, a formulék je-
lentésére és bevezetjiik a A Mod és Th operacidkat.

Az els6rendii nyelvek egy véltoztathato és egy nem valtoztathato részbdl allnak.
A nem valtoztathato részben szerepelnek a logikai miveletek jelei, a kvantorok, az
individuumvaltozok, stb. A véltoztathaté részben meg kell adnunk, hogy mik az
egyes relacioszimbolumok és fliggvényszimbolumok nevei, és hogy ezek hany val-
tozosak. Ezt legegyszertibben ugy tehetjiik meg, hogy megadunk egy fiiggvényt,
mely a relaciészimboélumok és fiiggvényszimboélumok diszjunk halmazainak uni¢jan
van értelmezve és eredményiil természetes szamokat vesz fel. Az ilyen fiiggvényeket
a fiiggvényszimbolumok halmazénak megadasaval egyiitt a szobanforgd elsérendd
nyelvek tipusainak nevezziik. Egy els6rendd nyelv megadésan tipusanak rogzitését
értjiik. 0-valtozos fiiggvényszimbolumokat is megengediink, ezeket konstanszimboélu-
moknak nevezziik majd.

Hogy a valésag egy szeletének leirasara, formalizdlasara milyen tipusi nyelvet
valasztunk, az egy sor énkényes dontés eredménye. Ezek a dontések tobbek kozott
attol fiiggnek, hogy a vizsgalt teriilet ,,érdekes” vagy ,tipikus” kérdéseit hogyan ,kon-
nyl” vagy ,természetes” kifejezni, illetve, hogy a formalizalassal mi a célunk.

Most felidézziik az els6rendii nyelvek szintaxisanak és szemantikijanak defini-
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ciojat.

1.1. Definicié. Legyen L az az elsérendd nyelv, melynek tipusa T, és fligguényszim-
bolumainak halmaza F'. Ekkor

(1) Ha v; individuumudltozd, akkor term;

(2) Ha f € F és to, ..., tr(s)—1 term, akkor f(to,...,t;(p—1) is term;

(3) Minden term az el6zd két szabdly véges sokszori alkalmazdsdval dll eld.

(4) Ha to,t1 két term, akkor to =t formula;

(5) Ha R € dom(1) — F és to, ..., tr(r)—1 termek akkor R(to,...,t;(r)—1) formula;

(6) Ha ¢ és ) formuldk, akkor —p és p A1 formuldk;

(7) Ha ¢ formula és v; vdltozo, akkor Jv;p formula;

(8) Minden formula a (4) — (7) szabdlyok véges sokszori alkalmazdsdval dll elé.
L formuldinak halmazdt Form(L)-el jeloljik.

A (4) — (5) szabaly szerint el6allo formuldkat atomi formuldknak nevezziik, a
(4) — (6) szabalyok véges sokszori alkalmazasaval elGallokat pedig kvantormentes
formuldknak nevezziik.

Az el6bbi definicié szerint az elsérendii nyelvek kifejezései (termjei és formulai)
bizonyos véges szimbo6lumsorozatok, melyeknek 6nmagukban nincs semmilyen je-
lentése. Szandékunk szerint a termek ,objektumkonstrukciok”, a formulak ,allita-
sok” leirasara szolgalnak. Mivel azonban az el6z6 definicioban elvonatkoztattunk
minden jelentéstsl, ezt most definidlnunk kell. A termeknek, formulaknak azaltal
lesz jelentésiik, hogy megfelel§ kornyezetbe, kontextusba helyezziik 6ket. Matema-
tikai szempontbol egy-egy ilyen kontextus egy elsérendii struktira.

1.2. Definicié. Az A = (A, f, R.;A>ie[7jej rendszert elsdrendid struktirdnak nevez-
ziik, ha

e A nemiires halmaz;

e Minden i € I-re f egy 7(f{) vdltozds fiigguény A-n;

e Minden j € J-re R}-“ eqy T(R}-“) vdltozds reldcic A-n.
A T fligguényt A tipusdnak nevezziik.

Egyes szerz6k modellnek nevezik az olyan struktirakat, melyekben a fliggvények
I halmaza iires. Mi ezt a terminologiat NEM kévetjiik; a jegyzetben végig a ,struk-
tara” és ,modell” szavakat egymés szinoniméjaként hasznaljuk majd. Ha az L
els6rendd nyelv és az A struktira tipusa megegyezik, akkor réviden azt mondjuk
majd, hogy A egy L-struktira.

Mint az el6bbi definicioban is, a struktardkat frott bettikkel, alaphalmazaikat
mindig a megfelel§ latin nagybettivel jeloljik majd.

Strukturdkra példak a (fél)csoportok, gytrik, halok, Boole-algebrak, részben-
rendezett halmazok, grafok, stb.

Most megadjuk a termek és formulak jelentését egy-egy strukttraban.



1.3. Definicié. Legyen L eqy elsérendid nyelv, legyen V' az L nyelv vdltozoinak hal-
maza €s legyen A egy L-struktira. A k:V — A figguényeket a viltozok (A feletti)
kiértékelésének (vagy roviden értékelésnek) nevezzik. Legyen k eqy A feletti értékelés
és legyen t az L nyelv eqy termje. Ekkor

e Ha t = v; individuumudltozd, akkor tA[k] = k(v;);

e Hat= f(tg,...,tn_1), akkor t*[k] = fA(t[K], ..., t22 | [K]).

A kovetkez§ 1épés, hogy definidljuk a ,,¢ formula igaz az A struktiraban a k
értékelés mellett” relaciot, melyet majd igy fogunk jelolni: A = ¢[k]”. Figyeljiik
meg, hogy ez a viszony 3 dologtél (formulatol, strukturatol és értékeléstdl) fiigg.

Ha k és k' két értékelés, v pedig egy valtozo, akkor k = k' azt jeloli, hogy a két
értékelés minden valtozon ugyanazt az értéket veszi fel, esetleg v kivételével. Az
alabbi definicioban minden relaciészimbolum, term és formula az adott struktira
nyelvén van felirva.

1.4. Definici6é. Legyen A egy struktura és legyen k eqy A feletti értékelés. Ekkor

o A=ty =t[k] akkor és csak akkor, ha tj\[k] = t{'[k];

e A= R(ty,....,t,_1)[k] akkor és csak akkor, ha (t3'[K], ..., t:* |[k]) € RA;
o AE ¢ AY[k] akkor és csak akkor, ha A = ¢[k] és A = ¢[k];

o A= —plk| akkor és csak akkor, ha A = lk];

o A = Ju;plk| akkor és csak akkor, ha van olyan k' = k értékelés A felett, melyre
A= o[K].

A |= ¢ akkor és csak akkor, ha minden A feletti k értékelésre A |= o[k]. Legyen X
formulahalmaz. A \= X akkor és csak akkor, ha minden ¢ € ¥-ra A = .

Allapodjunk meg abban, hogy a ,, V" szimbélumsorozat a ,,—(—¢ A —))” szim-
bélumsorozatot roviditi. Hasonléan, ,o = " és ,Vv;¢” rendre a ,—p V ¢” és a
,3v; " szimbolumsorozatok réviditései. Az el6bbi igazsagdefinicié alapjan ezek
a roviditések valoban azt jelentik, amit a benniik hasznalt jelek sugallnak. Azért
célszerti ezeket utodlag, jelolésként bevezetni, mert igy az elsérendid formulaknak
kevesebb képzési szabalya van, és ha egy allitast a formulak Osszetettsége szerinti
indukcidéval akarunk majd igazolni, akkor kevesebb esetet kell csak meggondolni —
tehat rovidiilnek a bizonyitasok.

Két formula azonos jelentésii (ekvivalens), ha minden, a k6zos nyelviiknek meg-
felel6 A struktiurdban és minden A feletti értékelés mellett egyszerre igazak vagy
hamisak. Feltételezziik, hogy az olvasé ismer mér jénéhany ekvivalens formulapart,
és biztonsaggal alakit formuldkat ekvivalens, de attekinthetébb formulakka.

1.5. Definicié. A ¢ formula prenex alaki, ha ¢ = Qovg...Qn_1v,_1%, ahol mind-

egyik Q; egy kvantor (azaz a 3 vagy a ¥V szimbdlum) és 1 kvantormentes formula.
Ha mindegyik QQ; univerzdlis kvantor, akkor p-t univerzdlis formuldnak nevezzik, ha

10



mindegyik Q; egzisztencidlis kvantor, akkor o-t egzisztencidlis formuldnak nevezziik.
Ha az elsé néhdny (esetleg 0) kvantor univerzdlis, és ezutdn csupa (esetleg 0 darab)
egzisztencidlis kvantor kovetkezik ¢ elején, akkor o-t V3-formuldnak nevezziik.

Minden formula ekvivalens egy prenex alakt formulaval. Ezt a tényt ismertnek
tételezziik fel, itt nem bizonyitjuk. Feltételezziik tovibbé, hogy az olvas6 tudja, mit
jelent az, hogy egy valtozo6 valamely el6fordulasa szabad illetve kotott.

A kovetkez6 definiciot szintén ismertnek tételezziik fel, csak alapvetd fontosséga
és a teljesség kedvéért ismételjiik itt meg.

1.6. Definicid. Legyen X formulahalmaz, K modellosztily és ¢ egy formula. K =
¢ azt jelenti, hogy minden A € K-ra A = ¢ (azaz ¢ igaz K minden elemében).

e Mod(X) ={A: AEX} aX modelljeinek osztilya;
o Th(K)={¢: K| ¢} a K elmélete.

¥-b6l kovetkezik ¢ (jelekben ¥ = @) ha minden A struktirdra teljesil, hogy A =%
esetén A |= ¢ is fenndll. Ha ¥ =), akkor nem irjuk ki.

Ha két formula jelentése azonos (vagyis ekvivalensek), akkor nincs koztiik lényegi
kiilénbség. Mikor azonosithatunk két strukturat? Erre ad véilaszt a kovetkezs de-
finicio.

1.7. Definicié. Az azonos T tipusi A = (A, g, Rf}iELjEJ és B= (B, 4", R.?’>i€[7jgj
struktirdk izomorfak, ha van olyan f : A — B bijekcid, melyre teljestil, hogy minden
1€l-re ésj € J-re

® ha ag, ..., ar(g)—1 € A akkor f(gi(ag, ..., argy-1)) = g2 (f(ao), .., f(ar(gn-1)) €s
° ém g, - Gr(ry)—1 € A akkor (ao, ..., ar(r;)-1) € R;-“ & (flao), ..., flar(r)-1)) €
R?.

i

f-et izomorfizmusnak nevezzik.

Két struktira tehat pontosan akkor izomorf, ha ,szerkezetiik” azonos, csak az
elemeik konkrét alakjaban lehetnek eltérések.

1.8. Definici6é. Az azonos tipusi A és B struktirdk elemien ekvivalensek (jelekben

A=, B) ha Th(A) = Th(B).

Két struktira tehat akkor és csak akkor elemien ekvivalens, ha minden elsérend-
ben kifejezhets tulajdonsaguk azonos, vagyis, ha a kozos nyelviik szintjén nem tudjuk
megkiilonboztetni Gket.

Nyilvanvaléan vannak elemien ekvivalens, de nem izomorf struktiraparok: rog-
zitsiink ugyanis tetszéleges modon egy els6rendd nyelvet. Legyen e nyelv formula-
halmazénak szdmossaga «. Mivel a struktirdk elméletei formulahalmazok, ezért a
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nyelvhez tartozo strukturadknak legfeljebb 2~ féle elmélete lehet. Vegyiink most fel
2%-nél tobb struktirat tgy, hogy alaphalmazaik paronként kiilonb6z6 szamossaguak
legyenek. Ekkor ezek a struktiradk paronként nem izomorfak. De a skatulya elv
miatt lesz koztiik kettd, melyeknek azonos az elmélete, vagyis melyek elemien ekvi-
valensek.

Késébb latni fogjuk, hogy a helyzet még rosszabb: a végtelen alaphalmazu
struktirak izomorfizmus erejéig elsérendben leirhatatlanok: minden végtelen struk-
taradhoz van vele nem izomorf, de elemien ekvivalens mésik struktura.

Az viszont konnyen adodik, hogy izomorf struktirapéarok elemien ekvivalensek
is.

1.9. Tétel. (1) Ha f egy izomorfizmus A és B kiozott, akkor minden A feletti k
értékelésre és ¢ formuldra teljesiil, hogy

(x) Ak [k] akkor és csak akkor ha B = o|f o k.

(2) Ha A és B izomorf struktirdk, akkor elemien ekvivalensek is.

Bizonyitas. Vilagos, hogy (2) kovetkezik (1)-bél: ¢ € Th(A) akkor és csak akkor
teljesiil, ha minden A feletti k értékelésre A = ¢[k|, de ez (1) szerint pontosan ak-
kor van igy, ha minden B feletti k' értékelésre B = ¢[k’] (hiszen minden B feletti
k' értékelés f o k alaku egy alkalmas A feletti k értékeléssel), vagyis ha ¢ € Th(B).
Ezért tehat elég (1)-et igazolni.

(1) igazolasahoz ¢ Gsszetettsége szerinti indukciot alkalmazunk. Legyen L a sz6-
banforgo struktirak kozos nyelve. Elgszor is, egy v individuumvaltozora f(v[k]) =
f(k(v)) = v[f o k]. Tovabba, ha g egy m-valtozos fiiggvényszimbolum L-ben, akkor
f(g™k]) = ¢B|[f o k], mert f izomorfizmus. Tovabb4, ha t = h(go, ..., gm) az L nyelv
egy termje, és tudjuk mar, hogy mindegyik g;-re f(g7[k]) = ¢gP[f o k], akkor

F(R(go, --vs Gin- VK] = hE(f(gg' kD), ... f (g1 [K])) =
DE(GELS © Kl e 95 111 © K1) = h{gls s g1 )PLS 0 .

Ezzel belattuk, hogy L minden ¢ termjére f(t*[k]) = t°[f o k]. Emiatt, és ami-

att, hogy f izomorfizmus, atomi formulékra (x) igaz. Tegyiik most fel, hogy (x) igaz
a ¢ és ¢ formuldkra. Ekkor

A —olk] & Al olk] < B o[f o k] & B = —¢[f o k],

vagyis (x) igaz —¢-re is. Hasonlban,

AE o NPk & Al olk], A = Ylk] <
Bl olfok],BEY[fok] < Bl oAY[fok]
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vagyis (x) igaz ¢ A 1-re is. Végiil

AEJuglk] & vank =k: AE¢K] <
van k' =k: BlEo¢[fok'] &  BEJulfok],

azaz (%) Jve-re is igaz. Ezzel belattuk (1)-et. |

1.3. Reészstruktarak, reduktumok

Most felidéziink két egyszerdi modellkonstrukciés modszert: a részstruktira-
képzést és a reduktum-képzést. Megmutatjuk majd, hogy univerzalis formulak igaz-
saga részstruktiurdkra 6roklédik. Végiil bevezetjiik az elemi részstruktirak fogalmat
és igazoljuk a leszallo A Lowenheim-Skolem tételt.

1.10. Definicié. Legyenek A és B L-struktirdk. Azt mondjuk, hogy A részstruk-
turdja B-nek, ha A C B és az A-beli fligguények és reldciok B megfeleld fiigguényeinek
és reldcioinak megszoritdsai. Ha K struktiraosztdly, akkor SK az a legszikebb, K-t
tartalmazo struktiraosztdaly, mely minden elemével eqyiitt azok dsszes részstrukturdit
s tartalmazza.

1.11. Tétel. Legyen A részstruktirdja B-nek. Ekkor

(1) Ha ¢ tetszdleges kvantormentes formula és k tetszdleges A feletti értékelés,
akkor A |= ¢[k| pontosan akkor teljesil, ha B = plk] teljesiil.

(2) Ha ¢ univerzdlis formula és B = ¢ akkor A |= ¢ (azaz az univerzilis for-
muldk igazsdga részstruktirdkra oroklédik).

Bizonyitas. (1) igazolasaval kezdjiik. Osszetetség szerinti indukciéval elgszor belat-
juk, hogy B minden t termjére teljesiil, hogy

(x)  tBlk] = tA[K].

Ha ¢ valtozo, akkor ez nyilvanvaléan igy van. Tegyiik most fel, hogy t = f(to, ..., tn_1)
és (x)-ot tudjuk mar to, ..., ¢, 1-re. Ekkor
E5(K]) = (IR, o 15, [K]) " FEGAH], oyt [K]) = PG, o 2 K] = £4[K

ey b1 e b1 ey b1

azaz (*) igaz marad. Mivel A részstruktiara B-ben és mivel (x) igaz, ezért (1) is
igaz, ha ¢ atomi formula. Tegyiik most fel, hogy (1) igaz a ¢ és ¢ formulakra. Ekkor

B = —plk] & B W~ plk] & A - plk] & A | —¢[k], és hasonl6an
Bl englk] < Bl ¢lk], B =Yk < Al olkl, Al ¢k & Ao AYE]L.
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Ezek szerint (1) érvényben marad a —¢ és a ¢ A ¢ formuldkra is, tehat (1) min-
den kvantormentes formuléra igaz.

Folytassuk (2) igazolasaval. Legyen ¢ = Vvy...Vv,_17, ahol 1) méar kvantormen-
tes. A feltételek szerint minden B feletti &’ értékelésre teljesiil, hogy B = ¢[k'].
Ezért minden A feletti k értékelésre B |= 9[k] és igy (1) miatt minden ilyen ér-
tékelésre A = 1[k] is teljesiil. De ez utobbi feltétel pont azt jelenti, hogy A = . B

Feladat (nagyon-nagyon konnyt). Adjunk meg egy B strukturat, ennek egy A
részstrukturajat és egy formulat, mely B-ben igaz, de .A-ban nem.

1.12. Definicié. A elemi részstruktirdja B-nek, ha egqyrészt részstruktirdja, mds-
részt minden A feletti k értékelésre és minden ¢ formuldra teljesiil, hogy

A ¢lk] & Bkl

Az 1.11 tétel (1) pontja szerint, ha A részstrukturaja B-nek, akkor A = ¢[k] <
B E ¢[k] teljesiil minden kvantormentes ¢ formuléara és A feletti k értékelésre. Az
el6z6 definici6 szerint A pontosan akkor elemi része B-nek, ha ez utobbi feltétel
minden (kvantoros és kvantormentes) ¢ formuléra teljesiil.

Nem minden részstruktira elemi rész. S&t, vannak olyan A, B struktiraparok,
hogy A részstruktura B-ben, A és B elemien ekvivalens (s6t izomorf), de A nem
elemi része B-nek. Legyen ugyanis B = (w, <) ahol < a szokasos rendezés. Legyen A
az a részstruktira B-ben, melynek alapalmaza A = {1,2,3....}. Ekkoraz f : B — A,
f(n) = n+1 fiiggvény egy izomorfizmus A és B kozott. Tehat az 1.9 (2) tétel miatt A
valéban elemien ekvivalens B-vel, és definici6 szerint részstruktira benne. Ugyanak-
kor A nem elemi rész: legyen ¢(v) az a formula, hogy ,,v a legkisebb elem” és legyen
k olyan A feletti értékelés, melyre k(v) = 1. Vilagos, hogy ekkor A = ¢(v)[k] de
B I~ ¢(v)[k].

Legyen n € w rogzitett szam. Jeldljiik F'orm,,-el azon formulak halmazat,mely-
ekben legfeljebb a vy, ..., v,,_1 valtozok szerepelnek. A n-ekvivalens B-vel, ha

Th(A) N Form, = Th(B) N Form,,.

A n-elemi rész B-ben, ha egyrészt részstruktiura benne, mésrészt minden ¢ €
Form,-re és minden A feletti k értékelésre A = ¢[k] < B | ¢[k].

1.13. Tétel. (Tarski-Vaught Teszt, Tarski—Vaught Kritérium.) Legyen A rész-
struktira B-ben. Ekkor

(1) Legyen n € w. A akkor és csak akkor n-elemi rész B-ben, ha minden Form,,-
beli Fv;p alaki formuldra és A feletti k értékelésre B = Jv,plk] esetén van olyan A

feletti k' = k értékelés, melyre B = ¢[k'].
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(2) A akkor és csak akkor elemi rész B-ben, ha minden Jv;p alaki formuldra
és A feletti k értékelésre B |= Tu;plk] esetén van olyan A feletti k' = k értékelés,
melyre B = ¢[k'].

Bizonyitas. Elgszor (1)-et igazoljuk. Azt kell megmutatnunk, hogy a kimondott
feltételek ekvivalensek azzal, hogy minden ¢ € Form,-re és A feletti k értékelésre

(*)  BEylk]l & AE k]

fennall. Ha ¢ atomi formula, akkor az 1.11 tétel (1) pontja szerint (x) mindig
teljesiil. Az Osszetettségre vonatkozo indukciot alkalmazunk: tegyiik fel, hogy -re
és 1-re (x) igaz. Ekkor

B = —plk] & B ¢lk] < A = ¢lk] & A = —plk], és hasonléan
B¢ Aokl & B ¢lk], B =Yk & Al olk], A= ¢k < A= o AYlk].

Végiil a kvantoros esetet kell meggondolni. Ahol az (1)-ben szerepls feltételt hasz-
naljuk, ,, felt.”-el jelezziik majd.

lt.

B = Juplk| T van olyan k' = k A feletti értékelés, melyre B = o[k'] “ van
olyan k' = k A feletti értékelés, melyre A |= o[k'] < A = Jvplk].

L

Ezzel belattuk, hogy az (1)-ben szerepl§ feltételbdl kovetkezik, hogy A n-elemi része
B-nek. Forditva, ha A n-elemi része B-nek, k egy A feletti értékelés és ¢ € Form,
olyan formula, hogy B |= Jup|k], akkor A = Jup[k]. Tehat van egy A feletti k' = k
értékelés, melyre A = ¢[k'] és ekkor B = ¢[k'], mert A egy n-elemi része B-nek.
Ezek szerint ha A n-elemi része B-nek, akkor az (1)-ben szerepld feltétel teljesiil.
(2)-hoz ezek utén elég annyit megjegyezni, hogy a formuldk Form halmazara
teljesiil, hogy F' = U, ¢, Form,, és A akkor és csak akkor elemi része B-nek, ha min-
den n € w-ra n-elemi része. |

1.14. Definicio. Legyenek .A = <A, fi)Rj>i€I,jEJ €s B = <B7fi>Rj>iel’,jeJ’ struk-
turdk. Azt mondjuk, hogy A a B reduktuma (vagy, hogy B az A kiterjesztése), ha
A=B,ICI',JCJ ésmindenicl,jc J-re fA=f5, R}‘l:Rf.

A tehat akkor reduktuma B-nek, ha tgy kaphatjuk meg, hogy B tipusabol el-
hagyunk (elfelejtiink”) néhany fiiggvényt és relaciot.

1.15. Tétel. Legyen A 7 tipusi struktira. Ekkor van A-nak olyan 7' tipusi A’
kiterjesztése, hogy A nyelvének minden ¢ = Yvy...Vv,_13v,p prenex-alaki formuld-
jdhoz van A" nyelvén egy prenex alaki V' = Yvg...Yv,_1¢" formula gy, hogy
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e 1)'-ben kevesebb egzisztencidlis kvantor van, mint 1-ben,
e A=Y és
o =1 = 1.

Bizonyitas. Minden, az allitdsban megadott alaki ¢ formulahoz bévitsiik 7-t egy
n-valtozos f, fliggvényszimbolummal, és interpretaljuk ezeket a kovetkezéképpen.
Adott ay, ...,a,_1 € A-ra legyen fy(ag,...,an—1) egy olyan b € A elem, melyre
A = plag, ...an_1,b], ha van ilyen. Ha ilyen b nincs, akkor fy(ao,...,a,—1) legyen
A tetszélegesen rogzitett eleme. Legyen ¢’ az a formula, melyet p-bél tgy kapunk,
hogy v, minden szabad el6fordulasat kicseréljiik f,(vo,...,v,—1)-re. Végiil legyen
' = Yug..Vu,_1¢'. Ekkor 1/ valoban prenex alakiu, és kevesebb egzisztencialis
kvantor szerepel benne, mint 1-ben, azaz teljesiil az allitds 1. pontja.

Tegyiik most fel, hogy valamely A feletti k értékelésre A’ | [k]. Ekkor
minden ayg, ...,a,_1 € A-hoz van b € A ugy, hogy A E ¢(ao,...,an_1,0)[k] azaz
A" E ¢(ag, ..., an—1)[k]. Mivel ez minden ay, ..., a,—; € A-ra teljesiil, ezért A" = o' [k]
is fennall.

Forditva, most azt tegyiik fel, hogy valamely B 7’ tipusu strukturara és B fe-
letti k& értékelésre B |= ¢'[k] teljesiil. Ekkor minden ay,...,a, 1 € B-re igaz, hogy
B = ¢'(ao, ..., an—1, fp(ao, ..., an—1))[k], ezért B |= v, p(ag, ..., an—1)[k]. Megint, mi-
vel ez minden aq, ..., a,,_1 € B-re igy van, kovetkezik, hogy B | ¢[k].

Az utols6 bekezdés szerint teljesiil az allitds 3. pontja; az utolsé két bekezdés
szerint pedig a 2. pontja is. |

Az el6z6 tételben szerepld f, fiiggvényeket a ¢-hez tartozé Skolem-fiiggvényeknek
nevezik. Egy formula egy struktiirabeli Skolemizaltjan olyan (esetleg b6vebb nyel-
ven felirt) univeralis formulat értiink, mely a szobanforgé struktirdban ekvivalens
az eredeti formulaval, és amibdl kovetkezik az eredeti formula. Egy formulédnak
természetesen tobb Skolemizaltja is lehet.

1.16. Tétel. (Leszdillo Lowenheim-Skolem tétel).

(1) Minden A struktirdnak van olyan C kiterjesztése, hogy C nyelvének min-
den formuldja ekvivalens C-ben eqy univerzdlis formuldval és ebbdl az univerzdlis
formuldbdl kovetkezik az eredeti formula (azaz C minden formuldjinak van C-beli
Skolemizdltja).

(2) Legyen A egy L-struktira, legyen k = |Form(L)| és legyen X C A. Ekkor
A-nak van olyan B elemi része, melyre X C B és |B| < |X|- k- Ny.

Bizonyitas. Ismét (1) bizonyitasaval kezdiink. Legyen A, = A és ha A,, valamilyen
n € w-ra definialt mar, akkor legyen A, .; = A/, ahol ez utébbi struktira A,-nek
az 1.15 tétel szerinti kiterjesztése. Végiil C' legyen A-nak az a kiterjesztése, melynek
tipusa az Osszes A, tipusainak uni6jaboél all. Megmutatjuk, hogy ez jo.

Legyen 1 a C nyelvének egy formuléja, ez ekvivalens egy prenex formulaval, ezért
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feltehetjiik, hogy 1) maga prenex alaki. 1 egy véges szimboélumsorozat, ezért van
olyan n € w hogy 1 mar az A, nyelvének is formuldja. Ha ¢ univerzalis formula,
akkor készen vagyunk. Ellenkez6 esetben van A, ; nyelvének olyan ¢/’ prenex alaku
formulaja, mely A, ;-ben (és igy persze C-ben is) ekvivalens 1)-vel, és melyben keve-
sebb egzisztencialis kvantor van. Ezt a gondolatmenetet annyiszor ismételve, ahany
egzisztencialis kvantor maradt 1)’-ben, adodik a kivant univerzalis formula.

(2) igazolasdhoz rozitsiik X-t és L minden ¢ formuldjidhoz tekintsiik a Sko-
lemizaltjaban szerepls Osszes fiiggvényszimbolumot (tehat az ujakat is): legyen
F = {f : f egy C-beli fiiggvényszimbolum, mely el6fordul L egy formulajanak
Skolemizaltjaban }. Vilagos, hogy |F| = &, hisz Form(L) elemeinek Skolemizaltjai-
ban mindig csak véges sok 1j fiiggvényszimbolum szerepel. Legyen Xy = X és ha
X,, adott mar, akkor legyen X,, .1 = X,,U{f(ao, ..., ax_1) : ag, ..., ap_1 € Xp, f € F}.
Végiil legyen B = U, ¢, X,. Ekkor B zart az A-beli (s6t, az F-beli) fiiggvényekre.
Ha ugyanis f € F' egy k valtozos ilyen fiiggvény, tovabba ay, ..., a1 € B, akkor van
olyan n € w hogy ag, ...,ar_1 € X,, és ezért f(ag,...,ax_1) € X,y1 C B is teljesiil.
B tehat A egy részstrukturajanak alaphalmaza, legyen B a hozzé tartozo A-tipusi
részstruktura és legyen B’ a C F tipusiu reduktuméanak az a részstruktiraja, melynek
B az alaphalmaza. Vilagos, hogy B reduktuma B'-nek. Allitjuk, hogy B elemi része
A-nak. Tegyiik fel ugyanis, hogy A = p[k| valamely B feletti k értékelésre. Legyen
¢ a ¢ Skolemizaltja, ekkor C |= ¢'[k]. Ez a Skolemizalt ¢’ egy univerzalis formula,
ezért az 1.11 tétel miatt B’ = ¢'[k] ezért (1) miatt (részletesebben: az 1.15 tétel 3.
pontja ismételt alkalmazasai miatt miatt) B’ = (k] vagyis B | p[k]. Forditva, ha
A W= plk] akkor A | —plk] és igy az el6z8ek szerint B = —p[k], vagyis B £~ o[k].
Ezek szerint A | plk| és B = ¢[k] egyszerre teljesiil vagy nem teljesiil, igy B valo-
ban elemi rész A-ban.

Végiil figyeljiik meg, hogy |F| = k miatt

1X4] < [P - (|X] + Ro),

[ Xo < k- (1X0] +Ro) < k- (| X[+ Ro)
és hasonléan minden n € w-ra | X, 11| < k- (| X|+R0) ezért |B] < Ry (k- (| X[+Ng)) <
| X k- N |

1.4. Lancok, elemi lancok

A fejezet egyik f6 célja bemutatni egy V3-formulak igazsagat megérzé modell-
konstrukciés modszert.

1.17. Definicié. Legyen o rendszdm és legyenek (Ag : [ < ) azonos tipusi struk-
turdk. Ha minden v < 3 < a-ra teljesil, hogy A, (elemi) részstruktirdja Ag-nak,
akkor (Ag : 0 < a)-t (elemi) lancnak nevezzik.

Vilagos, hogy struktirak egy elemi lanca lanc is. Legyen (Ag: 3 < a) egy lanc
és legyen A = Ug,Az. Ekkor minden a € A-hoz van olyan 3 < a hogy a € Ag;
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legyen v(a) =min{f < a: a € Ag }.

Lancunk limeszén (vagy unidjan) a kovetkezd A strukturat értjiik. A alaphal-
maza A = UgcoAp; ha f n-valtozos fiiggvényszimboélum a lanc struktarainak kézos
nyelvében és ay,...,a,—1 € A akkor legyen u = max{v(a;) : i < n}. Mivel
Avtao)s s Av(a,_,) mind részstruktira A,-ben, ezért A értelmezve van ay, ..., n_1-
en. Legyen

fA(a07 ) an—l) = fAH (a07 sy a’n—l)a

vilagos, hogy minden \ > u-re f4(aq, ..., an_1) = f**(ay, ..., a,—1). Hasonléan, ha R
egy m-valtozos relaciészimbolum és ag, ..., a1 € A, akkor legyen = mazx{v(a;) :
i <m} és definialjuk RA-t igy:

R'A(ao, ceey an_l) & RA (ao, cery an_l).

Megint, a feltétel jobboldalan pu-t kicserélhetnénk egy tetszéleges A > u rendszam-
ra. Az elnevezést az indokolja, hogy ha a szébanforgd fliggvényekre és relaciokra
tigy gondolunk, mint halmazokra, akkor a konstrukci6 szerint fA = Uz, f?% és
RA = Us.,R*5. Ennek megfelelGen, az (Ag : 3 < o) lanc limeszét Uge, Ag-val (is)
fogjuk jeldlni.

Figyeljiik még meg, hogy ha o rakovetkezd rendszam, mondjuk o = 6 + 1, akkor
az (A : f < «) lanc limesze azonos az A; strukturaval. Ezért a konstrukcié akkor
igazan érdekes, ha o limeszrendszam.

1.18. Tétel. Legyen az (Ag: § < a) ldnc limesze A. Ekkor
(1) Minden < a-ra Ag részstruktira A-ban.
(2) Ha (Ag : B < a) egy elemi ldnc, akkor minden 3 < a-ra Ag elemi része A-nak.

Bizonyitas. (1) vilagos: Az alaphalmaza része A-nak, és A miiveletei és relacioi
Ap megfelel6 miveleteinek illetve relaciéinak kiterjesztései.

(2) igazolasdhoz a formulék Gsszetettsége szerinti indukciot fogunk alkalmazni.
Legyen 3 < a rogzitett, legyen ¢ egy atomi formula és legyen k egy Ap feletti ér-
tékelés. Ekkor az 1.11 tétel és a most igazolt (1) pont miatt

(x) A= glk] és Ag = ¢[k] egyszerre teljesiil.

Tegyiik most fel, hogy minden 5 < «-ra és minden Ag feletti £ értékelésre (x)-
ot igazoltuk mar a ¢ és a ¢ formuldkra. Ekkor a ¢ A 1 illetve a —¢ formulékra
attérés példaul az 1.11 tétel bizonyitasidbol masolhaté rutinmunka.

Tegyiik végiil fel, hogy A |= Jup[k]. Ekkor van olyan k' = k A feletti értékelés,
melyre A = ¢[k']. Legyen p = max{3,v(k(v))}, ekkor k" egy A, feletti értékelés.
Az indukcios feltevéseink szerint ekkor A, |= ¢[k']. Mivel Ag elemi rész A,-ben,
van olyan k” = k' Ag feletti értékelés, melyre Ag = k"], azaz Az = Juip[k], hiszen
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k" = k' = k. Végiil forditva, ha Ag = Jvp[k], akkor alkalmas k' = k Ag feletti ér-
tekeléssel Ag |= p[k'] ezért az indukcios feltétel szerint A = ¢[k'] azaz A | Juplk].
Ezzel (x)-ot belattuk Jvp-re is minden 8 < « -ra és Ag feletti k értékelésre. |

A kovetkezs tételben megmutatjuk, hogy V3-formulak igazsaga 6roklgdik lancok
limeszére: ha egy ilyen formula egy lanc minden struktiréjaban igaz, akkor a limesz-
struktiraban is igaz marad.

1.19. Tétel. Legyen az (Ag : B < «) ldnc limesze az A struktira, €s tegyik fel, hogy
@ = Vro..Vr,_13yo... 3yt egy olyan V3 formula, melyben 1) mdr kvantormentes, és
minden 3 < a-ra teljesil, hogy Ag = ¢. Ekkor A = .

Bizonyitas. Legyen ag,...,a, 1 € A tetsz6leges, meg kell mutatnunk, hogy van
olyan by,...,bp,—1 € A, hogy A = vlag,...,an-1,b0, ..., byn_1]. Ehhez legyen u =
maz{v(a;) : 1 < n}, ekkor ao, ..., a,—1 € A,. Mivel A, |= ¢, van olyan by, ..., b,,_1 €
A,, hogy A, = ¢[ag, ..., an_1,bo, ..., by—1]. Azonban 1 kvantormentes, ezért az 1.11
tétel szerint A = ¢[ag, ..., ay_1, bo, ..., byy—1], ahogy kivantuk. |

1.5. Homomorf képek, direktszorzatok

Ebben a részben a cimben szerepld, algebrai tanulményainkbd6l is ismert konst-
rukciokat altalanositjuk tetszéleges strukturakra.

1.20. Definicié. Legyenek A = (A, g3, R;“)Z-e],jej és B = <B,giB7R§3>Z’€],j€J azonos
tipusi struktirdk. Az f : A — B fiigguvényt homomorfizmusnak nevezziik, ha teljestil,
hogy minden v € [-re és j € J-re

® ha g, ..., ar(g)—1 € A akkor f(g(ag, ..., ar(g)—1) = 9P (f(a0), ..., far(g)-1)) €s

e ha Qg -+ Ar(R;)—1 € A akkor <CLO, ceey aT(Rj),ﬁ S R'A = <f(a0), ceey f(aT(Rj),l)) S
RE.

Tehat az izomorfizmusok pontosan a bijektiv homomorfizmusok. Az injektiv ho-
momorfizmusokat bedgyazasoknak nevezziik. Azt mondjuk, hogy az A struktiura
elemien beagyazhato B-be, ha van olyan f : A — B beédgyazés, melynek értékkész-
lete elemi rész B-ben; A pontosan akkor dgyazhato (elemien) B-be, ha A izomorf B
egy (elemi) részstrukturajaval.

Feladat. Egy formulit pozitivnak neveziink, ha az atomi formulakbdl felépithets
az A\, V, 3,V 6sszekots jelekkel. Igazoljuk (példaul Gsszetettség szerinti indukcioval),

hogy ha f : A — B egy sziirjektiv homomorfizmus, akkor minden pozitiv ¢ for-
muléra és A feletti k értékelésre A = plk] & B | ¢[f o k].
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1.21. Definici6. Legyen L eqy elsdrendid nyelv és legyen A egy L-struktira. Ve-
zesstink be A minden eleméhez eqy 1j c, konstansszimbdlumot, melyet A-ban inter-
pretdljunk a-val. A kibdvitett nyelvet L o-val jeldlyik.

o A diagrammga (melyet A(A)-val jelolink) az dsszes olyan La-beli atomi for-
muldkbol dllo halmaz, mely formuldk igazak A-ban €s nincs benniik vdltozo.

o A elemi diagrammja (melyet A.(A)-val jelolink) az dsszes olyan L a-beli elsd-
rendtd formuldkbol dllo halmaz, mely formuldk igazak A-ban és nincs benniik szabadon
eléfordulo vdltozo.

Feladat. Legyen K3 a 3 csucsu teljes graf. Adjuk meg K3 diagrammjat.

1.22. Tétel. Legyenek A és B L-struktirdk.

(1) A akkor és csak akkor dgyazhatd be B-be ha B-nek van olyan L, nyelvi B
kiterjesztése, hogy B' = A(A).

(2) A akkor és csak akkor dgyazhatd be elemien B-be, ha B-nek van olyan L
nyelvii B’ kiterjesztése, hogy B = Ac(A).

Bizonyitas. (1) igazolasahoz elGszor tegyiik fel, hogy f : A — B egy beagya-
zés. Minden a € A-ra legyen & = f(a) és legyen B = (B,c5),ca. Ekkor
B = A(A) a kovetkez6k miatt. Legyen By az [ értékkészletének megfelels 5-
beli részstruktura. Ekkor f egy izomorfizmus A és By kozott. Ezért tetszéle-
ges R(cuyy-Ca, ) € A(A) atomi formulara az 1.9 és 1.11 tételek miatt A =
Rlag, ...,an—1] < By | R[f(ag), ..., f(an-1)] & B E R(Cay,--sCa,_,). Forditva,
ha B-nek egy B’ kiterjesztése modellje A(A)-nak, akkor legyen minden a € A-ra
f(a) = cB. Bz az f fiiggvény injektiv, mert ha a és b kiilonbozé A-beli elemek, ak-
kor ¢, # ¢, € A(A), és mivel B' = A(A), ezért f(a) = B # & = f(b). Hasonléan
igazolhato, hogy f homomorfizmus is.

Hasonloan, (2) igazolasahoz elGszor tegyiik fel, hogy f : A — B egy elemi beagya-
zas és legyen By az f értékkészletének megfelel6 részstruktira B-ben. A feltételek
szerint A és B, izomorfak és B, elemi része B-nek. Legyen megint minden a € A-ra
B = f(a). Vilagos, hogy f izomorfizmus marad (A, a)eeca és (Bo, 2 )aca kbzott,
ezért ez utobbi struktira modellje A.(A)-nak.

Legyen ©(Cagy -y Ca,_1) € Ac(A), legyen ¢ az az L nyelvi formula, melyet ¢-b6l
ugy kapunk, hogy a c,, konstansszimbo6lumokat rendre a megfelels v; valtozora cserél-
jiik, és legyen k az a B feletti értékelés, melyre k(v;) = caB; minden v;-re. Vil4gos,
hogy B’ |= ¢ és B | ¢'[k] egyszerre teljesiil, vagy nem teljesiil. Az el6z6 bekezdés
miatt azonban (By, 5 )eca = A(A) ezért minden ¢ € A (A)-ra By = ¢/[k]. De By
elemi része B-nek, ezért B = ¢'[k] és igy B = ¢ azaz B' = A (A).

Végiil forditva, most azt tegyiik fel, hogy B egy alkalmas B’ kiterjesztése modellje
A.(A)-nak. Mint (1) bizonyitasanal, legyen most is minden a € A-ra f(a) = 5.
Mivel A(A) C A (A), ezért (1) szerint f bedgyazas, legyen By az f értékkészletének
megfelel részstruktira B-ben. azt kell igazolni, hogy ez elemi része B-nek. Ehhez
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az 1.13 Tarski-Vaught tételt fogjuk alkalmazni: legyen ¢ € Form(L) és legyen k
egy By feletti értékelés, melyre igaz, hogy B = Jvp[k]. Legyen ¢ az a formula,
melyet Ggy kapunk ¢-bdl, hogy minden szabadon eléfordulé v; valtozot cp—1((y,))-re
cseréliink. Ekkor B = Jvi) és ) € A (A). Emiatt (A, a),ca = Jvip, azaz van olyan
b e A, hogy (A, a)eeca |E ¥[b] tehat (A, a)eea E ¥(cp). Ezek szerint ¢(c) € A(A)
és ezért B' = 1(cy). Legyen k' az az értékelés, mely v-t P -re képezi, a tobbi val-
tozot ugyanoda, ahova k. Ekkor k' egy By feletti értékelés és B’ |= o[k, vagyis a
Tarski-Vaught Teszt miatt By valoban elemi része B-nek. |

Az elemi beagyazas fogalmat altalanositja a kdvetkezs definicié.

1.23. Definicié. Legyenek A és B azonos tipusi struktirdk. Az f figgvényt A és
B kiozotti elemi leképezésnek nevezziik, ha dom(f) C A (tehdt f esetleg csak A egy
valddi részhalmazdn van értelmezve) és minden dom(f) feletti k értékelésre és ¢

formuldra teljesiil, hogy A |= ¢[k] < B = ¢[f o k.
Az elemi leképezéseket a 2.8 fejezettsl kezdve fogjuk hasznélni.

1.24. Definicio. Legyen L eqy nyelv, I eqy halmaz és legyen minden i € I-re A,
eqy L-nyelvi struktira. Az A = ;1 A; direktszorzat-struktiurdt o kévetkezd maodon
definidljuk:
o A alaphalmaza az A; struktirdk alaphalmazainak direktszorzata: A = Il;cr A;;
e Ha f eqy n-vdltozds L-beli fiigguényszimbolum, akkor minden s, ..., S,—1 € A-ra

FA(80, oy Sne1) = (A (50(0), ..., 5p1(@)) i € T);
e Ha R egy m-vdltozds L-beli reldcidszimbolum, akkor minden s, ..., S;m_1 € A-ra
RA(80, oy 8m1) & (Vi € I)RA(80(i), ..., Sm_1(7)).

Egy direktszorzat elemei tehat a komponens-struktirédk alaphalmazainak ki-
valasztési fiiggvényei, és a direktszorzat miiveletei és relacidi koordinatanként hat-
nak”.

Feladat. Azt mondjuk, hogy ¢¢ A ... A ¢,_1 = 1 egy implikaciés formula, ha
0, -y Orn—1 €s 1 atomi formulédk. Legyen ¢ = Qovg...Qrvro olyan prenex formula,
melyben ¢ implikacios formula. Igazoljuk, hogy ¢ igazsaga 6roklédik direktszorzat-
ra, azaz ha minden i € I-re A; = ¢ akkor I;c;A; | .
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2. Ultraszorzatok

Ebben a fejezetben (pontosabban a 2.4 alfejezetben) a modellelmélet egyik igen
érdekes és hasznos konstrukci6javal ismerkediink meg. A konstrukci6 leirdsahoz
tovabbi el6késziiletek kellenek; az elGkésziiletek soran bevezetett fogalmak onma-
gukban is érdekesek, sok mas logikan kiviili alkalmazasuk is van. Ezekre aldbb ki is
tériink.

2.1. Szirdk és ultraszirsk

Az ultraszorzat konstrukcié ismertetése el6tt a sziirG és ultrasziir6 fogalmat
fogjuk felidézni. Ezek mar ismertek lehetnek kordabbi algebrai, topologiai, halmazel-
méleti tanulméanyainkbol.

2.1. Definicid. Legyen B egy Boole-algebra. Az F C B halmazt B-beli szirdnek
nevezziik, ha a kovetkezd tulajdonsdgok teljestilnek minden x,y € B-re.

o F#£()és 08¢ F,

e Ha x,y € F akkor x Ny € F (metszet-zdrtsdg),

e Hox <y ésx € F akkory € F (felszdllo tulajdonsdg).
Az F szirot ultraszirének nevezziik, ha minden x € B elemre teljesiil, hogy x € F
vagy —x € F.

Egyetlen B-beli U/ ultrasziirére és x € B-re sem teljesiilhet, hogy v € U és —x € U
mert ebben az esetben a metszet-zartsag miatt 0 € U kovetkezne, ami ellentmond
a szlir6k definiciojaban szerepls els6 tulajdonsidgnak. Az els§ tulajdonsag miatt 08
nem eleme U-nak, ezért az utolsé tulajdonsag miatt —0% = 18 € Y. Az is vilagos,
hogy a metszet-zartsag miatt I ,véges metszetre is zart”, azaz akiarhogyis valasztunk

U-bol tetszblegesen sok, de véges szamu elemet, ezek metszete szintén U-beli lesz.

Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy B Boole-algebra egy F' részhalmazara teljesiil,
hogy

« 05 ¢ P F#£0,

e haz,yec Fakkorx Ay € F|,

e minden a € B-re a € F' vagy —a € F,
akkor F' ultrasz(ir6 B-n.

Gyakran fogunk azzal az esettel talalkozni, amikor a B Boole-algebra egy [
halmaz hatvanyhalmaza (a halmazelméleti N-el és az I-re vonatkozé komplemen-
tumképzéssel, mint mtiveletekkel). Ebben az esetben a rovidség kedvéért P(I)-beli
(ultra)sztirGk helyett I feletti (ultra)szlirGkrsl fogunk beszélni.

Az T feletti sziirGket tgy képzelhetjiik el, mint I (valamilyen szempontbol) nagy
részhalmazainak egy csaladjat. Legyen ugyanis F egy sziir6, és legyen pr : P(I) —
{0,1} a kovetkez6 fiiggvény: minden x C [-re
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pr(r) =1, haz e F,
pr(xr) =0,hal—z€eF,
Ha az el6z6 feltételek egyike sem teljesiil, akkor z-n p+ nincs értelmezve.

Ekkor pr egy monoton, végesen additiv halmazfiiggvény, melyre pz(0) = 0 és
pur(I) = 1. Az ilyen halmazfiiggvényeket 0 — 1 mértékeknek szokés nevezni. Legyen
most 1 egy 0 — 1 mérték, és legyen F, = {x C I : pu(x) = 1}. Ekkor F,, egy sz(ir6
I felett.

Latjuk tehat, hogy a sziir6k és a 0 — 1 mértékek kolcsondsen egyértelmiien meg-
feleltethet6k egymasnak. Ennek megfelelen, ha egy tulajdonsag egy sziirGelem
(vagyis nagy halmaz) minden elemére teljesiil, akkor azt is mondjuk, hogy a tulaj-
donsig majdnem mindeniitt teljesiil.

Ha F ultrasziirg, akkor I minden részhalmaza mérhet6 pz szerint. Most meg-
mutatjuk, hogy minden nemiires halmaz felett vannak ultrasziirgk.

2.2. Tétel. Legyen I nemiires halmaz és legyen a € I tetszdleges elem. Ekkor az
U ={xCl:a€ux}
halmazrendszer eqy I feletti ultrasziro.

Bizonyitas. Az ultrasziir6k definiiciojaban szerepld tulajdonségokat kell ellenérizni.
Vilagos, hogy 0 & U, ¢és {a} € U, miatt, hogy U, # (. A felszallo tulajdonsag is
nyilvanval6é. U, zart metszetre, mert ha x,y C U,, akkor a € z,y ésigy a € x Ny
ezért x Ny € U,. Végiil tetsz6leges x C [-rea € x vagy a € [ —z, tehat v és [ — x
valamelyike U,-beli halmaz. |

Ha U olyan ultraszlré I felett melyhez van a € I hogy U = U,, akkor U-t az
a-hoz tartozé fésztirének nevezziik. Altalaban, ha B egy Boole-algebra és a € B
akkor az F, = {x € B : a < z} halmaz az a-hoz tartozo f6sziir6. F, pontosan
akkor ultrasziir6, ha a atom B-ben.

Ha I véges halmaz, akkor I felett minden ultrasziir6 {6sz(irs, azaz véges alaphal-
maz esetén ez az egyetlen mod amivel ultrasziir6t konstrudlhatunk.

Tegyiik fel ugyanis, hogy U nemfs ultrasziir6 a véges I halmaz felett. Ekkor min-
den a € I-re az teljesiil, hogy I — {a} € U. Mivel azonban I véges, NyerI —{a} €U
kovetkezne, mert U véges metszetre zart. Ugyanakkor N,e; I — {a} = (), ellent-
mondva annak, hogy egy szlir§ az iires halmazt nem tartalmazhatja.

Végtelen alaphalmaz felett a kdvetkezSképpen konstrualhatunk nemfs sziirét.
Legyen [ végtelen halmaz, és legyen

F={x CI: I—x véges halmaz }.

23



Konnyen ellenérizhets, hogy ez a halmazrendszer sztir§. F-et az I feletti Fréchet-
sziirének nevezziik. A Fréchet sziir6 nem ultraszi(ir, mert /-nek van olyan végtelen
részhalmaza melynek komplementuma is végtelen. Kévetkezs célunk, hogy igazoljuk
nemfs ultrasziirGk 1étezését is.

2.3. Definicié. Legyen B Boole-algebra, U C B. Azt mondjuk, hogy U rendelkezik
a véges metszet tulajdonsdggal, ha akdrhogyis vdlasztunk U-bol tetszdleges szamai, de
véges sok elemet, ezen elemek metszete nem eqyenld 05 -vel .

Az el6bbi definicioban nem koveteltiik meg, hogy az U elemeibdl képzett metszet
maga is U-beli legyen — csak azt irtuk el6, hogy ez a metszet ne a nullelem legyen.

2.4. Tétel.

(1) Ha U véges metszet tulajdonsdgi nemiires halmaz a B Boole-algebrdban, akkor
van (a halmazelméleti tartalmazds szerint) legkisebb olyan F B-beli szird, amely
tartalmazza U-t (ezt az F-et az U dltal generdlt szirdnek nevezziik).

(2) Ha F sziré B-ben, akkor van olyan U ultraszird B-ben, melyre F C U.

Bizonyitas. (1) igazolasdhoz tegyiik fel, hogy U véges metszet tulajdonsagi, és
tekintsiik az

F={xeB: o, sYn-1€U) Yo A .. ANYp—1 < x}

halmazt. Mivel U véges metszet tulajdonsagi, 0% ¢ F és nyilvanvald, hogy U C F,
igy F nem az iireshalmaz. Az is vilagos, hogy F felszallo. Végiil, megmutatjuk,
hogy F metszetre zart. Ha z, 2’ € F, akkor vannak yo,...,¥n—1 €S ¥Y{, ..., Y1 €
U elemek, melyekre yo A ... Aypy < & és yy A ... ANy, < 2/. De ekkor
Yo N e AYn A AYGA o ANyl <z N2l azaz x AN’ € F.

F tehat egy U-t tartalmaz6 szlir6. Ugyanakkor a véges metszetre vald zartsag
és a felszalld tulajdonsdg miatt minden U-t tartalmazé sziir6nek tartalmaznia kell
F-et is. Ezzel (1)-et igazoltuk.

(2) igazolasahoz tekintsiik az Gsszes F-et tartalmazo szlir6k H halmazat, vagyis
legyen

H={GCB: FCG, G szir6}.

‘H-t a halmazelméleti tartalmazés részbenrendezi, e részbenrendezett halmazra a
Zorn-lemmat szeretnénk alkalmazni. Ehhez meg kell mutatni, hogy H minden li-
nearisan rendezett részhalmazéanak van felsé korlatja H-ban.

Legyen tehat H C ‘H olyan részhalmaz, melynek barmely két eleme 6sszehason-
lithato, azaz H elemei olyan (F-et tartalmazo) szlirGk, melyek koziil barmely ketts
része vagy kiterjesztése a mésiknak. A tartalmazas szerint UH H egy fels6 korlatja.
Meg kell megmutatnunk, hogy UH € H, vagyis, hogy UH maga is sziir6. Nyilvan-
valo, hogy 08 ¢ UH és ) # F C UH miatt H # (). Ha 2 < y és x € UH akkor van
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olyan G € H melyre x € G. De G sziir6, ezért y € G és emiatt y € UH azaz UH
felszall6. Veégiil, ha x, 2’ € UH, akkor vannak olyan G,G’ € H melyekre x € G és
' € G'. H linearisan rendezett a tartalmazas szerint, ezért G és G’ koziil az egyik
tartalmazza a maésikat, legyen mondjuk G a nagyobb. Ekkor z,z’ € G. Viszont G
metszetre zart, igy x Az’ € G C UH azaz UH metszetre zart. Ezzel belattuk, hogy
UH € H. Emiatt H-nak van fels6 korlatja H-ban.

Az el6z6 bekezdés szerint alkalmazhaté a Zorn lemma a (H, C) részbenrendezett
halmazra, legyen U egy maximalis elem H-ban. A konstrukci6 miatt U egy F-et
tartalmazo szlir. A bizonyitas befejezéseképpen megmutatjuk, hogy U ultrasziiré.

Ha nem ez volna a helyzet, akkor lenne olyan x € B melyre + ¢ U és —x ¢ U
teljesiilne. Ugyanakkor & U{z} nem lehet véges metszet tulajdonsagi halmaz, mert
ekkor (1) miatt /-nal bdvebb sziirGt generalna, ami &/ maximalis volta miatt lehe-
tetlen. Tehat vannak olyan vy, ..., y,_1 € U elemek, melyekre

TAY A . A Yp_1 = 05,

vagyis —z > yo A ... A y,—1. Teljesen hasonloan U U {—x} sem lehet véges metszet
tulajdonsagi, ezért vannak olyan v, ....y,, ; € U elemek, melyekre

—TAYGNA e AN Y1 = 05,

azaz x > yp/A\...Ay., ;. Viszont ekkor 08 = 2A(—2) > yoA...AYn 1 AYGA..AYL, | €U
kovetkezne, ami lehetetlen, mert U sziirG. |

Ezek szerint végtelen halmazok felett vannak nemf& ultrasziirgk, hiszen a Fréchet
sziir6 az el6z6 tétel miatt kiterjeszthetd egy U ultrasziirGvé és ez a kiterjesztés nem
lehet f@sziirG, hiszen a Fréchet szlir§ tartalmazza az alaphalmaz véges részeinek
komplementumait. Ezért U/ nem tartalmaz véges halmazokat, tehat az alaphalmaz
egyetlen a elemére sem teljesiilhet, hogy {a} € U.

2.5. Tétel. Legyen U wultraszird az I halmaz felett, legyen J € U és tegyiik fel,
hogy a Jy, ..., Jn_1 C J pdronként diszjunkt halmazok unidja eqyenld J-vel. Ekkor
pontosan eqy i € n van, melyre J; € U.

Bizonyitas. Ha lennének olyan kiilonb6z6 ig,7; < n indexek, melyekre J;, € U és
Ji, € U is fennéllna, akkor () = J;, N J;, € U kovetkezne, ami lehetetlen. Tehat
legfeljebb egy i-re teljesiilhet, hogy J; € U.

Ugyanakkor van olyan ¢, melyre J; € U teljesiil, ugyanis ellenkez6 esetben min-
den i-re I — J; € U kovetkezne, ami a DeMorgan azonossagok szerint U Z [ — J =
Niend — J; € U ellentmondéshoz vezetne. [ |
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E bizonyitas ugyanazon az egyszerti gondolaton alapszik, amivel megmutattuk,
hogy véges halmazok felett minden ultrasziir6 f6szlir6. Ennek megfelelGen, a 2.5
tételbdl is konnyen kovetkezik, hogy véges halmaz felett minden ultrasziir6 {6sziir6:
ha I véges halmaz, akkor a J, = {a} valsztassal a {J, : a € I} halmazrendszer
eleget tesz a tétel feltételeinek.

2.2. Szirdterek

Egy rogzitett Boole-algebrabeli ultrasziir6k osszessége egy topologikus teret al-
kot. Ebben az alfejezetben e terekkel ismerkediink meg. Tobbek kézétt megmutat-
juk, hogy ezek kompakt Hausdorft-terek.

2.6. Definicié. Ha B egy Boole-algebra, akkor U(B) jeloli a B-beli ultraszirdk hal-
mazdt. Ha € € B akkor N. = {x € U(B) : ¢ € z}.

Konnyen lathato, hogy ha €,0 € B akkor

(1) N. N Ns = Ne/\éa

(2) U(I) — N. = N_,,

(3) Nogs = 0 (hiszen 0° egyetlen B-beli ultrasziirének sem eleme).
Ezek szerint az { N, : ¢ C I} halmazrendszer véges metszetre zart és igy egy topolo-
gia bazisat alkotja. A generdlt 7 topologiat nevezziik B Stone-terének. A teljesség
kedvéért megjegyezziik, hogy a Stone-térben a nyilt halmazok 7 rendszere a kovet-
kezé.

7 ={U.erN. : T C B}

B Stone-tere tehat a B* = (U(B), 7) tér. Természetesen az N. halmazok nyiltak,
ezeket elemi nyilt halmazoknak nevezziik. (2) miatt elemi nyilt halmazok komle-
mentumai is (elemi) nyiltak.

2.7. Tétel. Tetszdleges B Boole-algebra Stone-tere kompakt Hausdorff-tér.

Bizonyitas. Elgszor azt mutatjuk meg, hogy B* Hausdorff-féle azaz barmely elem-
parja diszjunkt nyilt halmazokkal szétvalaszthatd. Ha ugyanis x és y két kiillonb6z6
ultrasziir6 B-ben, akkor van olyan ¢ € B melyre ¢ € x és —¢ € y. Vagyis x € N,
és y € N_.. Ezek szerint az N., N_. — melyek nyilt és diszjunkt halmazok — szét-
valasztjak z-t és y-t.

Most azt mutatjuk meg, hogy B* kompakt. Legyen H zart halmazok egy vé-
ges metszet tulajdonsidgn rendszere, azt kell igazolni, hogy NH # 0. (2) mi-
att a Stone-tér minden zart részhalmaza elemi nyilt halmazok metszete, ezért a
H' = {N. : (3h € H)h C N.} halmaz szintén véges metszet tulajdonsigi és
NH = NH'. Ezért (H-rol esetleg H'-re attérve) feltehetd, hogy H elemei elemi
nyilt halmazok: H = {N. : ¢ € T'}. Itt I' C B és ha &,....,e,_1 € I', akkor
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€0 A ... ANe,—1 nem a nullelem (ellenkezs esetben ugyanis H véges metszet tulajdon-
sdga miatt ) # N., N ... NN, _, = Negaone,, = Nos = () ellentmondéas kovetkezne).
A 2.4 tétel (1) majd (2) pontja miatt I' kietjeszthetS egy z ultrasztirGvé. Ekkor
tetszoleges N. € H-rae € I' C x vagyis x € N, azaz v € NH. |

2.8. Tétel. A B-beli x ultraszird akkor és csak akkor fdszird, ha B*-nak izoldlt
pontja.

Bizonyitas. Ha = fGsziirG, akkor van olyan a € B atom, melyre x = F,, ekkor az
N, egy olyan elemi nyilt halmaz, melynek egyetlen eleme x, vagyis = izolalt pont.
Forditva, ha z izolalt pont, akkor van olyan ¢ € B, hogy N. egyetlen eleme z.
Ugyanakkor az F. szlirGt tartalmazo6 Gsszes ultrasziir6 eleme N.-nak. Ezek szerint
pontosan egy ultraszlir§ van, ami F.-t kiterjeszti, vagyis F. maga egy ultrasziir6.
Végiil z nyilvanvaloan egy F.-t kiterjeszt6 ultrasziir6, azaz v = F., vagyis z {6sziir6.

|

Ezekbél konnyen adddik, hogy ha B* végtelen, akkor van nemf6 ultrasziré B-
ben. Ugyanis B* kompakt tér, igy ha végtelen, akkor van torlédasi pontja (azaz
olyan pont, melynek minden kdrnyezetében végtelen sok tovabbi pont van), ez a
pont teh&t nem izolalt, vagyis nem fGsziird.

Ha B megszamlalhat6 Boole-algebra, akkor B* metrizalhat6: soroljuk fel tetszd-
leges sorrendben B elemeit, mondjuk B = {b, : n € w} és legyen 6 : 2(B*) — R a
kovetkez§ fiiggvény. Ha x = y akkor legyen §(z,y) = 0. Ha x # y akkor van olyan
n € w, hogy b, x és y koziil pontosan az egyiknek eleme. Ilyenkor azt mondjuk,
hogy x és y b,-nél eltér. Legyen d(z,y) = 1/n, ahol n az a legkisebb szam, melyre
x és y eltér b,-nél. Nyilvanvalo, hogy § szimmetrikus, és pontosan akkor lesz 0 az
eredmény, ha a két argumentum egyenlé. A haromszog egyenlGtlenség is teljesiil,
mert ha = és z b,-nél eltér, akkor y vagy z-t6l vagy pedig z-t&l eltér b,-nél, vagyis
d(z,2) < d(y,x) vagy d(z, 2) < d(y, z) és igy d(z,2) < d(z,y) + (y, 2).

Konnyt 4tgondolni, hogy a ¢ altal meghatarozott topologia éppen a Stone-tér
topologia. ezek szerint két ultrasziiré annal kozelebb van egyméashoz § szerint, minél
hosszabb kezd&szeletet kell venniink {bg, b1, by, ... }-ben, mig elériink a két ultrasziirs
kozti elsd eltérésig.

2.3. Kombinatorikus alkalmazasok

Az ultrasziir6(tere)knek sok kombinatorikus alkalmazasa van, a kapcsolatok
szisztematikus feltérképezése egy kiilon kutatasi teriilet, mely jelenleg is aktiv. Eb-
ben a fejezetben két ilyen kombinatorikus alkalmazéist mutatunk be.

Az els6 ezek koziil a klasszikus Ramsey tételkor. Ezeket a tételeket sok més
modon is lehet bizonyitani, az &ltalunk adott bizonyitassal elsGsorban a sziirGterek
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egy érdekes alkalmazéasat szeretnénk bemutatni. Tovabba ezekre a tételekre késGbb
sziikségiink is lesz.

A masik alkalmazas Hindman tételének Glazer-féle igazolasa. A bizonyitast ér-
dekessége miatt kozoljiik, Hindman tételére nem lesz sziikségiink késGbb.

2.9. Definicié. Ha A halmaz, \ pedig szimossdg, akkor [A]* jeloli A \ szdmossdgi
részhalmazainak halmazdt.

Az f: [A]" — k alaku fiiggvényeket az [A]" egy k-szinezésének nevezziikk. B C A
homogén az f-re nézve, ha f konstansfiiggvény [B]"-en.

Legyen most f : [w|" — k egy szinezés. B C w prehomogén f-re nézve, ha
tetsz6leges x € [B]" !-re, és x minden eleménél nagyobb a,b € B-re f(z U {a}) =

f(zU{b}).

2.10. Tétel. Legyen n,k € w, n > 2,k > 1 tetszdleges, és legyen f : [w]" — k egy
szinezés. Ekkor van olyan végtelen B C w mely prehomogén f-re.

Bizonyitas. Legyen U egy tetsz6leges nemfs ultrasziir6 w-n. Rekurziéval mega-
dunk egy nové (b, € w : i € w) és egy csokkens (/; C w : i € w) sorozatot gy,
hogy minden ¢ € w-ra teljesiiljenek az alabbi kikotések:

bi—1 < by,

L, 2L el,

b, € I, és

minden z € [{b; : j < i}]" '-re és minden a,b € [;-re f(z U {a}) = f(z U {b}).
E sorozatok kezd@szeletei legyenek a kovetkezSk: by < ... < b,_o tetszGleges és
legyen Iy = ... = I, o = w. Ezekre a kezd@szeletekre (i < n — 2-ig) trivialisan

teljesiilnek a feltételek (az utols6 azért mert {bo, ..., b, 3}-nak nincs n — 1 elem
részhalmaza). Tegyiik fel, hogy minden j < i-re megadtuk méar a feltételeknek ele-
get teve b;-t és I;-t. Legyen a b;-k maximuma c és minden c-nél nagyobb d € I;_;-re
fa: [{b; : j < i}]"' — k legyen az a fiiggvény, melyre fy(x) = f(x U {d}). Egy
g:[{bj : j <i}"' — k fiiggvényre legyen J, = {d € [,_; : d > ¢,g = f4}. Mivel
g-bél csak véges sok lehet, a .J, halmazok az [,_1 N {d € w : d > ¢} € U halmaz
egy véges particiojat alkotjak, ezért a 2.5 tétel miatt pontosan egy g-re lesz J, € U.
Legyen b; ennek a Jy-nek egy tetszéleges eleme, és legyen I; = J,. Az utolsé induk-
cios feltevés kivételével mindegyik kikotésiink nyilvanvaloan teljesiil. Ellenérizziik az
utolso feltételt is: legyen = € [{b; : j < i}|"' és legyen a,b € I; tetszleges. Ekkor
fxU{a}) = fu(z) = g(z) = fo(z) = f(x U {b}). Ezzel a sorozatokat definialtuk.
Allitjuk, hogy a B = {b; : i € w} prehomogén f-re nézve. Legyen ugyanis
z € [B]""!, mondjuk = = {b;,,...,b;,_, } és legyenek a,b € B az = elemeinél nagyobb
szamok. Ekkor a,b € I;, ,;; miatt alkalmazhat6 az utols6 indukciés kikotés, mely
szerint f(z U {a}) = f(x U{b}), vagyis B prehomogén. |

2.11. Tétel. (Ramsey.) Tetszdleges n, k € w,n, k > 1-re és tetszdleges f : [w|" — k
szinezéshez van végtelen halmaz, mely [ szerint homogén.
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Bizonyitas. Az allitast n szerinti teljes indukcioval igazoljuk. Az n = 1 (k tetsz6-
leges) eset a skatulya elv miatt trivialis. Tegyiik most fel, hogy n > 2 és az allitas
igaz n — 1-re és tetszGleges k-ra.

A 2.10 tétel miatt van olyan végtelen B C w mely prehomogén f-re. Legyen
g : [B]"! — k az a szinezés, melyre g(z) = f(x U {a}), ahol z € [B]" ' és a € B
olyan elem, mely x minden eleménél nagyobb. Mivel B prehomogén f-re nézve,
g eredménye nem fiigg a valasztasatol, tehat g joldefinidlt. Az indukcids feltevés
szerint van olyan végtelen C' C B részhalmaz, mely homogén g-re nézve. Megmu-
tatjuk, hogy C' f szerint is homogén. Legyen ugyanis x, 2’ € [C]", legyenek x és 2’/
legnagyobb elemei rendre a és a’. Ekkor

f(@) = g(x —A{a}) = g(a’ —{a'}) = f(2),

azaz [ valoban konstans [C]"-en. |

Most ratériink Hindman tételének bizonyitasira, mely azt mondja ki, hogy akéar-
hogyan is szinezziik w elemeit véges sok szinnel, lesz olyan végtelen A halmaz, hogy
az Upew{ao+...+an_1: ag,...,an_1 € A, ag, ..., a,_1 paronként kiilonb6z6 } halmaz
homogén.

Hasznos lesz a kovetkezd jeloles. Ha x = {xg,...,x, 1} € [w]|=¥ akkor X(z) =
zo + ... + xp_1 (B(0)-t 0-nak tekintjiik). Folkman egy korabbi eredménye szerint w
elemeinek tetszGleges szinezése esetén tetszdlegesen nagy k£ € w-ra van olyan legalabb
k elemi A C w, hogy a {3(z) : = C A} halmaz homogén. Ez a gyengébb allitas
sem trivialis. Hindman tétele ennél joval tobbet allit: nem csak tetszélegesen nagy,
de véges halmazok vannak, melyek 6sszeghalmaza homogén, hanem végtelen ilyen
halmaz is van.

A Glazertdl szarmazo6 alabbi bizonyitashoz egy sor lemman at vezet az ut. ElG-
szor is, ha A C w és n € w akkor hasznalni fogjuk az (A) —n={r cw: x+n e A}
jelolést. Tovabba N jeloli a pozitiv egész szamok halmazat (tehat N = w — {0}).

2.12. Definicié. Legyen F,G € U(N). Ekkor
FoG={ACN: {neN:(A)—neG}eF}

2.13. Lemma.
(1) U(N) zdrt ®-ra.
(2) A & mivelet asszociativ.
(8) A & mdvelet (a Stone-topoldgidban) folytonos az 1. wvdltozdjdban.

Bizonyitas. Legyen F,G € U(N), (1)-hez azt kell igazolnunk, hogy F &G € U(N).

Figyeljiik meg, hogy tetsz6leges n € N-re (N) —n = N illetve (§) —n = (). Ezért
minden n € N-re (N) —n € G és () —n ¢ G vagyis N € F @ G (tehat F @ G nem
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az iireshalmaz) tovabba () ¢ F & G. Tegyiik fel, hogy A C B. Ekkor tetszéleges n-re
(A)—=nC (B)—n. Ezéert {(ne N: (A)—ne G} C{neN: (B)—n € G}. Tehat,
ha A € F® G, akkor B € F @ G is teljesiil, vagyis F @ G felszallo. Legyen most
A, B € F @ G, megmutatjuk, hogy ekkor AN B is F @ G-beli. Feltevésiink szerint
{neN: (A)—neG}és{neN: (B)—n e G} egyarant F-beli halmazok, igy
metszetiik is F-beli. De

{neN: (A)—negtn{neN: (B)—neg}=
{neN:(A)—n,(B)—neg}=
{neN:(A)—nn(B)—neg}=
{neN:(ANB)—neg}

ezért ez utobbi halmaz is F-beli, vagyis AN B € F & G. Végiil legyen A C N
és n € w. Ekkor

N—-[(A)—n|={keN:k+ngA}={keN:k+neN-A} =(N-A) —n.
Ezért

A¢dFage
{neN:(A)—-negGegF&
{neN:(A)—ndgGleFs
{neN:N—-[(A)—nlegleFe
{neN:(N-A)—neGleFe
(N-A) eFad.

Tehat F & G valoban ultrasziiré.
(2) igazolasahoz tegyiik fel, hogy F,G,’H € U(IN) és legyen A C N tetszbleges.
Ekkor

Ac(Fog)oH <

{neN: (A)—neH}eFage

meN: {neN: (A)—neH})—-meG}eF&
{meN: {neN: (A)—n—-meH}eG}eF&
{meN: {neN: (A)—m)—-neH}leGle F&
{meN: (A)—-mefgaoH}eF&e
AcFd(GoH).

(3) igazolasahoz végiil legyen F,G € U(IN) és legyen N. egy F @ G-t tartalmazo
tetszdleges elemi nyilt halmaz. Ekkor ¢ € F & G azaz

() {neN: ()—neGleF
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Legyen 6 = {n € N : (¢) —n € G}, ekkor N; az F egy kornyezete, és min-
den 7/ € Nsra (%) miatt ¢ € F' @ G azaz F' & G € N. is teljesiil, vagyis a
®g(H) = H @ G fiiggvény folytonos F-ben. |

Az (A, -, 1) struktirakat kompakt félcsoportoknak nevezziik, ha (A, -) egy félcso-
port, (A, 7) kompakt Hausdorff-tér és tetszéleges a € A-ra az f, : A — A, f.(x) =
x - a fiiggvény folytonos. Ezek szerint tehat (U(N), @, 7) (itt 7 a Stone-topologiat
jeloli) egy kompakt félcsoport.

2.14. Tétel. (Idempotenstétel.) Ha (A, -, T) eqy kompakt félcsoport, akkor van benne
idempotens elem (azaz van olyan a € A melyre a-a = a).

Bizonyitas. El6szor is emlékeztetiink ra, hogy Hausdorff-terekben kompakt hal-
maz folytonos képe kompakt és egy kompakt Hausdorff-tér egy részhalmaza akkor
és csak akkor zart, ha kompakt. Ezért kompakt Hausdorff-terekben zart halmaz
folytonos képe zart.

Legyen X az A (topologiai értelemben) zart részfélcsoportjainak halmaza, X-
et a halmazelméleti tartalmazas részbenrendezi. Ha H (a tartalmazés szerint) egy
linearisan rendezett részhalmaza X-nek, akkor NH nemiires (mert a linearis ren-
dezettség miatt H véges metszet tulajdonsagi, H elemei zart halmazok igy ezek
metszete a tér kompaktsaga miatt nem iires). Ezért NH szintén zart félcsoport. Azt
kaptuk, hogy X minden linearisan rendezett részhalmazénak van X-beli als6 kor-
latja, igy a Zorn-lemma (dudlisa) miatt van minimalis elem X-ben, legyen ez B és
legyen g € B tetsz6leges. Ekkor a Bg komplexus szintén félcsoport, mert ha a,b € B
akkor (ag)(bg) = (agb)g és itt agb € B tehat (ag)(bg) € Byg. Tovabba az f,(z) = zg
folytonos fiiggvény A-n és Bg a zart B f, szerinti (folytonos) képe, igy By is zart
félcsoport. Viszont ¢ € B miatt Bg C B, ami B minimalitidsa miatt csak gy lehet,
ha B = Bg. Legyen végiil C = {a € B: ag = g}. Mivel g € B = By, ezért C # () és
C az egyelemt és ezért (Hausdorff-teriinkben) zart {¢g} halmaz a folytonos f, szerinti
inverz képe, ezért C' is zart halmaz. Ha a,b € C, akkor (ab)g = a(bg) = ag = g,
vagyis ab € C, tehat C is részfélcsoportja A-nak. Ugyanakkor C' C B ami csak ugy
lehet, ha C' = B. Ezek szerint g € B = (', azaz gg = g a keresett idempotens elem. B

2.15. Kovetkezmény. Van olyan F € U(N), melyre F @ F = F.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 2.14 tételt az (U(N), @, 7) kompakt félcsoportra. B

Ezek utdn konnyen igazolhatjuk Hindman tételét.

2.16. Tétel. (Hindman.) Legyen k € N és [ : w — k tetszdleges. Ekkor van olyan
A € [w]¥, melyre {¥X(z) : = € [A]=¥} homogén halmaz.
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Bizonyitas.(Glazer.) Rogzitsiink N-en egy olyan (a 2.15 kovetkezmény szerint
létezG) F ultrasziirt, melyre F @ F = F. Ez nem lehet {8sziir6, mert tetszéleges
n € N esetén F, & F, = Fo, # F, (az utolso egyenl6tlenség nem teljesiil Fy € U(w)
esetében, ez az oka annak, hogy a Hindman-tétel targyaldsanak elején attértiink
U(N)-re). Ha most A C N, akkor legyen A’ = {n € N: (A) —n € F}. Mivel
F=F&F, ezrt Ac F-b6l A" € F kovetkezik.

Legyen minden i € k-ra J; = {n € N: f(n) =i}. Ekkor {J;: i € k} az N egy
véges particidja, ezért a 2.5 tétel miatt pontosan egy ¢ € k-ra teljesiil, hogy J; € F.
Ezt rovidebben ugy is fogalmazhatjuk, hogy N (F szerint)-majdnem minden elemé-
nek i a szine. Legyen ag € J; N J! tetsz6leges. Ekkor ag € J] miatt (J;) —ag € F.

Tegyiik most fel, hogy adottak mar az ay < ... < a,_1 € N szamok 1gy, hogy
minden z C {ay, ..., @1 }-T€

Ezek szerint az is teljesiil minden x C {ay, ..., a,_1}-re, hogy ((J;) — X(z))" € F.
Legyen

(%) Qn € N2C{ao,....an—1} (Ji) — ¥() M MN2C{ao,....an_1} (i) = X(x))

tetszbleges olyan elem, mely minden {ay,...,a,_1}-nél nagyobb (ilyen van, mert
az el6bbi metszet F-beli és F nem f{Gsziir6). Vilagos, hogy (%) érvényben marad
minden = C {aq,...,a,}-re is: ha ugyanis = egy ilyen halmaz és a, ¢ z, akkor
(%) igazsagat feltettiik. Kiilonben z = y U {a,} valamilyen y C {ay, ..., a,,—1 }-1a.
De () miatt (J;) — X(y) € F és a konstrukcié miatt a, € ((J;) — X(y))" ezért
(J;) — X(x) = ((J;) — 2(y)) — a, € F, ahogy allitottuk.

Legyen A = {a, : n € w}. Megmutatjuk, hogy A olyan végtelen homogén
halmaz, melyre a {¥(z) : x € [A]<“} halmaz is homogén. A végtelen halmaz, mert
a kivalsztott sorozat szigorian névs. Tovabba minden n € w-ra a,, € J;, ezért A ho-
mogén: minden eleme ,,i” szind. Legyen most z = {a,,,...,a,, } C A véges halmaz,
melynek legnagyobb eleme a,,. Ekkor (xx) miatt a,, € (J;) — Z({ang, s Gny_, })
azaz X(x) = apn, + X({an, + ... + apn,_,}) € J;, melynek minden eleme i-szind. |

A bizonyitéassal egy picit tobbet is sikeriilt igazolni. Van olyan F (a szinezéstdl
nem is fiiggs !) ultrasziir6, hogy az F szerinti leggyakoribb szint elemekbdl kiva-
laszthatunk egy végtelen részhalmazt, melynek 6sszeghalmaza homogén.

2.4. Ultraszorzatok és alaptulajdonsagaik

Ebben az alfejezetben ismertetjiik az ultraszorzat konstrukciot, mely a mo-
dellelmélet egyik alapvetd fontossagu technikaja. Tobbek kozott igazoljuk majd a
Kompaktsagi Tételt, mely szerint egy (végtelen) formulahalmaznak akkor és csak
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akkor van modellje, ha minden véges részének van modellje. A tovabbi, modellel-
méleten, logikan kiviili alkalmazéasok el6készitéseképpen megmutatjuk, hogy minden
struktira bedgyazhatoé végesen generalt részstruktiurainak egy alkalmas ultraszor-
zataba. Lssuk tehat a részleteket.

Rogzitsiink egy L els6rendid nyelvet. Legyen I indexhalmaz, legyen F sztir§ [
felett, tovabba legyen minden i € I-re A; egy L-struktira. Definidljuk a II;c;A;
direktszorzaton a ~z relaciét ugy, hogy tetszGleges s, z € Il;c1A; re s ~x z akkor és
csak akkor alljon fenn, ha

{iel: s(i)==z(i)} eF

teljesiil. Tehat két direktszorzatbeli kivalasztasi fiiggvény akkor és csak akkor van
~r relacioban, ha értékeik F szerint majdnem mindeniitt megegyeznek.

Most megmutatjuk, hogy ~r egy ekvivalenciarelacid, s6t, kompatibilis minden
koordinatanként definialt fiiggvénnyel és relacioval.

2.17. Lemma. Az el6z6 jeldléseket megtartva,

(1) ~x egy ekvivalenciareldcid.

(2) Ha [ n-vdltozds figguényszimbolum L-ben, Sq, ..., Sn_1,20, - 2n—1 € ierA;
€S S0 ~F 20y ey Sp_1 ~F Zn_1, akkor

inEI'Ai (80, . Snfl) ~F inEIAi (ZO7 X znfl)'

(8) Ha R m-vdltozds reldcidszimbolum L-ben, Sq, ..., Sm—1, 20, - 2m—-1 € ierA;
€5 S0 ~F 20, ey Smn—1 ~F Zm—1, akkor

{iel: RA(so(i), ..., sma(i))} € Fe {iel: RY(2(i),...,2m-1(i))} € F.

Bizonyitas. (1) A reflexivitids és a szimmetria nyilvinvalé. A tranzitivitas iga-
zolaséhoz tegyiik fel, hogy s ~z z ~r y éslegyen J ={i € I : s(i) = z(i)}, K =
{i€el:2(i) =y(i)}. Ekkor J, K € F, ezért

{iel: s(i)=y(@)} 2 JNKeF

miatt s ~r y.

(2) Legyen J, = {i € I : s;(i) = 2(7)}, feltevésiink szerint ekkor minden k € m-
re J, € F, és igy J = NgemJr € F. Vegyiik észre, hogy tetszéleges i € J-re so(i) =
20(1); oy Sm_1(1) = 2pm_1(i) és emiatt fAi(so(i), ..., sm_1(1)) = A (20(7), .., Zm_1(7))
azaz

{icl: flerdi(sy, ..., 5,.1)() = flerdi(zg, ..., 2,1) (1)} =
{iel: fA(so(i), .., 80 1(1)) = fA(20(), ..., 20 1(0)} D J€F.
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Ezért valoban flicrAi(sq .. s, 1) ~p fHlerdi(zg, ., 2, ).
(3) igazolasa teljesen hasonlo. |

A tovabbiakban egy s € Il;c;A; elem ~x szerinti ekvivalenciaosztalyat s/F-el
jeloljiik.

2.18. Definicid. Legyen (A;,i € I) L-struktirdk egy rendszere és legyen F szird
I felett. Fkkor a Il;c; A;/F redukdlt szorzat az a struktira, melynek alaphalmaza a
II;c1 A; direktszorzat ~x szerinti ekvivalenciaosztdlyaibol dll, és

e ha c egy L-beli konstansszimbolum, akkor clictAi/7 = et ds | 7

e ha f eqy n-vdltozos fligguényszimbolum L-ben, akkor

FUerAi/F (g0 |F L suiq ) F) = flerdi(sg. .. s01)/F,

e ha R egy m-vdltozds reldcidszimbolum L-ben, akkor RYNetAi/ 7 (5o | F ... s,_1/F)
pontosan akkor dll fenn, ha

{iel: RAo(i),....5m-1(1))} € F

teljesil. Ha F wultraszird, akkor a megfeleld redukdlt szorzatokat ultraszorzatnak
nevezzuk.

A 2.17 lemmé&ban pont azt mutattuk meg, hogy az el6z6 definicioban a redukalt
szorzatbeli fiiggvények értéke és relaciok igazsiga nem fiigg att6l, milyen repre-
zentansokat valasztunk az argumentumaikban szerepl§ ~ r-osztalyokbdl. Ezért a
2.18 definicié értelmes, és a bevezetett jeloléssel 6sszhangban tugy is fogalmazha-
tunk, hogy a redukalt szorzat a direktszorzat F szerinti (pontosabban ~r szerinti)
faktorstruktiraja.

Ennek megfelelGen, ha k a nyelv valtozéinak egy direktszorzat feletti értékelése,
akkor k/F-el jeloljiik azt a redukalt szorzat feletti értékelést, melyre teljesiil, hogy
minden v valtozora k/F (v) = k(v)/F. Forditva, igy az 6sszes redukalt szorzat feletti
értékelést megkapjuk, ugyanis ha [ egy redukalt szorzat feletti tetszéleges értékelés,
akkor a valtozok értékeibdl, mint ~z ekvivalenciaosztalyokbol tetszéleges modon
reprezentansokat valsztva egy olyan direktszorzat feletti k értékelést kapunk, melyre
k/F = 1. Tovabba, ha k a I1;c;.A; direktszorzat feletti értékelés, akkor adott i € I-re
k; jeloli az i. vetiiletértékelést, ami az az A; feletti értékelés, melyre tetszéleges v
valtozo esetén teljesiil, hogy k;(v) = k(v)(7).

Az ultraszorzat konstrukci6 jelent&ségét az alabbi tétel is alatamasztja. Ezt a
tételt szokas Los-lemmaénak, illetve az ultraszorzatok alaptételének is nevezni.

2.19. Tétel. (Los) . Legyen (A; : i € I) L-struktirdk egy rendszere, legyen F
ultraszird 1 felett és legyen k tetszdleges értékelés 11;c1 A; felett. Ekkor
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(1) Az L nyelv tetszdleges, mondjuk n vdltozds t termjére
et 7 7] = (1 K] .
(2) Az L nyelv tetszdleges ¢ formuldjdra
Wiet Ai/F = @lk/F] & {iel: Ail=olk]} € F.
(8) Az L nyelv tetszdleges ¢ formuldjdra

(2) szerint egy formula egy értékelés esetén akkor és csak akkor igaz az ultra-
szorzatban, ha a valtozok értékeibsl tetszéleges mdédon reprezentansokat valasztva
a formula F szerint majdnem minden koordinatastruktiraban igaz a megfeleld ve-
tiiletértékelés mellett. Hasonloan, (3) szerint egy formula akkor és csak akkor igaz
az ultraszorzaton, ha majdnem minden koordinatastrukturaban igaz.

Bizonyitas. (1) igazolasdhoz a termek Osszetettségére vonatkozd indukciot alkal-
mazunk. Ha ¢ az L konstansszimboluma vagy fiiggvényszimboluma, akkor (1) igaz,
mert az ultraszorzatban a konstansszimboélumok illetve ftiggvényszimbo6lumok inter-
pretacioit pont igy definialtuk. Tegyiik most fel, hogy t = f(to, ..., t,_1) és (1) igaz
atop,...,t,_1 termekre. Ekkor

tHiEI-Ai/]:[k/f]

JlerAIF (o e AT [k F L i R ) £
A (Ve ,;Ef*“[ K|/ F) =
et 'E’AZ --,tnff“‘“)[ K|/ F =

tilierilk] /7

ahogy allitottuk. * az indukcios feltevés miatt igaz, a kovetkezS egyenlGség pe-
dig az ultraszorzatok definici6ja miatt.

(2) Igazolasahoz ¢ ésszettsége szerinti indukciot alkalmazunk. Elgszor tegyiik
fel, hogy ¢ = R(to,...,t,_1) atomi formula (¢, ..., t,_1 termek). Ekkor (1) miatt és
amiatt, ahogy az ultraszorzatokon definidltuk az alaprelaciokat,

MicrAi |= glk/ 7] &

Rl (1 8 [ 7, 05 [k F])
RIEASZ(ty U (1] F, o 1 AR F) o
{iel: RAi(ta“i[ stk € F o
liel: Apelklte 7

2
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Tegyiik most fel, hogy (2) igaz tetszdleges k értékelés mellett a ¢ és ¢ formulak-
ra. Belatjuk, hogy ekkor (2) igaz marad a —p, p A ¢, Jvjp formulédkra is (megint
x-al jeloljiik majd azokat a pontokat, ahol indukcios feltevésiinket hasznaljuk).

Ha (2) tetsz6leges k mellett igaz p-re, akkor —p-re is:

Wicr Ai/ F = —plk/Fl| <

Wicr Ai/ F W~ olk/F) &
liel: AiElk/F} € F <
{iel: A Eolk/Fl} e Fe
{iel: A E-plk/F]} e F.

Ha (2) tetszdleges k mellett igaz p-re és ib-re, akkor ¢ A 1)-re is:

et Ai/ F E o ANV Fl &

Wier Ai/ F = olk/F),¢[k/ F] &

{iel: AiEgkl}n{iel : A EYk]} e Fe
iel: Ak gkl vlk]} € F o

Alabb alkalmazni fogjuk a kovetkezd jelolést. Ha k egy értékelés és v egy véltozo,
akkor k! azt az értékelést jeloli, mely v-t a-ra képezi, a tobbi valtozét pedig oda,
ahova k. Ha (2) tetszdleges k értékelés mellett igaz ¢-re, akkor Jv,p-re is:

Wicr Ai/ F 1= Jujplk/ F| <

Van s € Ties A;, hogy Tic A/ F | olks’ [ F] <

Van s € T;c;A;, hogy {i € I A, E go[(k’l):fl)]} ceF3
{iel: A E3Jvplkl} € F.

A xx lépésben is megfordithaté az implikdci6, hiszen adott i-re legyen X; C A;
az olyan s elemek halmaza, melyekre A; = ¢[(k;)s’]. Az utolsé sor szerint majdnem
minden ¢ € [-re X; nemiires halmaz. Ezért a kivalasztasi axiéma miatt van olyan
s € I  A;, melyre teljesiil, hogy ha X; # () akkor s; € X;, ezzel az s-el nyilvan
teljesiil a #*-os implikacio el6tti feltétel. Ezzel (2)-t belattuk.

(3) igazolasahoz elGszor tegyiik fel, hogy ¢ majdnem mindegyik koordinata-
struktiraban igaz, azaz {i € I : A; F ¢} € F. Azt kell megmutatnunk, hogy
tetszGleges, Il A; feletti k értékelés esetén ;1A /F = plk/F|. Rogzitsiink egy
ilyen k-t, ekkor (2) szerint elég megmutatni, hogy {i € I : A; = o[k} € F,
de ez nyilvanvalo a bekezdés elején feltételezett allitds miatt. A forditott iranyu
implikacié ellendrzéséhez most tegyiik fel, hogy J = {i € I : A, E ¢} & F.
Ekkor minden ¢ € I — J-hez van olyan k; értékelés, melyre A; = ¢[k;], a tobbi
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i € J-re legyen k; tetsz6leges értékelés A; felett. Legyen k az a direktszorzat feletti
értékelés, melynek vetiiletértékelései minden ¢ € I-re az elébbi k;-k. Ekkor tehat
Fol—J={iel: A W olki}, ezért (2) szerint [, A;/F W ¢[k/F], vagyis ¢
nem igaz az ultraszorzatban. Ezzel (3)-at, és igy az egész tételt igazoltuk. |

Figyeljiik meg, hogy az el6bbi bizonyitdsban egyetlen helyen hasznaltuk ki, hogy
F ultrasziir6: ha csak annyit tételeziink fel, hogy F sziirs, akkor az el6bbi érvelés
megismételhetd, kivéve az Osszetettség szerinti indukcidoban azt a lépést melyben
p-16] ~p-re tértiink 4t. Meg lehet mutatni, hogy ha ¢ = Qgvg...Qr—1v,—17 prenex
formula, ahol ¢ (atomi formulakbol all6) implikacios formula, akkor redukalt szor-
zatok esetében is igaz marad, hogy ha majdnem minden i € [-re A; = ¢ akkor
ierAi/F E . Az 1970-es években sokat vizsgalt kérdés volt, hogy pontosan
melyek azok az elsérendii formulédk, melyek igazsagat a redukalt szorzat az elGbbi
értelemben megtartja. A kérdést sikeriilt tisztazni, a részletekkel kapcsolatban [3]-ra
utalunk.

Feladat. Ha A véges struktira, akkor izomorf minden ultrahatvanyéval.

2.5. Regularis szilir6k és axiomatizalhatosag

Ebben az alfejezetben megmutatjuk az ultraszorzatok néhédny modellelméleten,
logikén beliili alkalmazasat. Azt a kérdést vizsgéljuk, hogy egy modellosztaly mi-
kor axiomatizalhato els6renddi formuldkkal, véges sok elsérendii formulaval, illetve
univerzalis formuldkkal. Durvan szolva (és kissé pontatlanul), az axiomatizalhato
modellosztalyok azzal jellemezhet6k, hogy az ultraszorzat ,nem vezet ki bel6lik”. E
jellemzéshez sziikségiink lesz a kovetkezd, specialis tulajdonsagu (ultra)sziirdkre.

2.20. Definicid. Legyen F szird az I halmaz felett, és legyen k szdmossdg. Azt
mundjuk, hogy F k-reguldris, ha van olyan E C F, hogy |E| = k és minden i € I-re
{e € E : i € e} véges halmaz. Tovdbbd F reguldris, ha |I|-requldris.

2.21. Tétel.

(1) Ha F k-reguldris szird, A < k, akkor F A-requldris is.

(2) Ha k végtelen szamossdg, akkor van k-reguldris ultrasziré minden k szd-
mossdgu halmazon.

(3) Egyetlen k szimossdgu végtelen halmazon sincs k+—requldris szdrd.

Bizonyitas. (1) nyilvanvalo. (2) igazolasahoz rogzitsiik x-t, elég megmutatni, hogy
van k szamossagi halmaz, mely felett van k-reguléris ultrasz(ir6 (miért?). Legyen
I = [k]*¥ és minden a € rk-ra legyen @ = {b € I : a € b}. Ekkor |I| = k.
Ezenkiviil, a J = {a : a € k } halmazrendszer véges metszet tulajdonsagi, ugyanis,
ha ag, ...,a,_1 € Kk akkor ao N ... N a,_1 > {ag,...,a,_1}. A 2.4 tétel miatt van tehat
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J-t kiterjeszt6 ultrasziird, legyen ez F. Belatjuk, hogy F k-regularis. Ezt a J hal-
mazrendszer tantsitja: |J| = k, hiszen a # ¢, ha a # ¢ € k. Ugyanakkor tetszéleges
be Jre|{a:bea}| =|{a:a € b} =|b|, és ez utobbi véges.

(3) igazolasahoz tegyiik fel, hogy £ C F tugy, hogy minden a € [-re

(x) {e€F:ac€e}  véges halmaz.

Legyen f : E — [ olyan fiiggvény, melyre igaz, hogy minden e € E-re f(e) € e
(E C F miatt egyetlen e € E sem fiires, tehat a kivalasztasi axioma miatt van meg-
felels f). (*) miatt minden a € I-te |f~!(a)| < Ny, ezért |E| = |[dom(f)| < [I|Rg =
|I], vagyis F nem lehet |I|*-regularis. i

Ezek szerint egy regularis ultraszlir6 annyira regularis, amennyire csak lehet.

Feladatok. 1. Igazoljuk, hogy egyetlen f6sz(ir6 sem Ny-regularis.
2. Igazoljuk, hogy w-n minden nemf6 sziir6 regularis.

2.22. Tétel. (Kompaktsdgi tétel.)

(1) Ha a T elmélet minden véges részhalmazdnak van modellje, akkor T'-nak is
van modellje.

(2) Tegyiik fel, hogy I' egy elmélet, és minden v € [I'|~“-ra A, |= . Ekkor az
{A,: v e [[<} struktdrdk egy alkalmas ultraszorzata modellje I'-nak.

Bizonyitas. (2) tobbet allit, mint (1): ha I" minden véges részének van modellje,
akkor nem csak, hogy I'-nak is van modellje, hanem (2) szerint van olyan modellje
is, mely egy igen specidlis ultraszorzat. Ezért elég (2)-t megmutatni.

Legyen tehat F egy |I'|-regularis ultrasziirg valamilyen I halmaz felett, és legyen
E C F egy olyan |I'| szamossagu halmaz, melyre fenndll, hogy minden i € [-re
{e € E: i€ e} véges. A feltételek szerint van f : I' — FE bijekcio. Legyen minden
i€ lrey(i) ={pel: ic f(p)}. Ekkor v(i) véges halmaz, és A ;) = (7).
Legyen A = ILic; A,/ F. Allitjuk, hogy A = T. Legyen ugyanis ¢ € I tetszéleges.
Ekkor i € f(y) esetén ¢ € (i) és ezért A, = . Tehat

tiel: Ay Eel 2 flp)eF

vagyis a 2.19 Los-lemma miatt A |= ¢. |

Feladat. Legyen Y formulahalmaz, ¢ pedig egy formula. Igazoljuk, hogy ¥ |= ¢
akkor és csak akkor, ha van olyan véges ¥y C 3, melyre 3y = ¢.

Legyen K L-struktirak egy osztalya. Azt mondjuk, hogy K zéart az elemi ekvi-
valencidra, ha A € K, A =, B esetén B € K is fennall. Hasonl6an, azt mondjuk,
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hogy K ultraszorzatra zart, ha tetsz6leges I halmaz, {A; : i € I} C K és tetsz6leges
I feletti F ultraszlirs esetén Il,c;A;/F € K. Végil Up(K) jeloli a K elemeinek
ultraszorzataibol allo struktiraosztalyt.

2.23. Tétel. Legyen I tetszdleges halmaz, és teqyiik fel, hogy minden v € I-re F; eqy
ultraszird az I; halmaz felett, melyek paronként diszjunktak. Legyen F eqy ultraszird
I-n, legyen J = U;crl; és legyen

G={ACJ: {iel: ANl e F} € F}.
Ekkor G egy ultraszird; melyet az F;-k szorzatdnak is neveziink.

Bizonyitas. J € G miatt G # () és () & G: ellenkez8 esetben ugyanis a K = {i € I :
() € F;} halmaz F-beli volna, és igy K # () miatt lenne olyan i € K C I, hogy () € F;
teljesiilne. Vilagos, hogy G felszallo. Ha A, B € G, akkor {i € I : AN, € F;} € F
és{iel:BNI; € F} € F miatt

{iel:AnLeFin{iel:Bnle F/;} € F&
{iel:Anl,BNnlLeF}eF&e
{iel:AnBNLeF}eF<

ANBeg

ezért G metszetre zart. Végiil, ha A C J A ¢ G, akkor

{iel:AnNLeF}¢F <
{iecl: ANl ¢ F} e F&
{iel:,—(ANnL)eF}eF&
{iel:(J-ANLeF}teFe
J—Aeg

vagyis G egy ultrasziiré. |

2.24. Tétel. Legyen I halmaz, F ultraszird I felett és (A; : i € I) L-struktirdk egy
rendszere. Ekkor

(1) Ha F fésziré, mondjuk F = F;, akkor I;c; A;/F izomorf Aj-vel.

(2) Minden struktira elemien bedgyazhaté minden utrahatvinydba. Részleteseb-
ben, ha A egy struktira, F ultraszird, akkor a 6 : A — TA/F, §(a) = (a,a,a,..)/F
(az dgynevezett diagondlis bedgyazds) egy elemi beégyazds.

(8) Up(K) a legsziikebb, K-t tartalmazd ultraszorzatra zdrt osztdly.

Bizonyitas. (1) Legyen minden a € Aj-re ' € Il;c;A; egy olyan sorozat, melyre
a; = a. Konny( ellendrizni, hogy ekkor a ® : A; — Ilic; A;i/F, ®(a) = d'/F; egy
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izomorfizmus.

(2) ellendrzése rutinmunka.

(3) Vilagos, hogy (1) miatt Up(K) tartalmazza K-t és minden K-t tartalmazo,
ultraszorzatra zart osztalynak Up(K)-t is tartalmaznia kell. Ezért elég igazolni,
hogy Up(K) ultraszorzatra zart. Legyen tehat [ halmaz, F ultrasziiré [ felett,
és tegyiik fel, hogy minden i € I-re A, € Up(K), vagyis A, = IlLjc, Aij/Fi
valamilyen [; feletti F; ultrasziirére és A;; € K struktardkra. Azt kell meg-
mutatni, hogy A = I,/ A;/F € Up(K). Ehhez belatjuk, hogy A izomorf az
{A;; € K:iel,je I} struktirdk egy alkalmas ultraszorzataval.

Legyen J az (I; : i € I) halmazok diszjunkt uni6ja (a jelolések egyszertibbé tétele
érdekében feltehetjiik, hogy az I; halmazok diszjunktak: J = U,c;[;; ekkor minden
j € J-hez pontosan egy i € I van, hogy j € I;, ezt a j-hez tartozo i-t j;-vel fogjuk
jelolni). Legyen G az F és (F;,i € I) ultrasziir6k 2.23 tétel szerinti szorzata. Ez
tehat ultrasztrs J-n.

Célunk igazolni, hogy A izomorf a I1;c;Aj, ;/G struktaraval.

Allapodjunk meg abban a jeldlésben, hogy ha a egy ultraszorzat tetszéleges
eleme, akkor ¢’ mindig az a egy direktszorzatbeli reprezenténsat jeloli (melyet elGre
rogzitettiink). Ha tehat a € A, akkor o’ € Il;c;A; és ekkor tetszGleges i € [-re
a' (1) € e, A j az d'(i) € A; egy reprezentansa. Legyen @ : A — Il;c; A, /G a
kovetkezd fiiggvény:

®(a) = (d'(5:)'(5) : 7 €4)/G

Belatjuk, hogy ® egy izomorfizmus A = Ilic; Ai/F = Tlicr(Ijer, Ai i/ F;)/F és
e A, ;/G kozott. Az vilagos, hogy ® valoban ezen halmazok kozti leképezés.
® injektiv, mert ha a,b € A kiilonb6z6 elemek, akkor a K = {i € I : a'(i) # b'(i)}
halmazra K € F és minden i € K-ra {j € [, : a'(i)'(j) # b'(1)'(j)} € Fi. Ezért
{jed: d)) #V(:) ()} € G miatt a és b képei kiilonbozsk. & sziirjektiv,
mert ha s € Il;c;A;, ; akkor s/G = ®((s|,/Fi: i € I)/F).

Ha R egy (mondjuk n valtozos) relaciészimbolum A nyelvében, ag, ...,a, 1 € A,
akkor

RA(ao,...,an,l) =
{iel: RA(a}(i),..a,_ 1(z))} € 5'-“4:)
{iel: {jel: RY%(ay(i)(j), .. (@)'G)yeFreFe

{j € J: RN (®(ao) (7:)' (5, - (I)(an DN eg e
RWies45.3/9(®(ay), ..., ®(an_1)).

® miivelettartasat hasonl6an ellendrizhetjiik. |

2.25. Tétel.
(1) A K struktiraosztily akkor és csak akkor ariomatizdlhatd, ha K zdrt ultra-
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szorzatra és elemi ekvivalencidra.

(2) A K struktiraosztdly akkor és csak akkor ariomatizdlhato végesen, ha K zdrt
elemi ekvivalencidra és ultraszorzatra, tovdbbd K komplementuma zdrt ultraszorzat-
ra.

Bizonyitas. (1) igazolasahoz tegyiik fel el6szor, hogy K axiomatizalhato, azaz van
olyan 3 formulahalmaz, hogy K = Mod(X). Ekkor K nyilvanval6an zart elemi
ekvivalenciara és a Los-lemma miatt /K ultraszorzatra is zért.

Forditva, tegyiik fel, hogy K zart elemi ekvivalenciara és ultraszorzatra. Legyen

E=ThK)={¢: K¢},

megmutatjuk, hogy ¥ axiomatizalja K-t, azaz K = Mod(X). Ebb6l K C Mod(X)
vilagos. A forditott iranyu tartalmazas igazolasahoz tegyiik fel, hogy A € Mod(Y).
Megmutatjuk, hogy minden v € [T'h(A)]<“-hoz van egy A, € K ugy, hogy

() A E7

Ellenkez6 esetben lenne egy v € [Th(A)]=“ agy, hogy K egyetlen eleme sem lenne
modellje v-nak, vagyis K = —(Ay), azaz =(Ay) € Th(K) = ¥ teljesiilne. Ekkor
azonban A = —(A7) kovetkezne, ami lehetetlen v C Th(A) miatt. Ezzel (x)-ot
igazoltuk.

Alkalmazzuk most a 2.22 tétel (2). pontjat az {A, : v € [Th(A)]<¥} szerep-
osztassal. Ezek szerint az A,-k egy alkalmas B ultraszorzata modellje T'h(.A)-nak,
vagyis elemien ekvivalens A-val. Mivel K zéart ultraszorzatra, B € K és mivel K
elemi ekvivalenciara is zart, igy A € K is igaz.

A € Mod(Y) tetsz6leges volt, tehat Mod(X) C K, azaz ¥ axiomatizalja K-t.

(2)-hoz elgszor figyeljiik meg, hogy ha K végesen axiomatizalhato, akkor egy
véges axiomatizaciéban szereplé formulak konjunkcidjanak tagadisa axiomatizalja
K komplementumat, ezért ebben az esetben (1) miatt K és komplementuma is zéart
ultraszorzatra és elemi ekvivalenciara.

Tegyiik most fel, hogy K zart ultraszorzatra és elemi ekvivalenciara, valamint,
hogy K komplementuma zart ultraszorzatra. (1) miatt ekkor K axiomatizalhato,
s6t, a ¥ = Th(K) axiomatizalja K-t. Indirekt modon tegyiik fel, hogy egyetlen
v € [X]<¥ sem axiomatizal, ez csak tgy lehet, hogy minden v € [¥]<“-ra van K
komplementumaban olyan A, hogy A, |= . Ekkor megint a 2.22 tétel (2). pontja
miatt az {A, : v € [E]<“} struktirak egy alkalmas B ultraszorzata modellje ¥-nak.
Mivel ¥ axiomatizalja K-t, ebb6l B € K kovetkezik. Ez azonban lehetetlen, mert
az A, struktirdk mind K komplementumaban vannak, és a feltevésiink szerint e
komplementum ultraszorzatra zért. |

Feladat. Igazoljuk, hogy ha K és M L-strukturak egy-egy axiomatizalhato osztélya,
akkor K U M is axiomatizalhato.
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2.26. Tétel. Minden struktira bedgyazhato végesen generdlt részstruktirdinak egy
alkalmas ultraszorzatdba.

Bizonyitas. Legyen A adott struktira, legyen F egy | A|-regularis ultrasziir6 vala-
milyen [ halmaz felett és legyen £ C F egy olyan |A| szamossagi halmaz, melyre
teljesiil, hogy minden i € I-re {e € F : i € e} véges. A feltételek szerint van egy
f : A — E bijekci6. Minden i € I-re legyen v(i) = {a € A: i € f(a)}, ez A
véges részhalmaza. Legyen A; a (i) altal generalt részstruktira A-ban és legyen
B =11 A;/F. Megmutatjuk, hogy A bedgyazhato B-be.

Minden a € A-ra legyen a, = a ha a € A;, kiilonben legyen a! tetszéleges elem
A;-ben. Legyen o' = (a, : i € I) éslegyen g : A — B, g(a) = d'/F, azt allitjuk,
hogy ez a g a keresett bedgyazas. A ¢ injektiv fiiggvény, mert kiilonb6z6 a,b € A
esetén minden i € f(a)N f(b)-re a’(i) = a # b = b'(i) és mivel f(a)N f(b) € F, ezért
g(a) # g(b).

Legyen most R egy n valtozos relaciészimbolum A nyelvében, és legyen
ag, ..., a,—1 € A. Ekkor

RP(g(ag), ..., g(an1)) &

{iel: RY%(ap),...,(an 1))} € F &

{i € Njeng(ay) : RN ((a0)fs o (an-1)i)} € F

R'A(ao, ceny an_l)
mert ha i € Njeng(a;), akkor (ag); = ag, ..., (an—1); = ap—1. Ezzel megmuattuk,
hogy g megérzi a relacidkat. A fiiggvények megdrzését hasonléan lehet igazolni. B

2.27. Tétel. Legyen L elsérendid nyelv és legyen K L-struktirdk egy osztdlya. K
akkor és csak akkor ariomatizdlhato univerzilis formuldkkal, ha K zdrt ultraszorzatra
és részstruktira-képzésre.

Bizonyitas. Ha K axiomatizalhaté univerzalis formulakkal, akkor K zart ultraszor-
zatra és részstruktura-képzésre, mert a 2.19 és az 1.11 tételek miatt ezek a miiveletek
meg6rzik az univerzalis formulak igazsagat.

A masik irany igazolasdhoz elGszor megmutatjuk, hogy L-bél kikiiszobolhetsk a
fiiggvényszimbolumok az alabbi gyenge értelemben.

Ha f egy (mondjuk n-véiltozos) fiiggvény egy B halmazon, akkor f azonosithato
egy n + 1 valtozos [T relacioval az f%(ag, ..., an_1,a,) < f(ag, ..., an_1) = a, Ossze-
fiiggés segitségével. Legyen LT az a nyelv, melyet K nyelvébdl tigy kapunk, hogy
minden fiiggvényszimboélumot kicseréliink egy 1-el tobbvaltozos relacioszimbolumra
(tehat L®-ben nincs fiiggvényszimboélum), és minden L tipusi B strukttirdhoz legyen
BE az a struktiira, melynek alaphalmaza megegyezik B alaphalmazéval, az L-beli
relacioszimbolumok interpreticidja B-ben és BF-ben megegyezik, végiil az L-beli
f fiiggvényszimbolumoknak megfelels relacioszimbolumok interpretéacioi B-ben az
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(fB)E relaciok. Ekkor vilagos, hogy a B,C L-struktiirdk akkor és csak akkor rész-
struktirai egymasnak, ha B és C? ugyanilyen viszonyban vannak, és hogy tetszéle-
ges [ halmaz és F [ feletti ultrasziirs esetén (IL;c; A;/F)E = e (A;) R/ F, tovabba,
hogy minden L% beli ¢® univerzalis formulahoz van olyan L-beli ¢ univerzalis for-
mula, hogy minden L-nyelvii B struktirara B = off < B |= ¢, ehhez egyszeriien
elég pf-ben az ff(v,,...,v;,_,,v;,) alakt atomi formulakat f(vg,,...,v;,_,) = v;,-Te
cserélni.

A lényeges kiilonbség B és BT kozott az, hogy egy X C B altal generalt rész-
struktira alaphalmaza B%-ben mindig azonos X-el, mig B-ben a generatum X-nél
bévebb is lehet.

Visszatérve a bizonyitashoz, tegyiik most fel, hogy K zart ultraszorzatra és
részstruktira-képzésre. Legyen ¥ az Osszes olyan (L-beli) univerzalis formulak hal-
maza, melyek igazak K-ban. Megmutatjuk, hogy K = Mod(X). Ebbsl K C
Mod(%) nyilvanvald, a forditott iranyu tartalmazas igazolasahoz tegyiik fel, hogy
A € Mod(X). Azt allitjuk, hogy

(x)  Ha Ag az A" végesen generalt részstruktiraja, akkor Ay € SK*.

Ha ugyanis A, végesen generalt és ezért véges részstruktiraja A%-nek, akkor Ay di-
agrammja egy véges formulahalmaz. E formuldk konjunkciojat véve, az Ay elemeit
jelols konstansszimboélumokat valtozokra cserélve és e valtozokat egzisztencidlisan
kvantalva adédik, hogy az 1.22 tétel miatt van olyan @ﬁo egzisztencialis formula
L%-ben, hogy tetszbleges B € Kf-re A, akkor és csak akkor 4gyazhaté be BE-be,
ha B® = ®f . Ha tehat lenne (*)-nak ellentmondo6 véges Ay, akkor K* = —®%
kivetkezne, emiatt az L-beli univeralis —® 4, formula >-beli lenne, vagyis A = —® 4,
adodna, ami lehetetlen, mert A, beagyazhato A"-be, ezért A% |= ®f és igy
A | @ y4,. Ezzel (x)-ot igazoltuk.

AP véges részstruktirai tehat mind SK-ben vannak, ezért a 2.26 tétel miatt
AR beagyazhato SK-beli, és igy persze K ®-beli strukttrdk (legyenek ezek mondjuk
(CE: i € I)) egy BE ultraszorzataba, ekkor A bedgyazhaté a K-beli (C; : i € I)
strukturak egy B ultraszorzatiba. De K ultraszorzatra zart, ezért B € K és K
részstruktira-képzésre valo zartsiga miatt A € K, vagyis Mod(¥) C K, ahogy
allitottuk. |

2.6. Tovabbi alkalmazasok

Most ismertetjiik a 2.26 tétel néhany tovabbi, logikan kiviili kovetkezményét.
Egy kombinatorikus eredménnyel kezdjiik.

2.28. Tétel. (Erdds-De Bruijn).
Legyen k € w és G eqy grif. G akkor és csak akkor szinezhetd k szinnel, ha minden
véges részgrdfja szinezhetd k szinnel.
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Bizonyitas. Ha G k szinnel szinezhets, akkor egy ilyen szinezés G minden véges
részét is megszinezi a kivant modon.

Forditva, tegyiik fel, hogy G véges részei k szinnel szinezheték, minden Gy €
[G]<“-hoz rogzitsiink egy kg, : Go — k szinezést. A 2.26 tétel miatt G beagyazhato
véges részeinek egy ultraszorzataba, mondjuk H = Il;c;G;/F-be. Elég igazolni, hogy
‘H k szinnel szinezhets, mert e szinezés G-t is kiszinezi.

Legyen tehat s € ILic;G; és legyen J, = {i € I : kg,(s;) = v}. Ekkor a
{Jy : v € k} halmazrendszer [ egy véges particitja, ezért a 2.5 tétel miatt pon-
tosan egy k-beli elemre (mondjuk v-re) teljesiil, hogy J, € F, legyen h(s/F) = v.
(Azaz s/F szine pontosan akkor v, ha majdnem minden koordinatéjanak ez a szine
— vilagos, hogy ugyanezt a szint kapjuk, ha s/F-b6l egy méasik reprezentanst valasz-
tunk).

Ezzel megadtunk egy h : H — k fiiggvényt. Ez jo, mert ha p/F, q/F € H olyan
cstcsok, melyek kozott é1 van H-ban, akkor J = {i € I : G;(p;,q;)} € F és ekkor,
mivel kg, j6 szinezés, minden i € J-re kg, (p;) # kg,(q;) vagyis h(p/F) # h(q/F). &

Feladatok. 1. A K test rendezhetd, ha van K-n olyan rendezési relacid, mely
szerint a K-beli 4+ és - miiveletek mindkét valtozojukban monoton névéek. Igazol-
juk, hogy K akkor és csak akkor rendezhets, ha K minden végesen generélt részteste
rendezhetd.

2. Legyen m € w. A G csoport m-reprezentalhatd, ha van olyan F' test, hogy G
bedgyazhato az F' feletti nemszinguléris, m x m-es matrixok multiplikativ csoport-
jaba. Igazoljuk, hogy G akkor és csak akkor m-reprezentalhat6, ha minden végesen
generalt részcsoportja m-reprezentalhato.

2.29. Tétel. Legyen A végtelen halmaz, és legyen F reguldris ultraszird I felett.
Ekkor |'A)F| = |A|l1.

Bizonyitas. Az ultraszorzat a direktszorzat egy faktora, ezért |TA/F| < |TA] =
|AJl. A forditott irdnyt becslés kicsit bonyolultabb.

Mivel F regularis, van olyan || szdmossagi E C F, hogy minden i € I-
re {e € E : i € e} véges halmaz. Legyen f : I — F bijekcio, és legyen
v(@) ={j € I:i€ f(j)}, ez minden i € [-re véges halmaz. Ezért, és mivel A
végtelen halmaz, minden i € I-re |"WA| = |A|. Emiatt elég megmutatni, hogy
i @A/ F| > | AV

Legyen minden s € TA-ra és i € I-re ®(s)(i) = |, € "W A és legyen ®(s) =
(®(s)(i) : i € I)/F. Ekkor tehat ® : 1A — II;c;") A/F, a bizonyitas befejezéséhez
® injektivitasat kell igazolnunk.

Legyen q és s két kiilonboz6 elem ! A-ban. Ekkor van olyan i € I, hogy s(i) # ¢(i),
és ezért minden j € f(i)-re ®(s)(j) # P(q)(j).- Mivel f(i) € E C F, ezért valoban
a(s) £ B(g). '
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Feladatok. 1. Ha minden n € w-ra az A, olyan véges halmaz, hogy |A,| > 2" és
F nemfs ultrasztirs w-n, akkor |Il,c, A, /F| = 2.

2. Ha (A, : n € w) véges halmazok olyan sorozata, hogy {|A4,| : n» € w} nem
korlatos, akkor van olyan F ultrasziir6 w-n, hogy |1, A, /F| = 2%.

2.30. Tétel. (Felszillo Lowenheim-Skolem tétel).
Ha a X elméletnek van végtelen modellje, és k a Y nyelvénél nagyobb-eqyenld szd-
mossdg, akkor X-nak van pontosan k szdmossdgu modellje is.

Bizonyitas. Legyen A a ¥ egy végtelen modellje, és rogzitsiink egy, a feltételeknek
eleget tevs r-t. A 2.21 tétel (2) pontja miatt van x-n egy regularis F ultrasziirs. Ek-
kor a Los-lemma és a 2.29 tétel miatt B ="A/F =X és |B| = |A|" > 2" > k. Van
tehat B-nek egy pontosan k szamossigu részhalmaza, az 1.16 leszallo Lowenheim-
Skolem tétel miatt ez a részhalmaz benne van B egy legfeljebb (és igy pontosan) x
szamossagu elemi részében, ez az elemi rész a keresett modell. |

Ezek szerint egy végtelen A struktira elsérendben izomorfizmus erejéig leirha-
tatlan: a 2.30 tétel miatt mindig van egy .A-val elemien ekvivalens, de nem izomorf
B struktira. Ennek a ténynek érdekes ismeretelméleti kvetkezményei vannak. Egy
végtelen strukturat (els6rendi) tulajdonsigai megadasaval nem lehet egyértelmtien
azonositani. Viszont formalizalt, vagy akar természetes nyelveken csak az A struk-
tura tulajdonsagair6l tudunk beszélni, éppen A végtelensége akadalyozza meg, hogy
véges id6 alatt A egész szerkezetét képesek legyiink kifejezni vagy felfogni.

2.7. Univerzalis struktiarak

Mennyire lehet més két elemien ekvivalens modell szerkezete? A 2.30 tétel mi-
att univerzumaik szdmossaga lehet eltérs. De vajon hasonlit-e a modellek szerkezete
egyméashoz, ha mar elméleteik teljesen megegyeznek?

Az alfejezet célja, hogy modellelméleti médon jellemezziik az elemien ekvivalens
struktirapéarokat. Be fogunk vezetni egy ,ultralanc” nevii modellkonstrukciot, és
meg fogjuk mutatni, hogy két modell pontosan akkor elemien ekvivalens, ha van-
nak izomorf ultraldncaik. Ezzel tehat formulakra valé hivatkozés nélkiil, tisztén a
modellek szerkezete segitségével irjuk majd le az elemi ekvivalenciat. A konstrukcio
viszonylag egyszert, de elég attekinthetetlen. A 2.9 fejezetben vissza fogunk térni
a kérdésre. Ott (joval nagyobb technikai nehézségek aran) igazoljuk majd, hogy
két struktura akkor és csak akkor elemien ekvivalens, ha vannak izomorf ultrahat-
vanyaik.

A 2.29 tételben lattuk, hogy egy végtelen struktira regularis ultrasziirG szerinti
ultrahatvanyanak szamossaga egyenld a direkthatvanya szamossigéaval, vagyis olyan
nagy, amilyen nagy csak lehet. Most megmutatjuk, hogy a regularis ultrasziirék
szerinti ultrahatvanyok egy mésik értelemben is nagyon nagyok.
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2.31. Definicio. Legyen k szdmossdg. Azt mondjuk, hogy az A struktira k-uni-
verzdlis, ha minden, A-val elemien ekvivalens és k-ndl kisebb szdmossdgu struktira
elemien bedgyazhatd A-ba.

2.32. Tétel.

(1) Legyen A, tetszbleges L-struktira, legyen k > |Form(L)| egy szdmossdg €s
legyen F rk-reguldris ultraszird az I halmaz felett. Ekkor az 1Az F ultrahatvdny
k1 -univerzdlis.

(2) Ha ¢ : A — B egy elemi bedgyazds, k > |B|,|Form(L)|; F egy k-regquldris
ultrasziire I felett, akkor van olyan o : B — 1 A/F elemi bedgyazds, melyre 54 = 0o ¢
(itt 54 az A diagndlis bedgyazdsa ! A/ F-be).

Bizonyitas. Kezdjiik (1) igazolasaval. Feltehets, hogy A végtelen, kiilonben az
allitds semmitmondo.

Legyen B egy Ag-al (és ekkor persze A := ! Ay/F-el is) elemien ekvivalens struk-
tura, melyre |B| < k" (azaz |B| < k). Megmutatjuk, hogy B elemien bedgyazhato
A-ba. Ehhez az 1.22 tétel miatt elég, ha azt igazoljuk, hogy minden b € B-hez van
b € A gy, hogy (A,0)pep modellje B elemi diagrammjanak (amit, mint eddig is,
A (B)-vel jeloliink).

Mivel F k-regularis, van olyan £ C F, hogy |E| = k és minden ¢ € I-re
{e € E: i € e} véges halmaz. Feltevéseink szerint |A.(B)| < k ezért van egy injektiv
f:Ae(B) — E fiiggvény. Legyen minden i € I-re v(i) = {¢ € A.(B) :i € f(¢)}-

Ekkor minden i € [-re y(i) véges formulahalmaz, ezért csak véges sok olyan
konstansjel van v(7)-ben, mely A nyelvében nem szerepel, és melyeket csak azért
vettiink fel, hogy megjeloljiik a B-beli elemeket. Cseréljiik ki ezeket a konstans-
szimboélumokat individuumvaltozokra, c;,-t mondjuk z;,-re gy, hogy kiilonb6z6 kons-
tansszimbolumokhoz kiilonb6z6 valtozokat valasztunk, legyenek e kicserélt formulak

©0( Ty s wovs Thpy 1 )y ooy Pm—1(Thgs -y o,y ). Ekkor
B ): (El:l:bo...Eben_l) /\jem @j(.ﬁl}bm ey SL’bn_l),

és mivel Ay =, B, vannak olyan bj(i),...,0, (i) € Ay elemek, melyekre A, =
Niem@ilbp (i), .., bl,_1(i)]. Ez azt jelenti, hogy minden ¢ € ~(i)-re

(*) (Ao, (8), . b1 () =
Ha b € B olyan elem, melyre ¢, nem szerepel (i) egyetlen formulajaban sem,
akkor legyen b'(i) € Ay tetszéleges. Végiil minden b € B-re legyen b’ = (b/'(i) : i €

I)/F. Allitjuk, hogy (A, V)ep = Ac(B).
Ez azért van igy, mert ha ¢ € A (B) tetsz6leges, akkor (x) miatt

{tel: (Ao, V(ihwen Fot 2{icl:peq(i)}=flp) eF,
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vagyis a Los-lemma miatt (A, 0),cp | ¢, ahogy allitottuk.

(2)-hoz figyeljiik meg, hogy mivel ¢ elemi bedgyazas, ezért az AT = (A, a).ea
és BT = (B, ¢(a))sca elemien ekvivalens strukturak. A tétel (1) pontja szerint BT
elemien bedgyazhato LA/ F-be, legyen ez a bedgyazas o. Mivel minden a € A-ra
¢, interpretacioja AT/ F-ban éppen d4(a), ezért teljesiil, hogy 64 = 00 ¢. |

Megjegyzések.

Az el6z6 bizonyitas nagyon szemléletes. B elemi bedgyazasanal minden b € B
elemnek meg kell taldlnunk a képét az ultrahatvanyban, a képek minden elsérend-
ben (B nyelvén) kifejezhets tulajdonsidganak meg kell egyeznie az eredeti elemek
tulajdonsagéaval. Ez Gsszesen annyi feladat, mint amennyi A.(B) szamossiaga. Ha
F egy olyan ultrasz(irG, mely legaldbb annyira regularis, mint ahany feladat van,
akkor a feladatokat szét tudjuk tgy osztani, hogy minden koordinatara csak véges
sok feladat jusson. Ezeket a feladatokat kiilon-kiilon meg tudjuk oldani, mert az
egyes koordinatakra elsirt véges sok feltétel elsérendd formulakkal leirhato, ezért az
elemi ekvivalenciit hasznélva e feltételek kielégithetdk.

Tehat B ugy 4gyazhatoé elemien az ultrahatvinyba, hogy minden egyes koor-
din&tan elég B egy véges részét jol reprezentélni. Azt azonban érdemes megfigyelni,
hogy e véges részeket ,egyszerre” reprezentaltuk, azaz egy-egy véges részen beliil
minden elem képe fiigg a t6bbi figyelembe vett elemtdl is (pontosabban b képének .
koordinataja nem csak b-t6l fiigg, hanem attoél is, hogy milyen tovabbi elemeket és fe-
ladatokat kell megoldanunk az i. koordinatéan; e feladatok rdadéasul koordinatanként
is valtozhatnak, ezért a feladatokat rogzitett koordinatakra el6bb Osszegytijtottiik,
és az 1. koordinatan egyszerre oldottuk &ket meg — vagyis ugy kerestiik b képét,
hogy kozben tudtuk, milyen méas feladatokat kell még megoldani a szébanforg6 ko-
ordinatéan).

A 2.32 tétel egy alkalmazéisaként megadjuk az elemi ekvivalencia egy modellel-
méleti jellemzését.

2.33. Definicid. Legyen k egy rendszam. Struktirdk egy (A : X\ < K) rendszerét
Ao egy k-hosszi ultraldncdnak nevezzik, ha minden 1 < k rendszamra teljestl, hogy
e ha (i rdkdvetkezd rendszdm, mondjuk pn = v + 1, akkor A, C A, és A, izomorf
A, egqy ultrahatvdnydval,
® ha i limeszrendszdm, akkor A, = U, ,A,.
Az Uy Ay struktirdt az ultraldne limeszének nevezzik.

2.34. Tétel. (Frayne.)
Az A és B struktiurdk akkor és csak akkor elemien ekvivalensek, ha vannak w-hosszu
wzomorf limeszi ultraldncaik.

Bizonyitas. Ha a szobanforgd struktirak végesek, akkor az allitas megintcsak sem-
mitmond6. Ezert feltehets, hogy A és B végtelenek.
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Az 1.18 tétel miatt minden struktira elemien ekvivalens minden ultralancédnak
limeszével, mivel a Y.o§-lemma miatt minden ultralanc elemi lanc is. Ezért, ha A, az
A egy w hosszu ultralancanak limesze és B, a B egy w hosszi ultraldncénak limesze
ugy, hogy e limeszek izomorfak, akkor

AE@-Aw%BwEeBa

vagyis A és B elemien ekvivalensek.

Forditva, tegyiik fel, hogy A =. B. Meg kell konstrualnunk a beléliik indulo,
izomorf limeszi ultralancokat. Legyen tehat Ay = A és By = B. Mivel A, és By
elemien ekvivalensek, ezért a 2.32 tétel miatt By-nak van olyan B ultrahatvanya,
melybe A, elemien bedgyazhatd. Ekkor a 2.24 tétel (2). pontja miatt By-t a g, dia-
gonalis fiiggvény elemien bedgyazza B(-be. B; legyen B|-nek az az izomorf masolata,
melyet gy kapunk, hogy dp, értékkészletét pontonként helyettesitjiik dg, értelme-
zési tartomanyanak megfelel6 elemével és legyen ¢ : Ay — B egy elemi beagyazas.
Tegyiik fel, hogy valamilyen n € w-ra adottak mar az Ay, ..., A,_1, By, ..., B,, struk-
tarak tgy, hogy a kovetkezdk teljesiilnek.

Ay C A C..CA, ., ByCB C..CB,,

ha i <n — 1, akkor A;,; izomorf A4; egy ultrahatvanyaval,
ha i < n, akkor ¢; : A; — B; ;1 egy elemi bedgyazéas,

ha i < n, akkor B;,, izomorf B; egy ultrahatvanyaval,

ha 1 <i < n, akkor o; : B; — A; egy elemi bedgyazés,

ha i <n —1, akkor Ids, = 011 © ¢4,

ha 1 <¢ < n, akkor Idp, = ¢, o 0;.

Megadjuk A,-et, B, 1-et, ¢,-et és o, 1-et gy, hogy ezek az indukcids feltételek
igazak maradjanak. Az indukcios feltételek szerint ¢, ; elemi beagyazis, ezért
A,_1 és B, elemien ekvivalensek. A 2.32 tétel (2). pontja szerint A, _;-nek van
olyan A/ ultrahatvanya, és van olyan o : B, — A/, elemi bedgyazas, hogy a d4, , :
A,_1 — A, diagonalis beagyazasra teljesiil, hogy d4, , = 00 ¢,—1. Legyen A,
az A} struktira olyan izomorf mésolata, melyben 64, , értékkészletét elemenként
kicseréltiik A,,_; megfelels elemére és legyen o, = 0 — {{(¢p,_1(a), 0(pn_1(a))) : a €
An—l} U {(gbn_l(a), CL> ac An—l}-

Teljesen hasonl6an, a 2.32 tétel (2) pontja szerint van B,-nek olyan B, ult-
rahatvanya és 0 : A, — B, elemi beagyazas, melyre d5, = 0 o 0,,. Legyen B,
a B, struktira olyan izomorf méasolata, melyben ¢z, értékkészletét elemenként
kicseréltikk B, megfelel6 elemére és legyen ¢,1 = 0 — {(0,(0),0(c.(b))) : b €
B,} U{{o,(b),b) : b€ B,}. Konnyi ellendrizni, hogy ezzel az indukcios feltételek
érvényben maradtak.

Ezzel definidltuk az (A, : n € w) és a (B, : n € w) ultralancokat, legyenek
limeszeik rendre A, és B,,. Megmutatjuk, hogy e két utébbi struktira izomorf.
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Haa € A, = Upeo Ay, akkor van egy legkisebb n € w, melyre a € A,,, ezt a legki-
sebb n-t v(a)-val jeloljikk. Legyen ® : A, — B,,, ®(a) = ¢,(,(a). Belatjuk, hogy ez
a ® a keresett izomorfizmus. Elgszor figyeljiik meg, hogy haa € A, ésn > m > v(a),
akkor ¢, (a) = ¢n(a). Ez n—m szerinti indukcioval lathaté be: ha n—m = 0, akkor
nincs mit igazolni. Tegyiik fel, hogy minden olyan szampéarra igaz az allits, melyek
kiilonbsége legfeljebb k, és tegyiik fel, hogy n > m > v(a), n — m = k + 1. Ekkor
Pm(a) = ¢mir(a) = (¢n © 04) © Ginir(a) = ¢n 0 (00 © Ppyr)(a) = én(a), ahogy
allitottuk.

® injektiv, mert ha a, b € A, kiilonb6z6 elemek, akkor tetszéleges n > v(a), v(b)-
re (a) = ¢n(a) # ¢n(b) = ®(b). P sziirjektiv, hiszen ha b € B, akkor van olyan
n € w, hogy b € B, ekkor b = ¢,, 0 0,,(b) ezért ®(0, (b)) = ¢n(0,(b)) = b, azaz b
benne van ¢ értékkészletében. Végiil legyen R (mondjuk n-véaltozos) relacidszim-
boélum A nyelvében, és legyen ay, ..., a,-1 € A,. Ekkor m > v(ag), ..., v(a,—1)-re A,
elemi rész A,-ban, és B,, 1 elemi rész B,-ban, ezért

R’A“" (CLQ, ceey an,l) =

RA™(ag, ..., ap_1) < (mivel ¢, elemi beagyazis)
RBn+1 (¢, (ag), .., dm(an_1)) < (mivel m elég nagy)
REm+1(®(ay), ..., ®(a, 1))

RE(®(ag), ..., 2(an_1)),

ahogy allitottuk. ® miivelettartasat hasonl6an igazolhatjuk. |

Mint emlitettiik, az el6bbi konstrukci6é egyszertisége ellenére felmeriil a kérdés,
hogy van-e attekinthetébb modellelméleti jellemzése az elemi ekvivalencidnak. Meg
fogjuk mutatni, hogy a valasz igenld: a jellemzéshez nincs sziikség w-hosszi ultralan-
cokra. Keisler és Shelah tételei szerint két struktira akkor és csak akkor elemien
ekvivalens, ha vannak izomorf ultrahatvanyaik. E tétel igazolasahoz tovabbi fogal-
makra lesz sziikségiink, melyeket kés6bb sok mas célra is fel fogunk hasznalni. E
fogalmakat a kovetkezs alfejezetben ismertetjiik.

2.8. Szaturalt struktarak

Milyen kapcsolat lehet egy A struktira egy a eleme (vagy elemei) és egy
X C A részhalmaz elemei kozott? Hogy e kapcsolatokat atlassuk, célszertd L-et
kibgviteni gy, hogy X minden elemét megnevezziik egy-egy konstanszimbélummal.
A kib6vitett nyelvet (az 1.21 definicionak megfelelGen) Ly-el jeloljiik majd, és a
konnyebb olvashatosig érdekében nem (mindig) tesziink szigoru kiilonbséget X ele-
mei és az Gket megnevezd konstansszimbélumok kozott.
Ezek utin a és X kapcsolatat a {p(z,b) : A = p(a,b), b C X} formulahal-
maz irja le. Ez minden informéciét tartalmaz, amely egyaltalan kifejezhets az Lx
nyelven. Ez motivalja a kovetkezs definiciot.
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2.35. Definici6. Legyen v = (vg, vy, ...) individuumuvdltozck egy sorozata, A egy L-
struktira és legyen X C A. Ekkor a p C Lx formulahalmazt eqy v feletti, A-beli
X -tipusnak nevezziik, ha

o A p-beli formuldkban legfeljebb a vy, vy, ... vdltozok fordulnak eld szabadon,

e minden py € [p]<“-ra A |= JugTvy... A po,

e ha  egy olyan formula, melyben legfeljebb a vy, vy, ... vdltozdk fordulnak

eld szabadon, akkor ¢ € p vagy —¢ € p.

A v feletti, A-beli X -tipusok halmazdt S (X)-el jeléljiik.

Megjegyzések.

(1) A definici6 szerint a valtozok v = (v, vy, ...) sorozata akar végtelen is lehet, az
alabbi tételek mindegyike ebben az altalanos esetben is érvényes (a kozolt bizonyita-
sok igy is miikodnek). Ha v végtelen, akkor az elgbbi definicioban JvyJvy... A py a
Apo egzisztencidlis lezartjat jelenti.

(2) Ugyanakkor fontos lesz az az eset, amikor v véges (s6t, egyelemii). A jelolé-
sek egyszertisitése érdekében ekkor S,, ., , helyett S,-et irunk majd (tehat S{‘(X )
formulaiban v, lehet az egyetlen szabad valtozo).

(3) A tipus fogalma sokban emlékeztet a kovetkezs klasszikusabb algebrai konst-
rukciora. Legyen K < L két test, a € L. Ekkor az I = {p(z) € K[z] : p(a) = 0}
ideal megadja az Gsszes atomi formulat, mely fenndll a és K elemei kozott. Ezért
ez az idedl egy elsérendiinél szegényesebb nyelven vett 1-valtozos K feletti tipus-
nak tekinthet6. E kapcsolatot érdemes fejben tartani, mert sokszor segit tovabbi
altalanositasok motivalasaban, illetve modellelméleti tételek szemléltetésében. S6t,
a 6.5 fejezetben majd klasszikus algebrai problémak vizsgélatara fogjuk alkalmazni
modellelméleti eredményeinket.

(4) Ha A egy halmaz, akkor a € X (kissé pontatlanul) azt jeloli, hogy a az A
elemeinek egy (véges) sorozata.

2.36. Definicio. Legyen A struktira, v vdltozdk eqy sorozata és legyen X C A. Az
R C A reldcid X-beli paraméterekkel definidlhatd, ha van olyan ¢ € Lx formula,
melyben legfeljebb v elemer fordulnak eld szabadon, és melyre

R={se€A: A ¢[s]}.

A ¢ dltal definidlt R reldcidra alkalmazni fogjuk az R = ||o||A, esetleg az R = p(A)
jelolést is. Ha X = 0, akkor R paraméterek nélkil definidlhato.

2.37. Tétel. Az eldbbi jelolésekkel az X -beli paraméterekkel definidlhato régzitett
szabad wdltozdju reldciok eqy B Boole-algebrdt alkotnak a halmazelméleti N-el és
komplementumképzéssel, mint miveletekkel. A p € S2H(X) tipusok (azonosithatok)

s e

B ultraszdrdi(vel).

Bizonyitas. Az X-beli paraméterekkel definidlhato relaciok halmaza nyilvanvaloéan
zart a megadott miiveletekre.
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Legyen p € SA(X) egy tipus, belatjuk, hogy ekkor a p* = {||¢||* : ¢ € p} egy
ultrasziir6 B-n. A 2.35 definicié utolsé pontja miatt p* nem iires, s6t, B minden
eleme, vagy az elem komplementuma benne van p*-ban. () ¢ p*, mert ellenkezé eset-
ben lenne olyan ¢ € p, hogy ||¢||* = 0, de ekkor nem teljesiilne, hogy A = J;¢, azaz
p nem lenne tipus. p* felszallo, mert tegyiik fel, hogy ||p||* € p*, ||¢|[* C |||, Ha
—1) € p teljesiilne, akkor A £ Ju(p A —1)) kovetkezne, ellentétben a 2.35 definicio
2. pontjaval. Tehat ||v||* € p*. A metszet-zartsig hasonléan igazolhato.

Forditva, ha p* egy ultraszlir6 B-n, akkor konnyi ellendrizni, hogy p = {¢ :
|p||* € p*} egy tipus, és az is vilagos, hogy a p < p* megfeleltetés bijektiv. |

Legyen py C p € S24(X). Azt mondjuk, hogy po-t az a € A realizilja, ha minden
¢ € po-ra A | ¢[a], po realizdlhaté A-ban, ha van olyan a € A, ami realizélja.
A 2.35 definici6é 2. pontja szerint A tipusainak minden véges részhalmaza A-ban
realizalhaté. Ezt a tényt ugy is szokés hivni, hogy p ,konzisztens” vagy ,végesen kon-
zisztens” A elméletével, illetve, hogy p végesen realizalhaté A-ban. Ez lényegében
azt jelenti, hogy egy tipus a definidlhat6 relaciok Boole-algebrajanak véges metszet
tulajdonsagi része. A 2.35 definicié utolsé pontja szerint a tipusok maximélis kon-
zisztens formulahalmazok; ez teljesen Gsszhangban van a 2.1 fejezet eredményeivel.

A 2.2 fejezet szerint tehat a tipusok egy topologikus tér, egy Stone-tér elemei: a
definidlhato relaciok Boole-algebrajanak Stone-tere a 2.37 tétel szerint azonosithato
a tipusok terével. Ez az azonositds magyarizza, miért S-el jeloltiik a tipusok hal-
mazat.

SA(X) tehat egy kompakt Hausdorff-tér. Legyen F;(X) az olyan Ly-beli for-
mulak halmaza, melyekben legfeljebb v elemei fordulnak el, mint szabad valtozok,
és ¢ € Fy(X)-relegyen N, = {p € SA(X) : ¢ € p}. Ekkor a 2.6 definici6 uténi meg-
jegyzés szerint {N, : ¢ € F;(X)} az SZ(X) tér egy béazisa. Az egyszeriibb jelolés
érdekében N, helyett néha egyszertien p-vel jel6ljiik a tipusok terében a megfelels
elemi nyilt halmazokat.

Legyen most A egy struktira, X C A és a € X. Ekkor a

tp™(a/X) = {¢(v,b) € F3(X) : Al=p(a,b)}

formulahalmazt az a X-feletti A-tipusanak nevezziik. Vilagos, hogy tp(a/X) egy
tipus (melyet a realizal is).

Feladat. Legyenek A és B L-strukturak és legyen f olyan B-be képezs fliggvény,
melynek értelmezési tartomanya A egy részhalmaza. Igazoljuk, hogy f akkor és csak
akkor elemi leképezés, ha minden a € [dom(f)]<“-ra tp*(a/0) = tp®(f(a)/0).

2.38. Definici6. Legyen A eqy L-struktira és legyen k eqy szimossdg. A-t k-

szaturdltnak nevezziik, ha minden X € [A]<"-ra és p € S{(X)-re p realizdlhato
A-ban. A szaturdlt, ha |A|-szaturdlt.
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Nyilvanval6, hogy ha egy strukttira s-szaturalt, akkor minden A\ < k-ra A-
szaturalt is.

2.39. Lemma. Legyen A eqy L-struktira és legyen r eqy végtelen szdmossdg. Ekkor
a kovetkezd két dallitdas ekvivalens.

(1) A k-szaturdlt.

(2) Minden n € w-ra, minden X € [A]<"-ra és p € SA(X)-re p realizdlhaté
A-ban.

Bizonyitas. (2) = (1) nyilvanvalo, (1) = (2)-t n szerinti indukciéval igazoljuk. Az
n=1 esetben nincs mit bizonyitani.

Tegyiik fel, hogy (2) igaz valamilyen n > 1-re és legyen p € Si\,(X). Azt
kell igazolni, hogy p realizalhato A-ban. Legyen p’ = {3v,p : ¢ € p}. Ha
q = {Fvnpo, ..., Joppr_1} € [p/]7¥, akkor —mivel p végesen realizalhat6 — van olyan
a € ""A hogy A | Nieriplal, ezért Aq is realidlhaté A-ban, vagyis p’ végesen rea-
lizalhat6 A-ban. Ezért a 2.4 tétel miatt p’-nek van egy r € SA(X) kiterjesztése. Az
indukcios feltevés szerint r-nek van egy b = (b, ..., b,_;) realiziciéja A-ban. Legyen
most s = {p(bo, ..., bn—1,v) : ©(vo,...,v,) € p}. Hasonléan, mint el6bb, s vé-
gesen realizalhato A-ban, mert ha s = {©o(bo, .--; bpn—1,Vn), -y ©k(bo, ooy b1, 00) }
akkor Ajepp; € p ezért Ju,(Nierp;) € p' és igy b ezt a formulat is realizalja,
ami pont azt jelenti, hogy A egy alkalmas eleme s'-t realizdlja. Van tehat egy
t e S;}i (X U{by,...,b,_1}) tipus, mely kiterjeszti s-t. Mivel | X| < k és k végtelen,
ezért | X U{bo,...,bn_1}| < k és t olyan tipus, melynek formuldiban legfeljebb egy
valtozo (nevezetesen v,) fordul el6 szabadon. Ekkor (1), azaz A k-szaturaltsaga
miatt van olyan ¢ € A elem, mely realizalja ¢t-t. De ekkor (by, ..., b, 1, c) realizilja
az eredeti p-t, vagyis (2) teljesiil n + 1-re is. |

Feladat. Igazoljuk, hogy ha A véges struktira, X C A, p € S{4(X), tetsz6legesek,
akkor p A-ban realizalhato.

Egyetlen végtelen A struktira sem lehet |A|"-szaturalt, mert a py = {x # ¢, :
a € A} formulahalmaz végesen konzisztens, ezért a 2.4 tétel szerint kiterjeszthetd
egy p € S{'(A)-beli tipussa, ami A-ban nyilvanval6an nem realizalhaté. Ezek szerint
egy végtelen szaturdlt struktira annyira szaturélt, amennyire csak lehet.

Most tisztazzuk, hogy vannak-e egyéltalan szaturalt modellek, illetve, hogy adott
szamossagon egy teljes elméletnek legfeljebb hany szaturalt modellje lehet.

2.40. Tétel. Legyen A egy L-struktira, |Form(L)| < Rq és legyen F nemfd ultra-
sziird w-n. Ekkor a B =“A/F ultrahatvdny R;-szaturdlt.

Bizonyitas. Legyen X € [B]“™, minden a € X-re legyen o' az a egy !A-beli
reprezentdnsa és legyen p € SP(X) tetsz6leges tipus. Feltevéseink szerint p meg-
szamlalhato, mondjuk p = {@o(vo, Go), 1(vo, @1), ...}. A p-t realizalo elemet egyfajta
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diagonalizalassal konstrualjuk meg. Minden n € w-ra legyen
(x) Jp=Hicw:i>n, AE Jvg(Arenpr(vo,ar(i)))},

ekkor J, € F, mert p végesen realizalhaté B-ben és F nem f{6sziir6. Legyen min-
den n € w-ra y(n) = maz{m : n € J,}. A konstrukcié szerint minden n € w-ra
v(n) < n agy, hogy ha m > ~(n), akkor n & J,,, és ha m < ~(n) akkor n € J,,,. Ezért
(%) miatt minden n € w-hoz van olyan b, € A, hogy A = Apey(n)(0r(bn, a;(n)). Vé-
giil legyen b = (b, : n € w)/F.

Ekkor b realizélja p-t, mert legyen op(vo,an) € p tetszéleges. Minden n €
Ng<ni1dr € F-re h+ 1 < 7(n) ezért minden ilyen n-re A = ¢p,(b,,an(n)) vagyis
B luo, ar)lb]. '

Az el6z6 bizonyitas alapjan esetleg azt gondolhatnénk, hogy egy végtelen L-
struktira x-regularis ultrasziir6 szerinti ultrahatvanyai ~*-szaturaltak (legalabbis,
ha |Form(L)| < k), hiszen ha p az ultrahatviny egy 1-tipusa valamilyen r sza-
mossagu részhalmaz felett, akkor p-ben x darab formula van, ezeket kell egyszerre
realizalni. Ez tehat x darab feladat, melyeket az ultrasziir6 s-reguléris volta miatt
szét tudunk tgy osztani, hogy minden koordinatara csak véges sok feladat jusson,
ezeket a feladatokat pedig meg tudjuk oldani, hiszen p végesen realizdlhato.

Az el6z6 gondolatmenet hibas !!! Ugyanis p véges részei az ultrahatvanyban,
és nem az eredeti struktiraban realizalhaték. Ez lényeges kiilonbség, hiszen p elemei
ultrahatvanybeli paramétereket tartalmazhatnak. Ha ezeket a formulakat az ultra-
hatvany koordinata-struktiraiban akarjuk vizsgalni, akkor el6bb reprezentansokat
kell valasztanunk a paraméterekbél. Ezek utan probaljuk alkalmazni az ultrasziird
regularitasat, és tegyiik fel, hogy valamelyik (mondjuk i-edik) koordinatan a véges
(i) = {po(vo, (7)), s n_1(v0, ' (7))} formulahalmazt kellene realizalni. El&for-
dulhat, hogy (i) minden eleme az alapstruktiraban realizdlhato, de egyszerre az
egész (i) nem realizdlhatd. Persze p minden véges részhalmaza az ultrahatvany-
ban realizdlhato, és igy a {@o(vo,b), ..., pn_1(vo, b)} formulahalmaz az ultrahatvany
majdnem minden koordinatajaban realizalhato — de hogy ezek kozott a koordinatak
kozott szerepel-e i is, az attol (is) fiigg, hogy milyen reprezentansait valasztottuk a
paramétereknek. A p-beli formuldkhoz tartozo feladatokat tehét nem elég a regula-
ritast hasznalva ,valahogy” szétosztani, arra is figyelni kéne, hogy milyen feladatokat
kell majd aztdn egyszerre megoldani.

A 2.40 tételben lényegében azt hasznaltuk, hogy ultrasztirénk R,-regularis volt,
ebbdl kovetkezett az Ni-szaturaltsdg. Minden n € w-ra az n. koordinatén p elsé n
formulajabol realizaltuk a leghosszabb kezdGszeletet, amit csak lehetett. Mivel p az
ultrahatvanyban végesen realizalhat6 volt, ezért minden ilyen kezd&szelet majdnem
minden koordinatan kielégithet6 volt, és mivel p Osszesen megszamlalhato sok for-
mulat tartalmazott, p egy rogzitett formuldjat e realizalt kezd&szeletek majdnem
mindegyike tartalmazta, ezért p realizalhat6 volt. (Ez az utols6 lépés nem ismétel-
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het6 meg, ha p megszamlalhatonal tobb formulét tartalmaz.)

A regularis ultrasziir6k kapcsolatba hozhatok a szaturaltsag kovetkez6 gyengitett
valtozataval; e kapcsolat aztan elég lesz egy, az ,jigazi” szaturdltsdggal kapcsolatos
egzisztenciatétel igazolasadhoz.

2.41. Definicié. Legyen A tetszdleges struktira, legyen k szdmossdg és legyen X C
A. Ekkor A k-szaturdlt X felett, ha minden Y € [X]|<"-ra minden p € S{(Y) tipus
realizdlhato A-ban.

A erdsen k-homogén, ha minden X € [A]<"-ra és f : X — A elemi leképe-
zésre teljesiil, hogy A-nak van olyan automorfizmusa, mely kiterjeszti f-t. A erdsen
homogén, ha erdsen |A|T-homogén.

Feladatok.1. Igazoljuk, hogy minden szaturalt struktira erésen homogén.
2. lIgazoljuk, hogy egy struktira akkor és csak akkor szaturalt, ha univerzalis és
erGsen homogén.

2.42. Tétel. Ha A egy L-struktira, |Form(L)| < k és F k-reguldris ultraszird I-n,

akkor ' A/ F kt-szaturdlt A felett (pontosabban A diagondlis bedgyazds szerinti képe
felett).

Bizonyitas. Legyen A adott L-struktira és legyen Y € [A]=" egy legfeljebb x
szémossagi részhalmaz. Legyen B = LA/ F, és legyen p € SE(Y) tetszoleges. Mint
eddig is, a jelolések egyszertisitése érdekében A-t azonositjuk a diagonalis beagyazas
szerinti képével.

A feltevések szerint |p| < k. F k-regularis, ezért van egy E C F tgy, hogy
|E| = Kk és minden ¢ € [-re {e € F : i € e} véges. Van tehat egy f : p — E
bijekci6. Legyen minden i € I-re v(i) = {¢(vo,a) € p:i € f(p(vo,a))}. A feltételek
szerint mindegyik ~(7) realizalhat6 B-ben. Viszont p formulaiban csak Y C A-beli
paraméterek vannak, és a 2.24 tétel miatt A elemi része B-nek, ezért mindegyik (7)
A-ban is realizalhato, legyen b, € A egy realizici6. Végiil legyen b = (b; : i € I)/F.

Ekkor b realizélja p-t, ugyanis ha ¢(vg, a) € p tetszéleges formula, akkor minden
i € f(e(vg,a))-ra p(vg, a) € v(i), ezért A = (b, a), és mivel f(p(vo,a)) € F, ezért
a Los-lemma miatt B = ¢(b,a). |

2.43. Tétel. (Gyenge Egzisztenciatétel). Legyen T konzisztens elmélet az L nyelven
és legyen |Form(L)| < k egy végtelen szdmossdg.

(1) Ha k reguldris és az (A, : p < k) elemi ldncban minden p < k-ra teljesil,
hogy A, |= T és A1 k-szaturdlt A, felett, akkor a ldnc limesze T egy k-szaturdlt
modellje.

(2) T-nek van olyan C modellje, mely k" -szaturdlt és |C| < 2.

(8) T-nek van k*-szaturdlt, erdsen k™-homogén modellje (mely izomorf egy ult-
raldnc limeszével, ha a méretet nem akarjuk kontrolldlni, akkor az ultraldnc elsd
struktirdja T tetszdleges végtelen modellje lehet).
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Bizonyitas. Ha T-nek csak véges modelljei vannak, akkor az allitas semmitmondo.
Ezért feltessziik, hogy T-nek van végtelen modellje.

(1) igazolasahoz legyen a megadott lanc limesze A. Mivel elemi lancrol van szo,
az 1.18 tétel miatt A = T. Legyen most X € [A]<" és legyen p € S{*(X) tetszSleges.
k regularis, ezért van olyan A\ < k, hogy X C A,, vagyis p € S{AA(X). Ezért Ajy,1-
ben p-t realizdlja egy alkalmas a € A,,; elem. Azonban A,,; elemi rész A-ban,
ezért a e b&vebb struktiraban is realizalja p-t.

(2) igazolasahoz megadunk egy ' hosszi, (1)-nek megfelels ultralancot. Legyen
F regularis ultraszir6 ~ felett. Legyen Ay = T egy végtelen struktira, melyre
|Ao| < |Form(L)|. Tegyiikk most fel, hogy minden A < p-re A, mar definialt gy,
hogy |A,| < 2%

Ha p rakovetkezd rendszam, mondjuk p = A + 1, akkor A, legyen "A,/F-nek
az az izomorf méasolata, melyben A, diagonalis beagyazas szerinti képét elemenként
kicseréltiik A, megfelel§ elemére. A 2.42 tétel szerint ekkor A, x*-szaturalt A,
felett. Ekkor a 2.29 tétel és az indukcits feltevés szerint |A,| < (27)F = 2%° = 2~

Ha ;o limeszrendszam, akkor legyen A4, = Uy, Ax. Most is teljesiil, hogy
| Al < |pf - 27 = 2"

Az (A, : XA < kT) ultralanc egy elemi lanc, ezért (1) miatt ennek C limesze T-nek
egy kT-szaturalt modellje. Végiil |C| < kT - 2% = 2% ahogy allitottuk.

(3) bizonyitasahoz szintén egy ultralancot fogunk hasznalni. Mint elgbb, legyen
Ay egy végtelen modellje T-nek. Ha y1 < x* és minden A < p-re A, mar definialt
és A limeszrendszam, akkor legyen Ay, = U, .1 A,; ha pedig \ rdkovetkezd, mondjuk
A = p+ 1, akkor Legyen F egy maz{k, |A,|}-regularis ultrasziirg és legyen A, az
A, F szeriniti ultrahatvanyanak az az izomorf mésolata, melyben A, diagonalis
beagyazas szerinti képét kicseréltiik A, megfelels elemeire. Legyen végiil A = A+,
vagyis az ultralanc limesze.

A 2.42 tétel szerint mindegyik A, szaturalt A, felett, ezért (1) miatt A -
szaturalt. Legyen most X € [A]=" tetszGleges, és legyen f : X — A egy elemi
leképezés. Meg kell mutatnunk, hogy A egy alkalmas automorfizmusa kiterjeszti
f-t. Mivel |X| < cf(k") = kT, van olyan v < kT, melyre X, range(f) C A,.
Mivel A, az A egy elemi része, ezért f egy elemi leképezés A,-ben is. Emi-
att A, = (A, C)cedom(s) =e (Av, F(C))ccdom(r) =Ze (Avs1, F(C))ecdompy = Alir
Ugyanakkor a 2.32 tétel miatt ez utobbi struktara |A,|T-univerzélis, ezért van egy
[+ A, — A,y fliggvény, mely A -t elemien bedgyazza A, -be. Vilagos, hogy f,
kiterjeszti f-t.

Tegyiik most fel, hogy A < k és definidltuk mér elemi leképezések egy novo
(fu : v < p < \) sorozatat ugy, hogy dom(f,) = A,, range(f,) C A,41. Ha A
limeszrendszam, akkor legyen fy = U,<,<xfy, ha pedig A = u + 1 rakévetkezd, ak-

kor mivel f, elemi leképezés, A | = (Aut1, € cedom(f) =e (Apsa, [u(€))cedom(s,) =

Al o, ezért A, |A, 1] -univerzalitdsa miatt van egy fi : A, — A, elemi
beagyazas, ez kiterjeszti f,,-t. Ezzel f)-t definialtuk minden v < A < k*-ra.
Végiil vilagos, hogy f.+ a keresett automorfizmus. |
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Az altalanositott kontinuum-hipotézis (réviden gch) szerint minden végtelen k
szamossagra teljesiil, hogy k* = 2%. Ezért gch esetén az el6bbi tétel miatt minden
elméletnek van szaturalt modellje. Ez gch nélkiil nem igaz: van olyan elmélet (egy
véges nyelven), melynek minden A modelljében minden végtelen x < |A|-ra és min-
den X € [A]" halmazra teljesiil, hogy

(+)  ISf(30)] =25,

ennyi kiillonb6z§ tipus realizaciojahoz legalabb 2% kiilénb6z6 elem kell, tehat egy
ilyen elmélet x"-szaturalt modelljei mind legalabb 2 szamossagiak. Az 5.1 alfeje-
zetben meg fogunk adni egy olyan elméletet, melyre (x) teljesiil. Ennek az elméletnek
sok méas érdekes tulajdonsaga is lesz.

ZFC-ben kt és 2% kozott lehetnek még tovabbi szamossagok, ezért a 2.43 tétel
nem garantalja szaturalt modellek 1étezését, és az el6bb emlitett tétel kizarja, hogy
ilyen altalanossagban tébbet lehessen mondani. Ugyanakkor az nincs kizarva, hogy
bizonyos ,szép” elméleteknek mégis legyenek szaturalt modelljei. Ilyenekre a 6.2
fejezetben latunk majd példakat.

2.44. Tétel. (Unicitdstétel.)

(1) Legyenek A és B elemien ekvivalens, azonos szdmossdgu szaturdlt modellek.
Ekkor A= B.

(2) Ha k végtelen szdmossdg és A k-szaturdlt, akkor k™ -univerzdlis is.

Bizonyitas. (1)-hez tegyiik fel, hogy x = |A| = | B|, kozelebbr6l A = {ay : A < K}
és B = {by : A < k}. Meg fogjuk adni elemi leképezések egy (f\ : A < k) olyan
sorozatat, melyre teljesiil, hogy minden ;1 < A\ < K esetén

(a) f,u g f)\a

(b)  au € dom(fx), b, € range(fy),

(C) <A7 a>a€dom(f>\) = <B7 f)x(a»aédom(f)\):
(d) (A=A +Ro.

Ez elég, mert ekkor f, a kivint izomorfizmus. Az elemi leképezések sorozatét transz-
finit rekurzioval adjuk meg. Tegyiik fel, hogy minden ;1 < A-ra f, adott mar.

Ha A limeszrendszam, akkor legyen f) = U, <\ f,. Ekkor (a) és (b) nyilvanval6an
érvényben marad, (c) azért marad érvényben, mert ha (A, a)sciom(r,) = ¢, akkor mi-
vel A limeszrendszam, van olyan 7 < A, hogy ¢-ben legfeljebb az {a, : 1 < n} elemeit
jel6ls konstansszimbolumok szerepelnek, ezért (A, a)aciom(s,) F ¢ és igy az induk-
cios feltevés (pontosabban (c) n-ra vonatkoz6 példanya) miatt (B, f,,(a))acdom(s,) F
¢ azaz (a) miatt (B, fi(a))ecdom(sr,) E - Végiil (d) is érvényben marad, mert
< Suarlful < Sl + X < BucalAl + N < [A]- (A +Ro) = [A] + N,
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Ha A rékdvetkezd rendszdm, mondjuk A = p+1, akkor legyen p = tp(a,, /dom(f.))
és legyen p' = {p(vo, fu(a)) : ¢(vg,a) € p}. Ekkor (c) p-re vonatkozd példanya
szerint p' egy range(f,) feletti tipus B-ben.

(Ezt részletesebben is megmutatjuk ebben a bekezdésben: csak az okozhat prob-
léemat, hogy p’ miért lesz végesen realizalhaté B-ben. Ezt igy gondolhatjuk at: ha
q = {po(vo, fulao)), ..., pn—1(vo, fu(@n-1))} € [p1=*, akkor a konstrukcié miatt

(A, a>a€dom(fu) ): /\z‘En%(%, di)

ezért (A, a)acdom(s,) = FVo(ANienwi(vo,a;)). De ekkor ez utobbi formula (c) p-edik
példanya miatt (B, f.(a))acdom(s,)-ben is igaz, vagyis ¢ realizalhat6 B-ben.)

Tovabba (d) miatt |range(f,)| < k és B szaturalt. Ezért van egy b € B, mely
realizalja p’-t. Legyen [’ f,-nek az a kiterjesztése, mely a,-t b-re képezi. Ekkor f’
egy elemi leképezés, mert,

(A, a)acdom(s,) F play, a) <
o(vg,a) € tpA(aﬂ/dom(f“)) &
90(7107 fu(a» cp &

<B, fu(a»aedom(fu) ): QO(b, fu(d))

Az elemi leképezések mindig injektiv fiiggvények. FEzért teljesen hasonléan, van
olyan ¢ € A elem, hogy f’-nek az a kiterjesztése, mely c-t b,-re képezi elemi leké-
pezés lesz. Legyen f ez az elemi leképezés. Ekkor (a) és (b) nyilvanval6an érvény-
ben marad, (c) azért marad érvényben mert f) elemi leképezés és (d) azért, mert
Al <24 [ful 24 [l +Ro <2+ [N +Ro = [A] + R,

Ezzel a kivant elemi leképezéseket megkonstrualtuk.

(2) igazolasa hasonloan torténhet: legyen B egy A-val elemien ekvivalens struk-
tara, melyre |B| < k. Az elemi leképezések konstrukcigjanal ugyantugy jarunk el
mint az el6bb, kivéve, hogy rakovetkezd 1épésekben csak B soronkdvetkezs elemének
keresiink képet A-ban (forditva nem is tudnank, hiszen B-rél semmilyen szaturaltsa-
got sem tettiink fel). Ekkor f. inverze B egy elemi beagyazasa lesz. |

Ezek szerint, adott végtelen szamossagon egy teljes elmélet szaturalt modellje
(ha van ilyen egyaltalan) izomorfizmus erejéig egyértelmdi.

Megjegyezziik tovabba, hogy az el6bbi bizonyitas soran, mikor a rakovetkezd
rendszamoknak megfelel§ 1épésekben kiterjesztiink egy f elemi leképezést, lényegé-
ben csak annyit hasznalunk, hogy az 1j elem dom(f) felett ugyanazokat az egziszten-
cidlis formulakat elégiti ki, mint képe range(f) felett. Tehat nem sziikséges feltenni
teljes els6rendd tipusaik egyezését.

Most az Unicitastétel egy egyszerti kivetkezményét ismertetjiik, melynek aztan
sokféle altalanositasat is igazoljuk majd.
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2.45. Tétel. Legyenek A és B megszdmldlhato L-struktirdk valamilyen megszdm-
lalhato L nyelven, és tegyiik fel a kontinuum-hipotézist. Ekkor a kovetkezd két dllitds
ekvivalens.

(1) A=, B.

(2) Ha F nemfd ultrasziré w-n, akkor “AJF = “B/F.

Bizonyitas. (2) =(1) azért igaz, mert A és B elemien ekvivalensek minden ultra-
hatvanyukkal, ezért (2) esetén egymaéssal is.

(1) = (2) is konnyen adodik az eddigiekbél: a 2.40 tétel miatt az A" = “A/F
és B' = “B/F ultrahatvanyok N;-szaturaltak és (1) miatt elemien ekvivalensek.
Tovabba mivel w-n minden nemf§ ultrasziirG regularis, ezért a 2.29 tétel miatt
|A’| = |B'| = 2% = R, (ez utoébbi a kontinuum-hipotézis miatt). Tehat A’ és
B’ elemien ekvivalens szaturalt strukturéak, ezért a 2.44 tétel miatt izomorfak is. B

E tétel utan természetes kérdés, hogy vajon minden elemien ekvivalens struk-
turaparnak vannak-e izomorf ultrahatvanyai, vagyis hogy a 2.34 tételbél elhagyhatok-
e az ultralancok. Meg fogjuk mutatni, hogy a valasz igenls. ElGszor gch feltételezése
mellett probaljuk a 2.45 tételt tetszéleges (megszamlalhatonal nagyobb) struktirak-
ra altaldnositani.

Ehhez azt a kérdést kell tisztazni, hogy alkalmas ultrasziir6ket hasznilva kapha-
tunk-e eléggé szaturélt ultraszorzatokat. A 2.40 tétel bizonyitasa utani megjegyzés
szerint az ultrasziir6 regularitdsa ehhez kevés. Egy adott tipus realizaciojahoz ugy
kéne szétosztani az egyes ,feladatokat”, hogy a kozos koordinatara keriilt formulak
egyszerre is realizdlhatok legyenek, ugyanakkor az, hogy az egyes formulakat mely
koordinatékon akarjuk realizalni, csak az illet6 formulatol fiiggjon (méas formulaktol
mar ne fiiggjon). Ez motivalja a kovetkezs definicidkat.

2.46. Definici6é. Legyen F ultraszird és legyen k egy szdmossdg. Az f : [k]|~¥ — F
fiigguény monoton, ha x C y € [k]<“ esetén f(y) C f(z). f additiv, ha x,y € [k]<
esetén f(x Uy) = f(x) N f(y). Végil g : k]~ — F az [ finomitdsa, ha minden
x € [R]<¥-ra g(z) C f(x).

Az el6bbi definicioban a ,monoton” helyett talin az ,antimonoton”, additiv he-
lyett talan az ,,antiadditiv’ helyesebb volna, de tartjuk magunkat az irodalomban
elterjedt elnevezésekhez. Nyilvanvalo, hogy az additiv fiiggvények monotonok is.

Vegyiik észre, hogy tetszGleges h : [k]<* — F fiiggvénynek van monoton fi-
nomitasa: az f : [k]<¥ — F, f(x) = Nyc,h(y) egy ilyen monoton finomitas.

2.47. Definicid. Legyen k szdmossdg és legyen F ultraszird az I halmaz felett. F
k-j0, ha minden p < k-ra minden [ : [u|~¥ — F figguénynek van egy additiv
finomitdsa. F jo, ha |I|T-jo.

Az F szird k-teljes, ha akdrhogyis vesziink r-ndl kevesebb halmazt F-bdl, ezek
metszete is F-beli lesz.
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Vilagos, hogy minden szlir6 Ny-teljes, és egy x-j6 ultrasziir6 minden A < k-ra A-jo
is, valamint hogy az elébbi definicioban elég lett volna azt el6irni, hogy a monoton
fiiggvényeknek van additiv finomitéasa.

Z F(C-ben nem bizonyithato, hogy vannak N;-teljes nemfs ultrasztirék. E kérdés
messzire vezetne, melyre nem akarunk kitérni, de a problémakérrel kapcsolatban
[6]-ra utalunk.

Feladatok. 1. Igazoljuk, hogy w-n minden nemf& ultrasziiré N;-jo.

2. Igazoljuk, hogy egyetlen I feletti nemf6 ultrasziirg sem |I]77-jo.

3. Igazoljuk, hogy a [0, 1] intervallum 1 Lebesgue-mértéki részhalmazai Ni-teljes
szilir6t generalnak.

Ezek szerint egy jo ultraszlir6 annyira j6, amennyire csak lehet.

2.48. Tétel. Legyen I halmaz, és minden i € I-re legyen A; egqy L-struktira. Ha
|Form(L)| < k és F egy kT -jo és nem Ry-teljes ultraszird I felett, akkor a ;e A; /| F
ultraszorzat k" -szaturdlt.

Bizonyitas. Legyen A = Il;c;A;/F és minden a € A-ra legyen o’ € Il;c/A; az
a egy reprezentansa. Legyen X € [A]* és legyen p € S{4(X) egy tipus. Meg kell
mutatnunk, hogy p realizalhato A-ban.

Mivel F nem N;-teljes, ezért van olyan ([, € F,n € w) sorozat, melyre J =
Mnewln € F. Legyen J, = Ny<p L, — J, ekkor minden n € w-ra J, € F, J, C J 11
és

(*) mnEw Jn - @
Minden po = {¢0(v0, o), - Pn—1(V0, @n-1)} € [p]~“-1a legyen
() f(po) = Jpo) N {i € I+ Ai = Foo(Arentpr(vo, @, (4))) }-

f értékkészlete F-beli, mert p végesen realizalhaté A-ban. Most hasznaljuk, hogy
F kT-jo: mivel |p| < k, van f-nek egy ¢ additiv finomitasa. Legyen minden i € [-re

(i) = {p(vo,a) € p: i € gle(v,a))}.
Figyeljiik meg, hogy ha ¢y, ..., 9,1 € ¥(i), akkor

(* * *) (S mk6n9(¢k) = g({¢07 ~-~>¢n—1}) g f({gbOa ~-~>¢n—1}) g Jn

De az i € J, feltétel rogzitett i-re (x) miatt csak véges sok n-re teljesiilhet. Ez
azt jelenti, hogy minden i € I-re (i) egy véges halmaz.
Most megmutatjuk, hogy a ~y(i) formulahalmazok mindig realizdlhatok A;-ben.

Ha (i) = {¢o, ..., pn_1} akkor (x*x) miatt i € f({¢o, ..., on_1}) = f(7(7)) azaz (xx)
miatt van olyan b; € A;, mely realizalja v(i)-t A;-ben. Végiil legyen b = (b; : i €
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I/ F.

Megmutatjuk, hogy b realizélja p-t A-ban. Legyen ¢(vg,a) € p tetszéleges,
elég igazolni, hogy A-ban ezt a formulat b kielégiti. Minden i € g(¢(vg,a))-ra
o(vg,a) € (i) ezért A; = @(b;,a'(i)). Mivel g(p(vg,a)) € F, ezért a Los-lemma
miatt A = ¢(vg, a). |

Most ratériink a jo ultrasziir6k konstrukcidjara. Ehhez egy sor definiciéon és
lemméan at vezet az ut. Elszor jegyezziik meg, hogy legegyszeriibben ugy allitha-
tunk el6 h : [k]<¥ — P()\) tipust additiv fiiggvényeket, hogy A minden i elemére
megadjuk, hogy melyik az a legb&vebb halmaz [k]<“-ban, melynek h szerinti képe
még tartalmazza i-t. Valoban, ha g : A — [k|<¥ tetszleges fiiggvény, akkor a
h:[k]<¢ — P(A), h(w) ={i € A :w C g(i)} egy additiv fiiggvény lesz.

Az a célunk, hogy az eldbbi Gtletet (és varidnsait) hasznalva transzfinit rekur-
zioval épitsiink fel egy jo ultrasziir6t. A transzfinit konstrukcié soran sok olyan
g fiiggvényre lesz sziikségiink, melyekbdl az el6bbi mintéra additiv h fliggvényeket
allitunk el6. Raadasul ezeknek a g-knek egymastdl kell6képp kiilénbozniiik kell,
hogy a transzfinit konstrukcié soran mindig talaljunk megfelel6t a folytatashoz. Ez
motivalja a kovetkez6 definiciot.

o

2.49. Definicid. Legyenek I és J adott halmazok, F szird I felett és legyen 1 vég-
telen szdmossdg. A G C 71 figguényhalmaz p-figgetlen F felett (jelolés: G L, F),
ha minden o < p-re igaz, hogy akdrhogy is vessziik pdronként kilonbézé G-beli fiigg-
vények egy (g, : v < ) és I-beli elemek egy (j, : v < ) sorozatdt, minden X € F-
nek van olyan i € X eleme, hogy

(Vy < a)g,(i) = Js.

Ha G egy p-fliggetlen fliggvényhalmaz F felett, akkor akarhogy is vesziink G-bél
pu-nél kevesebb fiiggvényt, ezek a fiiggvények ,egyiitt is sziirjektivek” F minden X
elemén.

2.50. Lemma. Tegyiik fel, hogy B3, X és p olyan végtelen szdmossdgok, hogy ha v <
woakkor \v <\, B <\

(1) Van olyan G C B, hogy |G| =2* és G L, {)\}.

(2) Van olyan nem N,-teljes F sziird \ felett és olyan G C ), hogy |G| = 2* és
G p-fiiggetlen F felett.

Bizonyitas. (1) bizonyitasahoz el@szor is figyeljiik meg, hogy a G-beli fiiggvények
értelmezési tartoményat szabadon megvaltoztathatjuk egy tetszéleges \ szdmossagi
I halmazra, hiszen a feltétel csak annyit mond, hogy ha G-bél akarhogy vesziink
1-nél kevesebb fiiggvényt, és ezek értékeit elGirjuk, akkor lesz az értelmezési tar-
tomanynak olyan pontja, ahol a fiiggvények mind az el&irt értékeket veszik fel.
Mivel 2* fiiggvényt kell elgallitanunk, e fiiggvényeket \ részhalmazaival fogjuk
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indexelni. A feladatunk tehat a kovetkezd: ha A részhalmazainak egy p-nél révidebb
sorozatat vessziik, és e sorozat minden eleméhez elGirunk egy [-beli értéket, akkor
talalnunk kell az értelmezési tartoményban egy olyan pontot, melyben a A részhal-
mazaival indexelt fiiggvényeink épp az el6irt értékeket veszik fel. Ezért az lehet
az els§ otletiink, hogy az I értelmezési tartomany alljon az Gsszes p-nél révidebb
sorozatok parjaibol; az els6 sorozat megadna a A-beli részhalmazokat, a masodik
pedig az itt eldirt fiiggvényértékeket. Sajnos azonban igy |I| nagyobb lenne A-nal.
Viszont egyszerre ugyis csak p-nél kevesebb fiiggvény értékét kell eltalalnunk, ezért
A részhalmazai koziil elég a p-nél kisebbeket venni. Ezt az otletet valdsitja meg a
kovetkezd konstrukeio.
Legyen

I ={(h,v): h:a— P(A) injektiv, v:a — [,a < p, | Uyca h(7)| < p}.

Rogzitett v esetén v-bsl B¢ < X\ darab lehet, h-t pedig ugy képzelhetjiik, hogy
el6bb kivalasztjuk X egy p-nél kisebb E részhalmazat, ez lesz U, h(7), majd E-bél
valasztunk « darab részhalmazt, ezek lesznek h értékei. Megint, rogzitett a-ra F-t
legfeljebb \ féleképpen valaszthatjuk, és rogzitett E-re h-t legfeljebb [*E| < Aol < X
modon valaszthatjuk. Tehat rogzitett a-ra az [-beli parok szama legfeljebb A, és
mivel o csak p < A darab értéket vehet fel, ezért |/| = A. Legyen most minden
J C I-re f;: I — [ akovetkezo fiiggvény. Ha (h,v) € I, akkor legfeljebb egy olyan
o < « lehet, melyre J N (Urange(h)) = h(o).

Ha van ilyen o, akkor legyen f;({(h,v)) = v(0),
ha nincs, akkor legyen f;((h,v)) = 0.

Belatjuk, hogy a G = {f; : J C A} fiiggvényhalmaz eleget tesz az éllitasnak.

Legyen o < 1 és legyenek (J, C A : v < ), (v, € B : v < a) adott sorozatok ugy,
hogy v1 # 7, esetén J, # J,,. Ha megmutatjuk, hogy van olyan e = (h,v) € I,
hogy minden v < a-ra f; (e) = v,, akkor azt is belattuk, hogy J # K esetén
f1 # fx, vagyis, hogy |G| = 2* és persze G p-fiiggetlen {\} felett.

Minden kiilénb6z6 1,72 < « parra van olyan ¢ € A, hogy ¢ pontosan az egyik
halmaznak eleme .J, és J,, koziil, mert kiillonboz6 ~-kra a J,-k kiilonboz6k. E
megkiilonboztets ¢ elemeket 0sszegytijtve, van egy olyan C' halmazunk, melyre egy-
részt |C| < |a)? < p, mésrészt minden v, # 79 esetén J, N C # J,, N C. Legyen
h(v) = J,NC, ekkor e = (h,v) € I és a konstrukci6 miatt minden v < «-ra
f1,(e) = v,, ahogy allitottuk.

(2) ezek utan egyszerti: (1) szerint van G C *) tgy, hogy |G| = 2" és G L, \.
Legyen I = A\ X w és minden g € G-re legyen ¢’ : [ — X\, ¢'(i,n) = g(i). Ekkor
[I| = X és g1 # g2 esetén g| # g, ezért G' = {g' : g € G}-re |G| = |G| = 2.

Legyen minden n € w-ra I, = {(i,m) € I : n < m}. Ekkor az {I,, : n € w}
halmazrendszer véges metszet tulajdonsagi, legyen a generalt sziir6 F:
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(x) F={XCIl:Enew)l, CX}.

Mivel Nyl = 0, ezért F nem Ni-teljes. Végiil, ha o < p, (f] € G' 1 v < «)
paronként kiilonbozd, (j, € A : v < a) és X € F adottak, akkor (x) miatt van olyan
n € w hogy I, C X és G p-fiiggetlensége miatt van olyan » € A\, hogy minden v < a-
ra f,(r) = j,. De ekkor (r,n) € J, C X és minden v < a-ra f(r,n) = f,(r) = j,,
vagyis G' L, F. |

Feladatok. 1. Legyen I végtelen halmaz, és nevezziik a V' C P(/) halmazrendszert
I felett fiiggetlennek, ha barmely diszjunkt és véges A, B C V-re teljesiil, hogy van
olyan a € I mely A minden elemében benne van, de B egyetlen elemében sincs
benne. Igazoljuk, hogy van 2!/l szamossagi I felett fiiggetlen halmazrendszer.

2. Az el6z6 feladat felhasznalasaval igazoljuk, hogy ha I végtelen halmaz, akkor [
felett van 22" kiilonb6z6 ultraszirs.

Ha U C P(\) véges metszet tulajdonsidgi halmazrendszer, akkor [U] jeldli az
U altal generalt sztirét.

2.51. Lemma. Tegyiik fel, hogy F sziird X felett, és G C *8 gy, hogy G L, F (u
végtelen szimossdg). Ha X C N\, akkor van olyan G' C G, hogy |G'| < 1 és

G-G L, [FU{X}] wvagy G-G L,[FUu{x—-X}.

Bizonyitas. Ha F U {X} véges metszet tulajdonsagu és G u-fiiggetlen a generalt
sziirg felett, akkor G’ = () valsztassal készen vagyunk. Ezért feltehets, hogy van
Z € F, o < p, és minden v < a-ra van paronként kiilonbozé f, € G és v, € [ ugy,
hogy

(1) XnZn{iei: (Vy<a)fy(i)=v,}=0.
Legyen G' = {f, : v < a}. Allitjuk, hogy ekkor F U {\ — X} véges metszet
tulajdonsagu, és G — G’ u-fiiggetlen a generalt sziir§ felett. Ha nem ez volna a

helyzet, akkor lenne egy 0 < u, ¥ € F és minden 7 < d-ra lennének paronként
kiilonb6z6 g, € G — G’ és w, € (3 1gy, hogy

2) A=X)nYn{ie: (Vy<dg,(i) =w,}=0.
Ugyanakkor G L, F és |a| + 0| < p, ezért van olyan i € ZNY C A, hogy

minden v < a-ra f,(i) = v, és minden v < é-ra g,(i) = w,. De ekkor (1) miatt
i ¢ X és (2) miatt i € (A — X), ellentmondas. |
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A kovetkezGkben Ny-fiiggetlen fiiggvényhalmaz helyett roviden fiiggetlen fiiggvény-
halmazt irunk.

2.52. Lemma. Legyen F sziird \ felett, G C X fiiggetlen F felett, |G| > 2, legyen
f [N — F monoton fiigguény és legyen g € G tetszbleges. Ekkor van olyan
F' D F sziiré és van additiv f . [\<* — F' mely finomitdisa f-nek és melyre
G —{g} figgetlen F' felett.

Bizonyitas. Legyen {w, : @ < A} a [\|<¥ egy felsorolasa. A 2.49 definici6 el6tti
megjegyzéssel analog mdédon g-bdl elgallitunk egy additiv fiiggvényt, és arra is figye-
liink, hogy ez f egy finomitéasa legyen. Tehat minden w € [A\]<“-ra legyen

fw)={ieX: i€ flwym), w<wy}

Ekkor f" az [ egy finomitasa, mert ha ¢ € f'(w), akkor a w-nél bévebb wg-re
i € f(wg()) és ezért f monotonitasa miatt i € f(w) vagyis f'(w) C f(w). Tovabba
[’ additiv, mert ha v, w € [\]<“ akkor

i€ fllvuw) i flwy),vUw C wye) <
i € fwya)),v € wyay, w C wyey i € f(v)N f(w).

Legyenek most fo,..., fno1 € G — {g} paronként kiilonbozsk és legyen X € F,
00y .y in_1 € A &8s w € [A]<¥“. Megmutatjuk, hogy van olyan j € X N f'(w), hogy
fo(j) = doy ey fno1(§) = in_1. Ez a kiovetkez6k miatt van igy. Valahol w-t is fel-
soroltuk a bizonyitas elején rogzitett sorozatban. Ezért van olyan o < A, hogy
w = ws. G F feletti fliggetlenségét hasznalva, van olyan j € X N f(w), hogy
£o(3) = s far(G) = in1,9(j) = . Bkkor j € f(w) = flwa) = Fluw,y) és
w C w = w, = wy(;) miatt j € f'(w) is teljesiil, ahogy allitottuk.

Ekkor az U = FU{f'({i}) : i € A} halmazrendszer véges metszet tulajdonsagi,
mert f' additivitdsa miatt véges sok U-beli elem metszete X N f/(w) alaka, ahol
X € Fésw € [A\]<¥. De az el6z6 bekezdésben példaul azt is belattuk, hogy G —{g}
minden eleme sziirjektiv ezen a metszeten, ezért e metszet nem lehet iires (itt hasz-
naltuk, hogy |G| > 2: G — {g} nem iires, ezért tényleg van olyan fliggvény, mely
sziirjektiv az el6bbi metszeten). Legyen F' = [U]. Megint az el6z6 bekezdés miatt
ekkor G — {g} fiiggetlen F’ felett. |

2.53. Tétel. Ha )\ végtelen szdmossdg, akkor van )\ felett nem Nq-teljes, jo ultra-
821UT0.
Bizonyitas. Legyen az s = (s, : k < 2) sorozat olyan, hogy benne A minden

részhalmaza el6fordul, tovabba minden monoton f : [A]<¥ — P()\) fiiggvény 2*-szor
fordul el§ s-ben (és mas nem fordul el§ s-ben). A 2.50 lemmat ;1 = Rp-al alkalmazva
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van egy Fo, nem N;-teljes sziiré és van egy 2* szamossagi G C )\ fiiggvényhalmaz,
mely fiiggetlen (pontosabban Ny-fiiggetlen) F felett. Tegyiik fel, hogy x < 2} és
minden p < k-ra definidltuk mar az F, szir6ket és a felettiik fiiggetlen G, fiigg-
vényhalmazokat ugy, hogy

e a sziir6k F, sorozata a tartalmazas szerint novs, a fliggvényhalmazok G, so-
rozata csokkend,

e 7, megoldja az Osszes feladatot p-ig, azaz minden v < p-re, ha s, C A, akkor
vagy s, € F,, vagy A —s, € F, és ha s, : [\]*¥ — F, monoton fiiggvény, akkor van
F,-be képez6 additiv finomitasa,

e |G — Gl < ] + 0.

Ha x limeszrendszam, akkor legyen F,, = U, F,, és legyen G,, = N,.G,,. Koénnyen
lathato, hogy az indukcits feltételek érvényben maradnak.

Legyen most x = p + 1 rdkovetkez6. Ha s, C A, akkor a 2.51 lemma szerint
G ,-bdl el tudunk hagyni egy véges H halmazt gy, hogy a maradék fiiggetlen

(a)  [F,U{s,}]| felett  vagy (b))  [F,U{A—s,}] felett.

Legyen G, = G, — H és legyen F, (a) és (b) kozill az a sziir6, mely felett G,
fiiggetlen.

Ha s, egy F,-be képez6 monoton fiiggvény, akkor legyen g € G, tetszéleges
(|G, = 2* (és igy nem iires) az utols6 indukcids feltétel miatt). A 2.52 lemma miatt
G\ = G, —{g} fiiggetlen F,, egy olyan F, bovitése felett, melyhez van s,-nek F,-ba
képezd additiv finomitésa.

Ha s, egy olyan fiiggvény, mely nem F,-be képez, akkor legyenek F, = F, és
G, = G),. Konnyt ellendrizni, hogy ezen esetek mindegyikében érvényben marad-
nak az indukcios feltevések. Allitjuk, hogy F = Fys a keresett ultrasziird.

Mindegyik F, egy szlir6, és s-ben A\ minden részhalmaza el6fordul, igy a fela-
datok megoldasa soran minden ilyen részhalmazt vagy komplementumét bevettiik
valamelyik F,-be, ezért F ultrasziir6. Tovibb4 F; nem N;-teljes, ezért a b&vebb
F sem Nj-teljes. Végiil legyen f : [\]<¥ — F egy monoton fiiggvény. Mivel
|dom(f)] = X\ < cf(2") ezért van olyan v < 2* hogy F, tartalmazza f érték-
készletét. Tovabba f 2*-szor fordul els s-ben, ezért van olyan i > v, hogy s = f;
ezt a feladatot a p+ 1. 1épésben megoldottuk, vagyis van f-nek F, . ;-be képez6 ad-
ditiv finomitasa — e finomités értékkészletét F is tartalmazza, vagyis F valoban jo. B

Ezek szerint tehat minden végtelen \ szdmossighoz vannak A-n nem N;-teljes,
jo ultrasziirGk, és (A-hoz képest) kicsi nyelvii struktiurak ilyen ultrasziir6k szerinti
ultraszorzatai a 2.48 tétel miatt A\T-szaturaltak.
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2.9. Keisler és Shelah Izomorfizmustételei

Tobbszor is, példaul a 2.45 tétel utdn megjegyeztiik, hogy barmely elemien ekvi-
valens struktiraparnak vannak izomorf ultrahatvanyai, tehat az elemi ekvivalencia
kozvetleniil ultrahatvanyokkal is jellemezhets; a 2.34 tételben szerepld ultralancok
elhagyhatok. Ebben a fejezetben ezt a jellemzést igazoljuk majd. ElGszor az al-
taldnositott kontinuum-hipotézis mellett igazoljuk, hogy elemien ekvivalens struk-
tardknak mindig vannak izomorf ultrahatvanyai, majd tisztan ZF'C-ben is bebi-
zonyitjuk ezt a tételt.

Sziikségilink lesz a kovetkez6 lemmara.

2.54. Lemma. Ha A végtelen halmaz, F egy nem Ni-teljes és jo ultraszird a vég-
telen \ szdmossdg felett, akkor |[*A/F| > 2.

Bizonyitas. Mint elmitettiik, az 5.1 alfejezetben megmutatjuk majd, hogy van egy
olyan L véges nyelv és ezen egy konzisztens T' elmélet, melyre igaz, hogy 1" minden
végtelen B modelljében minden X € [B]*-ra |SP(X)| = 2*. Legyen A ennek a T-nek
egy olyan modellje, melynek A az alaphalmaza. Ekkor C = *A/F a 2.48 tétel miatt
AT-szaturalt. Ezért |C] > )\ (ellenkez8 esetben a A-nl kevesebb elemet tartalmazo
{z # ¢, : a € C} formulahalmazt (mely a végtelen C-ben végesen realizalhato) ki
lehetne terjeszteni egy olyan C' feletti tipussa, mely C-ben nem lenne realizalhato).
Van tehat egy X € [C]* halmaz. Ismét C \T-szaturaltsaga miatt S¢(X) minden
eleme realizdlhato C-ben. De C |= T miatt ez 2* kiilonboz6 tipus realizaciojat je-
lenti, vagyis |C| > 2%, tovabb4 vilagos, hogy |C| = |*A/F|, mert az ultraszorzat
alaphalmazanak szdmossdga nem fiigg attél, hogy milyen relaciok vannak még a
strukturakban. ]

2.55. Tétel. (Keisler Izomorfizmustétele). Tegyiik fel az dltaldnositott kontinuum-
hipotézist. Ekkor a kovetkezd két dllitds ekvivalens.

(1) Az A és B L-struktirdk elemien ekvivalensek.

(2) Ha |Al|, |B|,|Form(L)|,Rg < X\ és F egy nem R;-teljes jo ultraszird \ felett,
akkor A és B F szerinti ultrahatvdnyai izomorfak.

Bizonyitas. Ha valamelyik struktira véges, akkor az allitds semmitmondé6. Fel-
tessziik tehat, hogy A és B is végtelen.

(2) = (1) megint konnyti: mivel a 2.53 tétel miatt A-n van nem N;-teljes jo
ultrasziirG, ezért (2) szerint A-nak és B-nek vannak izomorf ultrahatvanyai, ezekkel
az ultrahatvanyaikkal A és B elemien ekvivalensek, ezért egymassal is elemien ekvi-
valensek.

(1) = (2)-héz elszor vegyiik figyelembe, hogy a 2.48 tétel miatt A’ = *A/F
és B' = *B/F egyarant \*-szaturaltak és persze (1) miatt elemien ekvivalensek is.
Tovabb4 a 2.54 lemma miatt 2* < |A’| és nyilvanvald, hogy |A’| < |A]} < 2141* = 22,
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Ezért |A’| = 2* és hasonléan |B’| = 2*. Az altaldnositott kontinuum-hipotézis mi-
att tehat |A'| = |B'| = A1, azaz A’ és B’ szaturélt és a korabbiak szerint elemien
ekvivalens modellek, ezért a 2.44 tétel miatt izomorfak. |

Ezek szerint gch-bol kovetkezik, hogy

(1) két struktura akkor és csak akkor elemien ekvivalens, ha vannak izomorf ult-
rahatvanyaik;

(2) s6t, elég nagy halmazokon vannak olyan ultrasziir6k, hogy ha kicsi, de ele-
mien ekvivalens strukturak ultrahatvanyait ilyen ultrasziir6k szerint vessziik, akkor
izomorf struktarakat kapunk.

Természetes kérdés, hogy Z F'C-ben (tehat gch nélkiil) mit tudunk mondani. Koé-
vetkezG célunk Shelah bizonyitéséat ismertetni, mely szerint (1) Z F'C-ben is érvényes.
Megjegyezziik tovabba, hogy Z FC-nek van olyan modellje, melyben van két elemien
ekvivalens megszamlalhatoan végtelen strukttira, melyekhez w felett nincs olyan ult-
rasziiré ami szerint ultrahatvanyozva izomorf struktiurakat kapnank (természetesen
w-nal nagyobb alaphalmaz felett van ilyen ultrasziirg). Tehat a kontinuum-hipotézis
nélkiil még a 2.45 tétel sem igaz, ezért (2)-h6z hasonlé allitas igazolasa Z FC-ben
nehéz probléma, mely jelenleg is nyitott.

Most ratériink az (1) Izomorfizmustétel ZFC-beli, S. Shelah-t6l szarmazé bi-
zonyitasara. Ehhez hasznéljuk majd az el6z6 fejezet eredményeit és jeloléseit és a
kovetkezd lemmaékra is sziikségiink lesz.

Ha g,h € 23 akkor ||g = h|| = {i € X : g(i) = h(i)}.
2.56. Lemma. Legyenek 3, )\, u végtelen szdmossdgok, 5 < p, p requldris. Legyen

(U] = F sziire X felett (U végtelen), G C *3 tgy, hogy G L, F és |G| > |U| - u. Ek-
kor minden h € *(3-hoz van olyan G' C G, hogy |G'| < |U|-u és minden g € G—G'-re

G =G —{g} Ly [FUllg = nlf].

Bizonyitas. Legyen A € F tetszéleges és tegyiik fel, hogy nincs olyan G’ € [G]<H
melyre teljesiilne, hogy

(¥*) minden g € G — G’'-re, minden o < p-re, minden paronként kiilonb6z6 fiigg-
vényekbdl all6 (g, € G — G' — {g} : v < 0) és minden (v, € §: v < o) sorozatra
van olyan i € AN||g = h||, hogy (Vy < o) f,(i) = v,.
Transzfinit rekurzidval definialjuk a kévetkez6 objektumokat. Ha o < 3 és minden
v < a-ra megadtuk mar a paronként diszjunkt K., € [G]<F-t, g, € G — Us, Ks-t és
vy : K, — (B-t, melyekre

() {i€A: (¥ € K )k(i) = v, (K)} N AN [|g, = hl| = 0,
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akkor legyen G’ = U, K, U{g, : v < a}. Mivel a < B < p, és p reguldris,
|G'| < u. A (%) tagadasara vonatkozo feltevést a G'-re alkalmazva kapjuk a (xx)-ot
kielégit6 K-t go-t és v,-t. A konstrukcié miatt kiillonb6z6 a-ra a K-k diszjunktak.
Legyen L = U,3K, U {g, : v < B}. Ekkor (ismét p regularitdsa miatt) |L| < u
ezért, mivel G L, F, ,az L-beli fiiggvények értékét A-n tetszélegesen elSirhatjuk”,
azaz van olyan ¢ € A, hogy

minden vy < f-ra g,(i) =y és
minden y < (-ra és minden k € K. -ra k(i) = v, (k).

Ekkor a {g, : 7 < (} fiiggvényhalmaz i-ben minden lehetséges értéket felvesz 5-bdl,
ezért valamelyikiik felveszi a h(i) € [ értéket is. Ez azonban () miatt lehetetlen.
Ez az ellentmondas igazolja, hogy () igaz (az el6tte 1évs tagadas nélkiil).

Ezek szerint minden A € F-hez van egy G’y € G melyre (x) teljesiil, legyen
G' = Uaeu)<«Gh,. Vilagos, hogy ekkor |G| < |U| - p. Megmutatjuk, hogy min-
den g € G—G-re G—G —{g} L, [FU]|lg = hl||]. Ehhez elég megmutatni,
hogy ha g € G — G’ tetsz6leges, A az U véges sok elemének metszete, 0 < p,
f=(f, € G—G —{g}:v < o) paronként kiilonbozé fiiggvények és v = (v, € 3)
akkor van olyan i € AN||g = hl|, hogy (Vy < o) f,(i) = v,. Mivel G — G’ nem fiires,
ebbdl az is kovetkezik, hogy F U ||g = h|| véges metszet tulajdonsagi, ezért valoban
jogos a generalt sziir6rél beszélni.

Legyenek tehat adottak az el§z6 bekezdésben felsorolt g, A, o, f és v. FEkkor
G -G C G -Gy, ezért (%) alkalmazhato, és épp a bizonyitando allitast adja. B

2.57. Lemma. Tegyiik fel, hogy [U] = F sziré \ felett, és G C *B gy, hogy
G L, F, B < u végtelen szdmossdgok, ;1 requldris. Legyen s = (s, C X :7vy < p).

(1) Ekkor van olyan G' C G, hogy |G'| < o-p és F' O F gy, hogy G—-G' L, F'
és minden v < o-ra vagy S, € F' vagy A —s, € F.

(2) Ho H C 3, |H| = o és |G| > |U| - - 0 akkor van olyan G' C G, hogy
|G'| <|U|-p-0 és minden g € G—G'-re és h € H-ra

G =G —{g} Ly [FUllg = nlf].

Bizonyitas. (1)-hez a 2.51 lemmét fogjuk ,,0™-szor alkalmazni. Transzfinit rekur-
zioval definidljuk szlirék egy (F, : v < o) nové sorozatat és fliggvényhalmazok egy
(Gl 1y < o) egy sorozatét gy, hogy

(a) G — Usey G5 Ly Ty,

(b) |G| < s
(¢) minden 0 < ~-ra vagy s; € F., vagy A — s; € F.,.
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Legyen Fy = F, és G, = () és legyen o < p. Ha minden v < a-ra definidltuk méar
F.,-t és G/ -t, akkor alkalmazzuk a 2.51 lemmat az U, ,F, szlirére, a G — U, <G
fiiggvényhalmazra és s,-ra, az eredmény legyen F,, és GG,. Koénnyii ellendrizni, hogy
(a)-(c) érvényben marad.

Legyen F' = U,,F, és legyen G' = U,,G’. Ekkor Minden v < g-ra vagy
Sy € F vagy A —s, € F és |G'| < p-p. Végil G — G L, F', mert ha A € F/,
akkor van olyan 7 < p hogy A € F,. Hamost o < i, (f, € G -G : v < «) és
(vy € By <) akkor G — G C G — Us,G5 és (a) miatt van olyan i € A, hogy
minden v < a-ra f, (i) = v,, tehat valoban G — G' L, F'.

(2) bizonyitasa egyszeriibb: a 2.56 lemma miatt minden h € H-hoz van egy
G}, € G, hogy |G),| <|U|- p és minden g € G — Gj-re

(x)  G—=G,—{g} L, [FUllg=hll].

Legyen G' = U{G), : h € H}. Ekkor |G'| < |U|-p-o0. Ha most h € H és
g € G— G, akkor g € G — G}, ezért (x)-bol kivetkezik az allitas. |

Most mar ratérhetiink Shelah Izomorfizmustételének bizonyitasara. Mint lat-
tuk, ha gch-t feltessziik, akkor a jo ultraszlir6k szerinti ultrahatvanyok szaturaltak
lesznek, ezért transzfinit rekurzioval megadhaté koztiik egy izomorfizmus. Ehhez
egyébként a szaturaltsig helyett elég annyit garantéilni, hogy a transzfinit rekurzié-
ban soronkovetkezG elem tipusa realizdlhatoé legyen a mésik struktiraban. Ugyan-
akkor gch nélkiil az ultrahatvanyok til nagyok lehetnek. A kulcs 6tlet az, hogy a jo
ultraszlir6k konstrukci6ja kozben hasznélt transzfinit rekurzioét és az izomorfizmus
felépitésére hasznélt transzfinit rekurziot vonjuk ossze, és csindljuk egyszerre.

Ehhez megint fiiggetlen fiiggvényhalmazokat fogunk hasznalni; de mig gch mellet
a fliggetlen fiiggvényeket az indexhalmaz particiondlasara hasznaltuk, a kovetkezd
bizonyitasban az ultrahatvanyok elemei lesznek.

2.58. Tétel. (Shelah Izomorfizmustétele.) A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek.
(1) Az A és B L-struktirdk elemien ekvivalensek.
(2) A-nak és B-nek vannak izomorf ultrahatvinyaik.

Bizonyitas. Megint, ha valamelyik struktira véges, akkor az allitas semmitmondo.
Feltessziik tehat, hogy mindkét struktira végtelen. (2) = (1) ugyanigy igazolhato,
mint a 2.55 tételben (ebben az irdnyban nem hasznaltuk gch-t).

Lassuk (1) = (2) bizonyitasat. Legyen (3 olyan szamossag, hogy |Form(L)|,|A|,| B|
< 3, legyen p > [ regularis (példaul p = §7) és legyen A = 2#. Célunk, hogy A
felett megadjunk egy olyan F ultrasziir6t, hogy A és B F szerinti ultrahatvanyai
izomorfak legyenek.

Figyeljiik meg, hogy 2* < M| < p* = 2" < 202" = 22" = 2} és hasonléan
*B| = 2*. Régzitsiik az A = {c, : v < |A|}, B = {d, : v < |B|} felsorolésokat.
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Legyen tovabba s = (s, : v < 2*) egy olyan sorozat, melyben elsfordul *A és *B
minden eleme és A minden részhalmaza (és méas nem fordul el§). Transzfinit rekur-
zibval minden v < 2*-ra meg fogunk adni egy G, C *3-t és U, C P(\)-t, és bizonyos
v < 2\-kra egy-egy a, € *|Al-t és b, € *B-t tgy, hogy a kovetkezsk teljesiiljenek
minden § < v < 2*-ra :

(a) Gs 2 G, |G| =2%, |Go — G,| < |y + A,
(b) Us C Uy, \U,| < |y|+ A, U, véges metszet tulajdonsagu,
(¢) Gy Ly (U4,
(d) Ha S5 C A akkor vagy ss € [U,| vagy A — s € [U,],
(e) Ha s5 € *A akkor s; € {ag : £ <7}, ha s; € *B akkor s; € {b¢ : £ < v},
(f) as és bs egyszerre definialt vagy nem definialt,
(g) Ha ¢ egy n-valtozos L-formula és 79, ...,7,—1 < 7, melyekre mindegyik a,
definialt, akkor
vagy i € A+ A p(an (i), an ()} € (U]
vagy {i € A1 A p(an (i), ....a., , (i)} € [U,],
(h) Ha ¢ egy n-valtozos L-formula és 7y, ..., 7,,_1 < 7 melyekre mindegyik a., és
b,, definialt, akkor
{1 €05 AL plan(i) e, () € 0]
[i€ A+ B plba(i)s b, ()} € U]

Legyen Uy = {\}, ekkor a 2.50 lemma miatt van olyan Gy C *3, hogy |Go| = 2* és
Go L, [Up]. Ezekre (a)-(h) nyilvan fenndll ((g) és (h) azért, mert ha szabad valtozo6
nélkijli formulakat vesziink, akkor a kérdéses A-beli indexhalmazok vagy iiresek, vagy
A-val egyenldk és A =. B miatt ezek egyszerre kovetkeznek be). Tegyiik most fel,
hogy x < 2* és definidltuk méar a,-t, b,-t, G-t és U,-t Ggy, hogy minden v < k-ra
(a)-(h) teljesiil.

Ha k limeszrendszam, akkor legyen G\, = N, <,.G, éslegyen U, = U, .U,. Ezekre
megint konnyd meggondolni, hogy (a)-(h) érvényben marad. Legyen x rakivetkezd,
mondjuk Kk = v + 1.

Ha s, C A, akkor a 2.51 lemmaét alklamazva G.-ra és [U,]-ra talalunk egy olyan
G' C G4-t, hogy |G'| < p és G'-t G,-bol elhagyva a maradék p-fiiggetlen lesz
(U, U{s,}] vagy [U,U{\ — s,] felett. Ennek megfelelGen legyen G, = G, — G’ és U,
U,U{s,} vagy U, U{\ —s,}, aszerint, hogy G, melyikiik felett y-fiiggetlen. Megint
kénnyd meggondolni, hogy (a)-(h) érvényben marad.

Hétra van még az az eset, hogy s, € *A vagy s, € *B. E két eset teljesen
szimmetrikus, hiszen az Gsszes indukcios feltevés megfogalmazasa (g) kivételével
szimmetrikus a,-ra és b,-ra, de (g) dudlisa is egyszertien kivetkezik (g)-bél és (h)-
bol. Tehat csak az s, € *A esettel fogunk foglalkozni. Ha s, € {a¢ : £ < 7}, akkor
nincs teendénk: a G, = G, U, = U, valasztassal (a)-(h) nyilvanval6an érvényben
marad. Tegyiik tehat fel, hogy s, € *A — {a¢ : £ <~}

Legyen minden n-valtozos ¢ € Form(L) formulara és 7 € {a¢ : £ < v}-ra
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Agr = {i € X1 A= (s, (0), 7))}

Mivel |Form(Liage<yy)| < A+ |7, itt Ssszesen legfeljebb o = A + |y| darab hal-
mazrol van sz6 (azaz feltehetd, hogy (z, : v < o) az Gsszes A, alakt halmazok
egy felsorolasa). A 2.57 lemma miatt ekkor van olyan G’ C G, hogy |G'| < ¢ p
és van olyan F’' D [U,]| hogy G, — G’ L, F' és minden v < p-ra vagy 2z, € F

vagy A — z, € F'. Tovabba feltehetjiik, hogy F'-t az U’ = U, U {2, : 2, €
F'yU{N—z,: 2z, € F } halmazrendszer generalja; ekkor |U’| < |U,|+ 0= A+ |7
(itt (b)-t is hasznaltuk). F,.-t majd ugy fogjuk véalasztani, hogy tartalmazza F'-t;
ezzel elérjiik, hogy (g) érvényben maradjon.

Legyen minden n-valtozés ¢ € Form(L) formulara és 7 € {be : £ < 7}-ra
hyz: A — (3 a kovetkezd fiiggvény:

h,7(i) = o, ha o a legkisebb olyan rendszam, melyre B = ¢(d,,7(i)), ha van
ilyen o, kiilonben legyen h., (i) = 0.

Megint, igy legfeljebb o = A + |y| darab fiiggvényt adtunk meg. Alkalmazzuk a
2.57 lemméat G, — G'-re, F'-re és az Gsszes hy »-bol all6 H-ra (ezt megtehetjiik, mert
(a) miatt |G, —G'| = |22 —0-u| = 2* > |U’|- 0~ u, hisz ez ut6bbi szamossag legfeljebb
A+ |7]). Ezek szerint tehat van olyan G” C G, — G’, hogy |G”| < A+ || és minden
g€Gy—G —G"-reéshec H-ra

(x) Gy =G =G"—A{g} L, [F'Ullg = Rl]].

A fenti becslések szerint |G’ U G"| < A+ v, ezért van egy g € G, — G — G”
fiiggvény. Legyen most minden ¢ € A-ra t(i) = d,(;) és minden ¢ € L formulara és
T € {be : £ < y}-ra legyen

Bor={i€A: Bl=yp(ti),7(1))}-

A konstrukcié befejezéseképpen belatjuk, hogy (a)-(h) s-ra is érvényben marad a
G, =G, —G -G —{g}, U, =U U{By,z: A,z € U]}, ay = s, s b, =t
valasztéassal.

A korabbi becslések miatt |G'| = |G”| = A + |7|, ezért (a) fennall és (b)-bdl is
vilagos az utolsé rész kivételével minden. U, véges metszet tulajdonsagat és (c)-t
egyszerre latjuk be. Legyen tehat o < p és (ks € G, : § < ) paronként kiilonb6z6
fiiggvények egy sorozata, legyen (vs € §: 6 < «) és legyen X C X olyan, mely U,
véges sok elemének metszeteként all el6, mondjuk X = Yo N .. NY, 1 N B,z N
..N By, 7., ahol az els6 n halmaz U'-beli, és A, 7, ... Ap,, 1.7, € [U']. Elég
megmutatni, hogy van olyan i € X, melyre (V0 < a)ks(i) = vs; ebbdl kiovetkezik,
hogy U, véges metszet tulajdonsagi és G, L, [U,].
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Tehat minden j < m-re A, > € [U']. Figyeljuk meg, hogy ¢ = Aicpnp-re és
T = To-Tm1Te Apr = Aporg N oo N Ay 5, €8 Agz € [U']. Ezért az ennél
bdvebb Az = {i € A 1 A = (3vg)P(vg,a-(2))} halmaznak (b) és (g) y-ra vo-
natkoz6 példanya miatt [U,]-ban kell lennie, ezért (h) ~-ra vonatkozo példanya
szerint Ba,e- = {i € A : B | (Juy)o(vo,b.(1))} € [U,]. Ezért (x) miatt van
olyan i € YoN...NY,_1N||g = h(3uy)e,7|| 18y, hogy minden § < a-ra ks(i) = vs. Ezek
szerint g(i) egy olyan elem, melyre B |= ¢(g(i), b-(i)), vagyis i € By = NjcnBy, 7,
tehat + € X, ahogy allitottuk.

(d),(e) és (f) k-ra nyilvanvaloan igaz marad. (g) azért marad igaz, mert F'-t
ugy valasztottuk, hogy tartalmazza a megfelelg halmazokat, és 7' C [U,]. Végiil (h)
is igaz marad k-ra, mert U, konstrukcidja miatt a (h)-beli implikaci6 balrol jobbra
fennall. Forditva, ha A, - & [U,], akkor (g) miatt A\ — A, = A, ; € [U,] ezért U,
definici6ja miatt B, - € [U,], vagyis A — B, > € [U,]. De azt mar igazoltuk, hogy
U, véges metszet tulajdonsagu, ezért B, » & [U,].

Ezzel a transzfinit konstrukciot befejeztiik, most a konstruélt objektumok se-
gitségével megadjuk az izomorfizmust. Legyen F = [Un]. Ez (b) miatt sziirg és
(d) miatt ultrasztirs. Ha & < n < 2* és a¢/F = a,/F akkor (g) miatt {i € \ :
ag(i) = ay(i)} € [Uyt1] ezért (h) n + 1-edik példanyat a vy = v; formulara és a
T = (ag, a,) sorozatra alkalmazva kapjuk, hogy b¢/F = b,/F. Emaitt és (f) mi-
att az f(ag/F) = be/F megfeleltetés joldefinialt (vagyis f eredménye nem fiigg az
argumentumaban szerepld ekvivalenciaosztaly reprezentansatol). Tovabba (e) mi-
att f az egész *A/F-en értelmezve van és sziirjektiv. Hasonléan, ha & < n és
ag/F # a,/F akkor (g) n+ 1. példanyat a ¢ = vy # vy formulara és 7 = (ae, a,)-
re alkalmazva kapjuk, hogy A,: € [U,41] ezért (h) miatt B,r € [Uy1] azaz
flag/F) = be/F # by/F = f(a,/F), vagyis f injektiv fiiggvény. Végiil (h)-t az
atomi formulakra alkalmazva adodik, hogy f : *A/F — *B/F izomorfizmus. u

A 2.30 tétel szerint egy végtelen struktira alkalmas ultrahatvanyai elemien ek-
vivalens, de nem izomorf strukturakat allitanak el6; ez volt az oka, hogy a végte-
len struktirak izomorfizmus erejéig elsérendben leirhatatlanok. Ugyanakkor Shelah
izomorfizmustétele szerint elemien ekvivalens struktiraknak vannak izomorf ultra-
hatvinyaik, vagyis az elemien ekvivalens struktirak ,ultrahatvianyozas erejéig” izo-
morfak. Ezért ,amit az ultraszorzat elront” a leirhatatlansidggal kapcsolatban, azt
Hki is javitja ”.
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3. Kovetkezmények, alkalmazasok

Az alkalmazésok ismertetését Shelah izomorfizmustétele néhany kovetkezményé-
nek bemutatasaval kezdjiik. El6szor az axiomatizadlhaté modellosztalyok tovabbi
jellemzéseit adjuk. Majd a definidlhatosag elméletébdl ismertetiink eredményeket.
Tobbek kozott igazoljuk majd Svenonius tételét: egy extra reldcié akkor és csak
akkor definialhat6 els6rendben explicit médon, ha az elmélet egyetlen modelljének
sem csokkenti az automorfizmuscsoportjat. Ebbél levezetjiik majd Beth tételét is:
az implicite definialhato relaciok explicite is definialhatok. Végiil a nemsztenderd
analizis alapjaibél adunk izelit&t.

3.1. Axiomatizalhat6sag

A 2.25 tételben sziikséges és elégséges feltételt adtunk arra vonatkozoan, hogy
egy struktiiraosztaly axiomatizilhato legyen els6rendi formulak egy alkalmas halma-
zéval. Az axiomatizalhatésag egy a formulak vilagaban megfogalmazott (szintakti-
kus) tulajdonsag; célunk az volt, hogy e tulajdonsigot modellelméleti konstrukciok-
kal irjuk le, vagyis olyan ekvivalens &llitasokat talaljunk, melyek az axiomatizalas
lehetGségét vagy lehetetlenségét a modellek szerkezetének, egymashoz viszonyitott
kapcsolatanak segitségével tisztazzak. Ezt a célt csak részben értiik el a 2.25 tétel-
ben, mert ott az elemi ekvivalenciara is hivatkoznunk kellett. Az elemi ekvivalencia
viszont szintaktikus természetii, hiszen definici6jaban formuldkroél is sz6 van. Most
lehet&ségiink van megadni az axiomatizalhatosag egy tisztan modellelméleti jellem-
zését.

3.1. Definicid. A K struktiraosztdly zdrt az ultragyokvondsra, ha minden A struk-
tirdra teljesiil, hogy ha A wvalamely ultrahatvdinya izomorf eqy K-beli struktirdval,
akkor A € K 1is fenndll.

3.2. Tétel.

(1) A K struktiraosztily akkor és csak akkor aziomatizdlhatd elsérendd for-
muldkkal, ha K zdrt ultraszorzatra és ultragydkvondsra.

(2) K akkor és csak akkor axiomatizdlhato végesen, ha K zdrt ultraszorzatra,
ultragyékvondsra és K komplementuma zdrt ultraszorzatra.

Bizonyitas. A 2.25 tétel miatt elég megmutatni, hogy a kovetkezd két allitas ekvi-
valens.

(a) K zart ultraszorzatra és elemi ekvivalenciara.
(b) K zart ultraszorzatra és ultragyokvonéasra.

Az (a) = (b) kovetkeztetés helyes, mert a Los§-lemma miatt minden struktira ele-
mien ekvivalens minden ultrahatvanyéaval.
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Forditva, tegyiik fel (b)-t; megmutatjuk, hogy ekkor K az elemi ekvivalenciara
is zart. Legyen A =, B és tegyiik f6l, hogy A € K. Shelah Izomorfizmustétele (2.58
tétel) miatt A-nak és B-nek vannak izomorf ultrahatvanyai (legyenek ezek rendre A’
és B'). Mivel K ultraszorzatra zart, A’ € K. Tehat B egy ultrahatvanya izomorf egy
K-beli struktaraval, ezért K ultragyokvonésra vald zartsdga miatt B € K, ahogy
allitottuk. |

3.2. Definidlhatbsag

Most a definidlhatésig elméletébdl mutatunk be egyszertibb tételeket.

3.3. Definicid. Legyen L C L' két elsérendd nyelv, legyen T eqy elmélet a bévebb
L’ nyelven, és legyen R olyan (mondjuk n-vdltozds) reldcidszimbdlum, mely nem sze-
repel L-ben.

(1) Azt mondjuk, hogy T-ben R explicit mddon definidlhato L felett, ha van olyan
©(vg, .oy V1) formula a kisebb L nyelven, hogy T minden A modelljében teljesiil,

hogy
lpl*={aemA: A= pla]} = RA.

(2) Azt mondjuk, hogy T implicit mddon definidlja R-t L felett, ha T bdrmely
két A, B modelljére teljesiil, hogy ha L-reduktumuk azonos, akkor Lg-reduktumuk is
azonos.

Az elébbi definicié (2) pontjaban az , L-reduktumuk azonos” azt jelenti, hogy
a két struktira univerzuma ugyanaz a halmaz, és a relaciészimboélumok és fiigg-
vényszimbolumok interpretacioi is azonosak (mint halmazok). Ez erésebb megkotés,
mintha csak azt feltételeznénk, hogy ,,L-reduktumuk izomorf”. Egy pillanatig 7" mo-
delljeit képzeljiik el ugy, hogy el6bb L-reduktumaikat épitjiik fel, majd ezt terjeszt-
jiik ki megfelel6 modon az L'-beli szimbélumok interpretaciojaval. Ekkor ,, 7 implicit
modon definidlja R-t L felett” azt jelenti, hogy T" modelljeinek L-reduktumain pon-
tosan 1 féleképpen interpretalhatjuk R-t, hogy végiil tényleg T egy modelljét kapjuk.
Egy L’ nyelvi struktura L reduktumat A|;-el fogjuk jellni.

Vilagos, hogy minden 7T-ben L felett explicit médon definidlhaté relacié implicit
modon is definidlhat6. Célunk bebizonyitani (azt a Beth-t6l szarmozo tételt), hogy
ennek megforditasa is igaz.

3.4. Tétel. (Svenonius Definidlhatdsdgi Tétele).
Legyen T eqy teljes elmélet az L' nyelven. Az elébbi jeldléseket megtartva, a kovet-
kezd dllitdsok ekvivalensek.

(a) T-ben R explicit mdodon definidlhato L felett.
(b) Ho A|=T és f az Al egy automorfizmusa, akkor f megtartja R*-t is.
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Bizonyitas. Elgszor tegyiik fel (a)-t, legyen A |= T és f legyen A|; egy automorfiz-
musa. Ekkor (a) miatt van egy olyan o, melyre ||¢|[* = R4, ezért elég megmutatni,
hogy f megtart minden L-formulat. Ez viszont egyszertien adodik az 1.9 tétel (1)
pontjabol.

Forditva, tegyiik most fel (b)-t, és indirekt modon tegyiik fel, hogy (a) nem igaz,
azaz R nem definidlhaté expliciten 7-ben L felett. Legyen ¢ és d csupa 1j konstans-
szimbo6lum, melyek olyan hossztiak, ahany valtozos R. Tekintsiik a

Y=TU{¢(c) & ¢(d): ¢ € Form(L)} U{R(¢),~R(d)}

formulahalmazt. Megmutatjuk, hogy ez a ¥ konzisztens. Ha nem igy volna, ak-
kor a kompaktsagi tétel miatt lenne véges sok ¢o, ..., p—1 L-formula, hogy 7' U
Niem{0i(€) < ¢;(d} U{R(¢),~R(d)}-nek se lenne modellje, vagyis, hogy

(x) T EY2g(Aiem(0i(T) & ¢i(y)) = (R(T) = R(y)))

kovetkezne. Ebben az esetben azonban R explicit médon definidlhato lenne a ko-
vetkez6k miatt. Legyen minden A = T-re és a € A-ra &5 = N {¢;(z) : i <m, Al
oilal} AN {—¢i(Z) 1 i <m, A —~¢;[al}. Vilagos, hogy logikai ekvivalencia erejéig
igy véges sok ®; alaki formulat kaptunk. Legyen ® az Osszes olyan &; alaku for-
mulak diszjunkciéja, melyekre igaz, hogy T valamely modelljében van egy a € A,
hogy R*(a) fennall. Allitjuk, hogy ez a ® definialja R-t. Ehhez legyen A = T.
Ha a € R*, akkor a konstrukcié miatt A = ®*[a], ezért A = R = ®. Forditva,
ha A | ®4[a], akkor van olyan B |= T és b € B, hogy ®, = ®; é¢s B = Rb).
Mivel B = ®3[b], ezért B |= 37(P;(z) A R(z)). T azonban teljes elmélet, ezért
ugyanezt a formulat A is kielégiti, és ezért ®; = ®; miatt van olyan ¢ € R4, hogy
d; = & = ®.. Viszont ekkor (x) miatt a € R4, vagyis A = ® = R. Mivel A
tetszbleges volt, ezzel belattuk, hogy R explicit médon definidlhat6 T-ben L felett;
ez ellentmond az indirekt feltevésiinknek. Tehat > konzisztens.

Legyen most (A,a,b) = X. Ekkor ¥ valasztiasa miatt A’ = (A|;,a) és A" =
(A|z,b) elemien ekvivalensek. Shelah Izomorfizmustétele (a 2.58 tétel) miatt A’-
nek és A”-nek vannak izomorf ultrahatvanyaik; legyen f egy izomorfizmus. Mivel
Al = Al = A”|L, ezért ez az f izomorfizmus az A|}, struktiira automorfizmusa,
melyre f(a) = b, ugyanakkor az ultrahatvany(ok) ¥ modellje(i), ezért az ultrahat-
vanyban R(a) teljesiil, de R(b) nem. Ez azonban ellentmond (b)-nek, mely szerint
automorfizmusunknak meg kéne tartani R-t. |

3.5. Tétel. (Szepardcios tétel.) Ha K és M diszjunkt, L-struktirdkbdl dllo osztd-
lyok, melyek ultraszorzatra zdrtak, akkor vannak olyan diszjunkt K C K' és M C M’
osztdlyok, melyek végesen axiomatizdlhatdk. Specidlisan, van olyan ¢ € Form(L),

hogy K |= ¢ és M = —p.
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Bizonyitas. Alljanak K” és M" rendre azokboél a struktirakbol, melyek elemien
ekvivalensek K illetve M egy-egy elemével. Ekkor K" és M" zart az elemi ek-
vivalenciara. Megmutatjuk, hogy ultraszorzatra is zartak: ha példaul A; € K",
1 € I adott strukturak, akkor ezek mindegyike elemien ekvivalens bizonyos K-beli
B; struktirakkal, és a Y.os-lemma miatt vilagos, hogy az A;-k ultraszorzata elemien
ekvivalens lesz a B;-k azonos ultrasz{irG szerint vett ultraszorzatéval, de ez utobbi
ultraszorzat K-beli.

A 2.25 tétel szerint K" és M" axiomatizalhato osztalyok, mondjuk Tk axioma-
tizalja K"-t és T, axiomatizalja M"-t. Tovabba diszjunktak is: ha A € K" N M"
lenne, akkor lennének olyan B € K és C € M strukturak, melyekre B =, A =, C,
de ekkor Shelah 2.58 Izomorfizmustétele miatt B-nek és C-nek lenne izomorf ultra-
hatvanya. K és M ultraszorzatra zart, ezért ennek az ultrahatvanynak K N M-ben
kéne lennie, de ez lehetetlen, mert K és M diszjunkt.

Most megmutatjuk, hogy van olyan ¢ € Form(L), melyre K" |= ¢ és M" = —p.
Ha nem igy lenne, akkor T minden véges részhalmazanak lenne M”-beli modellje,
és igy a kompaktsagi tétel (és M" ultraszorzatra valé zartsdga) miatt Tx-nak lenne
M"-beli modellje, ami lehetetlen, mert méar belattuk, hogy M” és K" diszjunk-
tak. Mivel K C K" és M C M", ezért az utols6 allitas kovetkezik. Végiil a
K' = Mod(p), M' = Mod(—y) valasztassal kaphatjuk meg a szeparaloé végesen
axiomatizalhato osztalyokat. |

Feladat. Legyen L, és Ly két elsérendt nyelv, legyen L az a nyelv, mely ponto-
san azokat a szimbo6lumokat tartalmazza, melyek L,-ben és Lo-ben is szerepelnek.
Tegyiik fel, hogy ¢ € Form(Ly) és v € Form(Ls) ugy, hogy ¢ = 1. Azt mondjuk,
hogy 6 € Form(L) a ¢ és 1) egy interpolansa, ha ¢ = 0 és 0 |= 1. Igazoljuk Craig in-
terpolacios tételét: ha ¢ |= 1, akkor e formulaknak van Form(L)-beli interpolansa.
(Utmutatés: alkalmazzuk a 3.5 Szeparacios tételt.)

3.6. Tétel. Legyen L C L' két nyelv, R € L' — L és leqyen T eqy elmélet L'-ben.
Ekkor

(1) Ha T teljes, és T implicit mddon definidlja R-t L felett, akkor R explicit
modon is definidlhato T-ben L felett.

(2) (Beth definidlhatdsdgi tétele.) Az elézd (1) dllitds érvényben marad, ha T
tetszdleges (azaz nem feltétlendl teljes) elmélet.

Bizonyitas. Kezdjiik (1) igazolasaval: legyen T teljes, és tegyiik fel, hogy T implicit
modon definidlja R-t L felett. Ha A =T és f az A|p stuktira egy automorfizmusa,
akkor B = (A, f(Q))gers egy olyan modellje T-nek, melyre A|, = B| (hiszen f
megtartja az L-beli szimbélumok interpretéciéit). Ekkor azonban R4 = f(RA)
is teljesiil R implicit definidlhatésdga miatt. Tehat azt kaptuk, hogy T modelljei

L-reduktumainak minden automofizmusa megtartja R interpreticidjat, ezért Sve-
nonius 3.4 definidlhat6sagi tétele miatt 7-ben R explicit médon definiadlhato L felett.
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(2) igazolasahoz szabaduljunk most meg a T' teljességére vonatkozo feltételtsl.
El6szor azt 1atjuk be, hogy az L nyelv formuldinak van olyan véges ® részhalmaza,
hogy 7' minden modelljében R interpreticidja megegyezik & valamelyik eleme altal
definialt relacioval. Indirekt modon tegyiik fel ugyanis, hogy ez nincs igy. Ez a
feltevés azt jelenti, hogy a kovetkezd Y formulahalmaz minden véges részének van
modellje:

YX=TU{R<# ¢: ¢ € Form(L)}.

A 2.22 kompaktsagi tétel miatt ekkor Y-nak van egy .4 modellje, amiben tehéat
RA egyetlen L-formula jelentésével sem esik egybe. Am 7' = T h(A) egy teljes
elmélet, és X O T miatt R T’-ben is implicit médon definidlhaté L felett. Ezért
(1) miatt explicit médon is definialhato, tehat R4 mégis egybeesik T'-beli definialo
formuldjanak A-beli jelentésével, ellentmondas.

Van tehat L-formuldknak egy véges ® = {¢y, ..., ¥,_1} halmaza ugy, hogy

(%) T FE VienVZ(R(Z) < ¢i(T)).

Feltehets, hogy ® elemei paronként nem ekvivalensek 7T-ben. Most n szerinti in-
dukciot alkalmazunk. Ha n = 1, akkor 7" minden modelljében ¢, jelentése és R in-
terpretacidja egybeesik, ezért ekkor ¢, explicit moédon definidlja R-t T-ben. Tegyiik
most fel, hogy ha 7" olyan elmélet, melyhez van L-formuldknak egy legfeljebb n — 1
elemii ®' halmaza tgy, hogy 7’ minden modelljében R interpreticidja azonos P’
valamelyik elemének jelentésével, akkor R explicit modon is definialhato 7"-ben L
felett, és ahogy (*)-ban is szerepel, a mi 7" elméletiinkhéz egy n-elemi ¢ tartozik.
Legyen T" = T U{Vicpn_1(R < ¢;)) AN (R & ¢n-1)}, legyen K = Mod(T") és legyen
M = Mod(T U{R < ¢,_1}). Megmutatjuk, hogy van olyan ¢ L-formula, hogy
K E ¢ és M | —p. Ez azért van igy, mert K és M axiomatizalhaté osztalyok,
ezért L-reduktumaik ultraszorzatra zartak. Tovabb&, mivel 7" implicit médon de-
finidlja R-t L felett, ezek a reduktumok diszjunktak. Az L-reduktumokra a 3.5
szeparacios tételt alkalmazva kapjuk ¢-t. Az indukcids feltevést T'-re alkalmazva
kapjuk, hogy van olyan o L-formula, mely 7"-ben (vagyis K minden elemében) exp-
licit médon definialja R-t. Végiil legyen

¢=(pNa) V (79 Adn).

Ellenérizziik, hogy ez az L-formula T-ben is definidlja R-t. Legyen A = T, ek-
kor a konstrukcié miatt A € K vagy A € M kozil pontosan az egyik teljesiil.
Ennek megfeleléen A |= ¢ vagy A = —p. Az els6 esetben ||¢|[4 = ||o||#, de ek-
kor a konstrukci6 K-ra vonatkozo része szerint o definidlja R-t; a masik esetben
|0|[* = ||dn_1||*, és ekkor az M-re vonatkozd rész miatt ¢,_; definidlja R-t. |
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Megjegyezziik, hogy Beth eredeti bizonyitasa sokkal ,elemibb” technikakat hasz-
nalt, és Beth definidlhatosagi tétele sok mas modon, joval egyszertibben is igazol-
hat6. Mi azért valasztottuk a fenti bizonyitast, hogy egyrészt illusztraljuk az eddig
kiépitett apparatusunk erejét, masrészt, hogy ne kelljen hosszas kitérét tenniink a
més bizonyitasokban esetleg felhasznilasra keriil segédfogalmak bevezetésével és
vizsgéalataval kapcsolatban.

A definidlhatosag témakorétsl az alabbi tétellel bicsuzunk; ez a tétel bizonyos
struktiarak paraméterrel definialhato relacioi és a strukturak automorfizmuscsoportja
kozott ad meg egy Galois-kapcsolatot.

3.7. Tétel. Legyen k eqy szdmossdg és legyen A eqy ™ -szaturdlt, erdsen k™ -homogén
L-struktira. Tegyiik fel, hogy az R C ™A reldcid A-ban paraméterekkel definidlhato
és X € [A]=F. Ekkor a kovetkezd két dllitds ekvivalens.

(1) R definidlhato X -beli paraméterekkel is.

(2) Ha A egy automorfizmusa fizen hagyja X dsszes elemét, akkor megtartja R-t
is.

Megjegyzés. (2)-ben NEM azt kotottiik ki, hogy az X-en identikusan haté auto-
morfizmusok identikusan hatnak az R-beli sorozatokon is. Csak annyit irtunk eld,
hogy az R-beli sorozatok ilyen automorfizmusok szerinti képe szintén R-beli.

Bizonyitas. (1) = (2) egyszerii: tegyiik fel, hogy az a € X sorozat és a ¢(7,%)
L-formula olyan, hogy R = {be€"A: A= ¢(b,a)}. Legyen f olyan automorfizmusa
A-nak, mely X elemein identikusan hat. Ekkor

beRe AR pba) e Al o(f(b),f(a) & A o(f(b).a) < f(b) € R.

(2) = (1) bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy R (nem feltétleniil X-beli!) paraméte-
rekkel definidlhato, mondjuk R = ¢(A,a) valamilyen a € A-ra és ¢ L-formulara, és
természetesen tegyiik fel (2)-t.

Elgszor belatjuk, hogy ha a’ € ™A tipusa X felett azonos a X feletti tipusaval,
akkor ¢(z,a’') is R-t definidlja, azaz R-t ,sok mas paraméterrel” is definidlhatjuk.
Valoban, ha tpA(a/X) = tp(a’/X), akkor az az f, : X Ua — A fiiggvény, mely X-
en az identitas és a-t a’-re viszi, egy elemi leképezés. Ekkor A erés xT-homogenitasa
miatt van olyan f automorfizmus, mely kiterjeszti fo-t. Tehat f X-et elemenként
fixen hagyja, és a-t a’-re képezi. Ekkor viszont (2) miatt f megtartja R-t is, ezért

AEopbd) e A= o(f1b),a) < ff')eRebVER

vagyis ¢(z,a’) valoban R-t definilja.
Most azt igazoljuk, hogy tp(a/X)-nek van olyan véges ® részhalmaza, hogy

() AR AD(d) esetén ¢(z,a’) is R-t definialja.
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Ha ez nem igy lenne, akkor a kévetkez6 > formulahalmaz végesen realizalhato6 lenne:

S = {0(0) A (FD)(0(2,0)  9(2,a)) : o € tpA(a/X)}.

Ezért A k'-szaturaltsdga miatt lenne egy @’ € A, mely realizaln4 X-t. Ez azon-
ban lehetetlen, mert ekkor egyrészt a és a’ X feletti tipusa megegyezne, de ¢(v,a’)
mégse definidlna R-t, ellentétben az el6z6 bekezdésben igazoltakkal.

Van tehat egy (%) tulajdonsagu véges ® Lx-beli formulahalmaz. Legyen végiil
¢(v) = Fy(AP(y) A p(v,7)). Vilagos, hogy ¢ egy Lx-beli formula, be fogjuk latni,
hogy R-t definidlja. Ha b € R, akkor A |= ¢(b, @), ezért az y = a valasztéassal igazzé
valik ¢ kvantor utani része, vagyis ekkor b € ¢(A). Ezzel belattuk, hogy R C ¢(A).
Forditva, ha b € ¢(A), akkor van olyan @, hogy

() AEAD@) 6 (i) A (b, ).

Az (i) feltétel miatt (v, a’) szintén R-t definidlja gy (ii) miatt b € R. Ezzel belat-
tuk, hogy ¢(A) C R, azaz R = ¢(A). |

3.3. Nemsztenderd Analizis

Ebben a részben egy A. Robinson-t6l szirmaz6 modszerbdl adunk izelitGt.

Newton idejében a differencial- és integralszamitis elméleti megalapozisa még
nem allt rendelkezésre. Ezért tobbek kozott Newton maga is ugy alkalmazta az
analizis modszereit, hogy kozben végtelen nagy és végtelen kicsi mennyiségekrdl és
ezek tulajdonsagairél gondolkodott. Zsenidlis szemlélete alapjan sokszor helyesen
érvelt, de néhany esetben tévedett is. Tévedései (és olykor helyes, de bonyolul-
tabb gondolatmenetei) kapcsan sokan faggattik a végtelen kicsi és végtelen nagy
mennyiségek tulajdonsagairdl, és valaszaiban néhanyszor egymasnak ellentmondé
ybulajdonsagok” is szerepeltek.

Leibniz felismerte, hogy a végtelen mennyiségek korabeli elmélete problematikus.
Az Archimédeszi Axiéma miatt minden valos szam csak ,véges nagy”, és nincsenek
pozitiv, de ,végtelen kicsi” valos szamok. Leibniz ezért programként tiizte ki, hogy
példaul a komplex szamok mintajara terjessziik ki a valos szdmok struktirajat j
,végtelen nagy” és ,végtelen kicsi” mennyiségekkel, deritsiik ki ezek tuajdonsigait, és
erre alapozva épitsiik ki az analizis alapjait most mar ellentmondéasok, szemléletre
hivatkozésok nélkiil.

Leibniz programjanak megval6sitdsara sok kisérlet tortént, eleinte kevés sikerrel.
A XIX. szazad elején aztdn Bolzano és Weierstrass az ¢ — § technikaval ,kiirtotta”
a végtelen kis mennyiségeket az analizis alapjaibol; ezzel a technikival szabatosan
fel lehet épiteni a differencial- és integralszamitast. Leibniz programja egy idére
feledésbe is meriilt.
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Ugyanakkor az analizis specialistai sejtéseik kialakitasara, vagy egyes érvelések
leréviditése érdekében tovabbra is hasznéltdk a végtelen kicsi és végtelen nagy fo-
galmét. Ezért tovabbra is gy tiint, hogy intuici6juk mogott van valamilyen ma-
tematikai ,realitds” (azaz van a hattérben egy struktira, amiben ezek az intuitiv
szamolasok precizen megismételhetdk).

A Leibniz-programot végiilis A. Robinson valdsitotta meg 1961-ben. Most az
O konstrukciéjat ismertetjiik. A nemsztenderd analizis egy nagy teriilet, nem cé-
lunk részletesen elmélyedni a témaban. Eppen csak izelit6t szeretnénk adni. Az
érdeklsds olvaso [4]-ben talal tovabbi részleteket: ez magyar nyelven irott, kitiing
stilusu és sok alkalmazast attekinté md.

Legyen F egy nemf§ ultraszlir6 w-n, ezt a fejezet végéig rogzitettnek képzeljiik.
Legyen R a valés szamok halmaza. Ebben a részben *R-el (is) jeloljiikk az “$/F
ultrahatvanyt. Hasonloan, ha P egy relacio vagy (akar tobbvaltozos) fiiggvény R-
en, akkor * P-vel jeloljiik azt a relaciot vagy fiiggvényt az ultrahatvanyban, melynek
minden koordinatéja az eredeti P. Tovabba, eddigi szokasainknak megfelelGen a dia-
gonéalis bedgyazas szerint R elemeit azonositjuk *R bizonyos elemeivel. Mint l4tni
fogjuk, a keresett b&vités, amely tehat végtelen kicsi és nagy szamokat is tartalmasz,
R lesz. R elemeit ,sztenderd szamoknak”, *R — R elemeit ,nemsztenderd szamok-
nak” is szokas nevezni.

Figyeljiik meg, hogy a 2.40 tétel miatt *R egy N;-szaturalt struktira, ezért *R-
ben realizalhaté a {0 < vo} U{vg < 1/n+1: n € w} formulahalmaz. Ez az elem
pozitiv, de minden pozitiv valos szamnal kisebb (azaz végtelen kicsi). Hogy vannak
ilyen elemek *R-ban, az kozvetleniil is latszik: legyen a = (1, 1/2, 1/3,...)/F. En-
nek minden koordinataja pozitiv, és minden pozitiv valés szamnal majdnem minden
koordinataja kisebb. Ezért a pozitiv, de minden pozitiv valos szamnal kisebb.

3.8. Definicié. *R egy a eleme végtelen kicsi (infinitezimdlis”), ha |a| pozitiv, de
minden pozitiv valds szdmndl kisebb. Az a,b € *R elemek végtelen kézel vannak
eqymdshoz, ha a — b végtelen kicsi vagy nulla.

Feladat. Igazoljuk, hogy az ,,x végtelen kozel van y-hoz” egy ekvivalenciarelacio.

Most bebizonyitjuk a teriilet egy jellemzs, és nagyon intuitiv tételét. Ezek szerint
egy fliggvény akkor és csak akkor folytonos, ha végtelen kozeli elemek képe végtelen
kozeli.

3.9. Tétel. A kovetkezd két dllitds ekvivalens.

(1) Az f : R — R fiigguény (a kozdnséges értelemben) folytonos az xo € R pont-
ban.

(2) Ha a € *R végtelen kozel van xy-hoz, akkor *f(a) és *f(xo) is végtelen kize-
liek.

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy f folytonos xg-ban. Ez azt jelenti, hogy
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(R, f) = (Ve > 0)(30 > 0) (V) (|l — zo| <0 = |f(2) = f(x0)| < &)

Legyen most a € *R végtelen kozel xy-hoz, és legyen minden n € w-ra e, = 1/(n+1).
Mivel ezek kozdnséges valos szamok, ezért R-ben minden n € w-ra igaz, hogy
»(30, > 0)(Vx)(|z — 20| < 0, = |f(x) — f(xo)| < €,)”. Legyenek d,, € R olyan
(sztenderd) valés szamok, hogy §,, = d,,-el az el6z6 formula igaz legyen. Ekkor tehat
minden n € w-ra

(R, f) = (V2)(|z — o] <dn = [f(x) = f(x0)] < n).

De (*R,*f) egy elemi bévitése (R, f)-nek, ezért

(@) (R7f) b= (Vo)(|z — xo| < dn = |f(2) = flzo)| < en)

is fennéll. Mivel azonban a végtelen kozel van x(-hoz, és d,, sztenderd valds szam,
minden n € w-ra teljesiil, hogy |a — x¢| < d,. Ezért (a) miatt minden n-re
|f(a) — f(zo)|] < en = 1/(n + 1) is teljesiil, vagyis f(zo) és f(a) végtelen kozel
vannak egyméshoz.

Nézziik a forditott iranyt, azaz tegyiik fel, hogy az xq-hoz végtelen kozeli szamok
f szerinti képe végtelen kizel van f(zg)-hoz. Legyen ¢ > 0 tetszéleges sztenderd
valos szam, és legyen ~ végtelen pici, de pozitiv elem *R-ben. Ekkor (*R,*f)-ben
igaz lesz, hogy ,,(Vx)(|x — x| < v = |f(x) — f(z0)| < €)”, hiszen, ha |z — x¢| < 7,
akkor x és x( végtelen kozeliek, igy feltevésiink szerint f(x) és f(zo) is végtelen
kozeliek, ezért |f(z) — f(xo)| kisebb a sztenderd e-nal. Azt kaptuk tehat, hogy

(R, ") = (30) (Vo) |z — x| <0 = [f(z) = flzo)] <e),

hiszen példaul a § = v egy megfelel§ elem. Mivel (R, f) és (*R,*f) elemien ek-
vivalensek, kapjuk, hogy

R, f) = @) (Va)(|lz — x| <0 = [f(z) = flzo)] < ).

Végiil ¢ € R tetszbleges pozitiv szdm volt, ezért f valoban folytonos xg-ban. |

A nemsztenderd modszer sem ,csodafegyver”, nem jonnek ki a tételek maguktol.
Mindéssze arrdl van sz6, hogy egy mas technikat, mas apparatust biztosit, mely néha
intuitivabb, mint a sztenderd okoskodasok. Példaul Robinson nemsztenderd mod-
szerekkel oldott meg egy - 6nadjungélt operatorok invaridns altereivel kapcsolatos
- problémat, melyet korabban a sztenderd modszerekkel hosszi évekig nem sikeriilt
megoldania senkinek. Méskor viszont a nemsztenderd modszer bizonyul nehézke-
sebbnek. Hogy mikor melyik technikat célszerti hasznalni, az a probléma jellegétdl
(és persze a személyes izléstdl) fiigg.
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4. Kevés tipust realizal6 modellek

A 2.8 fejezetben szaturalt modellek konstrukcidit vizsgaltuk. Ezekben a struk-
tarakban minden (elég kicsi) halmaz feletti tipus realizalhat6. Ebben a fejezetben
a masik végletet vizsgaljuk: vannak-e egy elméletnek olyan modelljei, melyekben
bizonyos tipusok nem realizil6édnak, illetve vannak-e olyan modellek, melyekben
Osszesen nem til sok tipus realizdlhat6?

Mindenek el6tt meg kell mondanunk, mit értiink elméletek tipusain, hisz eddig
csak strukturdk tipusaival foglalkoztunk.

4.1. Definici6. Legyen T elmélet az L nyelven, és legyen v = (v, vy, ...) vdltozdk
eqy rogzitett (akdr végtelen hosszi) sorozata. A p € Form(L) formulahalmazt T egy
tipusdnak nevezziik, ha

e p elemeiben legfeljebb v-beli vdltozok fordulnak eld szabadon,
e Ha py véges része p-nek, akkor T'U {3v A po}-nak van modellje,
e Ha ¢ olyan formula, melyben csak v-beli vdltozok fordulnak eld szabadon, akkor

Y € pvagy —p € p.

T tipusainak halmazdt S(T)-vel jeldljik; ha hangsilyozni akarjuk a tipus vdltozo-
it is, akkor értelemszeriien alkalmazzuk majd az Sz(T') illetve az S, (T) jeloléseket
18.

A 2.35 definici6 utani megjegyzéseink mind érvényesek most is.

Most megmutatjuk, hogy az el6bbi definicié altalanositja eddigi definicionkat,
vagyis a struktirdk ilireshalmaz feletti tipusai azonosak elméleteik tipusaival; vagy
masképp fogalmazva: teljes (és konzisztens) elméletek tipusai azonosak a modelljeik
iireshalmaz feletti tipusaival.

Legyen tehat T teljes (és konzisztens) elmélet és legyen A egy tetsz6leges mo-
dellje T-nek. Vilagos, hogy A iireshalmaz feletti tipusai egyittal T-nek is tipusai.
Forditva, legyen p € S(T) egy tipus. Ekkor p € SA(()) is teljesiil, hiszen p elemei az
el6irt alaka formulak, minden formula, vagy a negaltja p-beli; végiil, mivel minden
po € [p]<¥-ra T'U {30 A po}-nak van modellje, és T teljes, ez csak tgy lehet, ha
T | JoApésigy A T miatt py A-ban is realizalhato. Egy teljes elmélet tipusai
tehat egy modellje (mindegy, hogy melyik !) iireshalmaz feletti tipusaival azonos,
ezért ekkor S(T') is egy kompakt Hausdorff-tér. Most megmutatjuk, hogy ez nem
teljes T' elméletek esetében is igy van.

Ha T egy elmélet és ¢, ¢ formulék, akkor ¢ ~r 1 jelentse azt, hogy T' = ¢ < ).
Ekkor ~p ekvivalenciarelacié, amely kompatibilis a Boole-miiveletekkel: ha ¢ ~p ¢
és 1 ~p Y akkor ¢ A ~p @ AN és —p ~p . Ezért képezhetjiik a formulak
Boole-algebrajanak ~ szerinti faktorat. Ezt a faktort 7' Lindenbaum-Tarski algeb-
rajanak nevezik.
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4.2. Tétel. Legyen T eqy elmélet az L nyelven, legyen v vdltozok egy rigzitett so-
rozata és (mint eddig is) jeloljik Fs-vel azoknak az elsérendd formuldknak a Boole-
algebrdjdt, melyekben legfeljebb v elemei fordulnak eld szabadon. Ekkor Sz(T) azo-
nosithaté F;/ ~r Stone-terével.

Bizonyitas. Ha p € S;(T') akkor legyen p* = {¢/ ~7: ¢ € p}. Konnyi ellenérizni,
hogy p* egy ultrasziir6 F;/ ~p-n.

Forditva, ha p* egy ultraszlir6 F;/ ~7-en, akkor a p = {¢ € F; : ¢/ ~r€ p*}
formulahalmaz T egy tipusa. Végiil az is vilagos, hogy a p < p* megfeleltetés
kolcsonosen egyértelmii. |

4.1. Tipuselkeriilési tételek

Ezek utan az el6késziiletek utan ratérhetiink fejezetiink f6 kérdésének vizsgalatara.

4.3. Definicié. Ha T egy elmélet az L nyelven, p € S(T), és A = T melyben p
nem realizdlhato, akkor azt mondjuk, hogy A elkeriili p-t.

Ha p a T elmélet izolalt tipusa (vagyis p € S(T) izolalt pont a Stone-topologi-
aban), akkor a 2.8 tétel szerint p egy f6 ultrasziirG, azaz van p-ben egy olyan ¢(v)
formula, melybdl minden méas p-beli formula kévetkezik (mod T'). Ha T'U {—Jvp}-
nek van modellje, akkor ez a modell nyilvan elkeriili p-t. Tegyiik fel most, hogy
T |= Jop. Ekkor tehat Jvp(v) igaz T minden modelljében. Ez viszont azt jelenti,
hogy T' minden modelljében realizilhato p. Ezzel izolalt tipusok elkeriilhet&ségét
tisztaztuk: T egy izolalt tipusa akkor és csak akkor keriilhets el, ha a tipus izolalo
formulaja nem kovetkezménye T-nek.

Mi a helyzet a nem izolalt tipusokkal? Célunk megmutatni, hogy ha 7" nyelve
megszamlalhato, akkor 7" minden nem-izolalt tipusat elkeriili 7" egy megszamlélhato
modellje. Valojaban tobbet fogunk igazolni: nem izolalt tipusok el6re adott ,kicsi”
halmazaihoz vannak 7T-nek olyan megszdmlélhato modelljei, melyek az el6irt tipusok
mindegyikét elkeriilik.

Legyen X egy topologikus tér. Egy K C X halmaz pontosan akkor sehol sem
stirt, ha lezartjanak belseje iires. Ez azt jelenti, hogy

egyetlen pont sem lehet bels§ pontja K lezartjanak, vagyis

egyetlen nemiires nyilt halmaz sem lehet része K lezartjanak vagyis

minden nemiires nyilt halmaznak van K lezartjan kiviili pontja (és mivel K le-
zéartja zart halmaz)

minden nemiires nyilt halmaznak van K-t6l diszjunkt nemiires nyilt részhalmaza.

A tipusok Stone-terére alkalmazva az el6bbi okoskodést, azt kapjuk, hogy az £ C
S(T) halmaz akkor és csak akkor sehol sem siirti, ha minden olyan ¢ formulédhoz,
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melyre teljesiil, hogy T' = Je, van egy ¢ formula tgy, hogy () # Ns C N, és ENNs =
(). Még egyszertibben: ha T' |= e, akkor van olyan §, hogy T' = (39) A (0 = €) és
minden p € E-re = € p teljesiil.

Emlékeztetiink ra, hogy egy topologikus tér sehol sem siirti részhalmazainak
megszamlalhato unioiként elgallo halmazokat a tér els6 kategoraju részhalmazainak
nevezziik. Vil4dgos, hogy els6 kategéraji halmazok részhalmazai és megszamlalhato

sz

4.4. Tétel. (Tipuselkerilési Tétel.) Legyen L megszdmldlhato nyelv és legyen T
olyan elmélet az L nyelven, melynek vannak végtelen modelljei. Minden n € w-ra
legyen E, C S, (T) tipusok egy elsé kategoridji halmaza. Ekkor van T-nek olyan
megszdmldlhato modellje, mely mindegyik E, mindegyik elemét elkeriili.

Természetes gondolat, hogy a tipuselkeriilési tételt Baire kategoria-tételébdl pro-
baljuk bizonyitani. (Baire kategoria-tétele szerint kompakt Hausdorfi-terek nem
allnak el6 megszamlalhato sok sehol sem siirt (vagy, ami ugyanaz, megszamlalhato
sok els6 kategoriaju) részhalmazuk unidiként).

A tipuselkeriilési tétel valéban igazolhaté ilyen médon, de egy ilyen bizonyitas
tial sok technikai el6késziiletet igényelne. Ezért egy olyan bizonyitast mutatunk,
mely nem hasznalja Baire kategoria-tételét. A tipuselkeriilési tétel és a Baire-tétel

kapcsolatara még visszatériink.

Bizonyitas. Mindegyik FE,, sehol sem stiri halmazok megszamlalhaté unidja, ezért
az F,-eket kicserélve ezekre a sehol sem stirii halmazokra, tovabbra is tipusok egy
megszamlalhato rendszerét kapjuk. Emiatt feltehetjiik, hogy az F,-ek sehol sem
stirti halmazok.

Legyen L’ az L nyelv bévitése az 16j {c¢; : i € w} konstansszimbolumokkal. Legyen
s egy olyan w-tipusu sorozat, melyben végtelen sokszor fordul el L’ minden for-
mulaja, és melyben minden (n, ¢) par eléfordul, ahol n € w és ¢ az 1) konstansszim-
bélumokbol képzett 7, hosszii sorozat (és mas nem fordul el§ s-ben). Meg fogjuk
adni L’ elméleteinek egy névs sorozatat ugy, hogy

(1) minden n-re T,, konzisztens, T,, — T véges,

(2) Ha s,,-1 = Jvp(v) és s,_1 € T,,_1, akkor van olyan m, hogy ¢(c,,) € T,

(3) Ha s, € Form(L'), akkor vagy s,_1 € T,, vagy —s,_1 € T),

(4) Ha s,_1 = (k,c), akkor van olyan ¢ formula, hogy minden p € Ej-ra
—p(v) € p és p(c) € T,.

Legyen Ty, = T és tegyiik fel, hogy 7,1 mar adott valamilyen n > 1-re gy, hogy
(1)-(4) fennall. Vizsgaljuk elészor azt az esetet, amikor s, ; az L' egy formul4ja.
Mivel T,,_; konzisztens, ezért van modellje, ezen a modellen vagy s, 1, vagy —s,_1
igaz. Tehat T, 1 U {s,_1} és T,,_1 U {—s,_1} koziil legalabb egyikiik konzisztens.
Legyen 7! , a T,,_; egy konzisztens bovitése s,,_1-el, vagy negaltjaval. T,, majd T)_,

83



bévitése lesz, ezzel elértiik, hogy (3) érvényben maradjon 7),-re is.

Ha s,,_1 nem egzisztencialis kvantorral kezd6dé formula, vagy ha s,, 1 = Jvp(v)de
Sp—1 & T,—1, akkor legyen T,, = T _,, vilagos, hogy (1)-(4) érvényben marad. Ha
Sp—1 = Jup(v) és s,—1 € T,,_1, akkor (1) miatt van olyan ¢,,, amely még nem fordul
elg T! _,-ben. Legyen T,, =T |, U{¢(cy)}. Ekkor T,, konzisztens, hiszen 7] | az,
ezért van modellje. s, 1 € T/, miatt ebben a modellben Jup(v) is igaz, ezért ebben
a modellben c¢,,-et tudjuk tgy interpretalni, hogy 7, egy modelljét kapjuk. Ezzel
(1)-et igazoltuk, (2),(3) és (4) nyilvanvaléan 6roklsdik.

Tegyiik most fel, hogy s, 1 = (k,¢). (1) miatt T,,_1 — T véges, legyen ¢ az a
formula, melyet a 7}, 1 — T-beli formulédk konjunkci6jabodl gy kapunk, hogy az 1j
konstansszimbolumokat valtozészimboélumokra cseréljiik, és a c-t helyettesité val-
tozok kivételével az 1) valtozokat egzisztencidlisan kvantaljuk. FEj sehol sem stirt
Sy, (T')-ben, ezért van olyan T-vel konzisztens ¢(v) formula, melyre = ¢(0) = ¢ és
N, N Ej, = (. Ekkor persze minden p € Ej-ra —¢ € p. Legyen T,, = T,,_; U {¢(c)}.
T,-re (2),(3) és (4) nyilvan teljesiil, és (1)-bdl is csak T,, konzisztenciaja szorul indok-
lasra. De ¢ valasztasa miatt T-nek van olyan A modellje, amiben ¢ realizalhato.
Ezekkel a realizicidkkal interpretéljuk ¢ elemeit. A tobbi konstansszimbolum is
interpretalhat6 megfelel6 modon, mert ¢ kévetkezik p-b6l. Ezért A-t ki tudjuk ter-
jeszteni T,, egy modelljévé.

Legyen most T, = U, Tp,. (1) és a 2.22 kompaktsagi tétel miatt ez is konzisz-
tens, legyen B a T, egy modellje. Legyen C az a részstrukturaja B-nek, melynek
alaphalmaza az 14j ¢; szimbo6lumok interpretaci6ibol all. Megmutatjuk, hogy C elemi
rész B-ben. A Tarski-Vaught teszt (1.13 tétel) ellendrzéséhez, tegyiik fel, hogy ¢ az
L’ nyelv egy formulaja és ¢ € C olyan sorozat, hogy B = Jvp(v, ). (3) miatt T, tel-
jes elmélet, ezért ekkor Jvp(v,¢) € T, tehat van olyan k € w, hogy Jvp(v, ¢) € T.
Mivel s-ben az L' minden formulaja végtelen sokszor fordul el, van olyan n > k,
hogy s,—1 = Jvp(v, ¢), és igy (2) miatt van olyan m € w, hogy ¢(c,¢) € T,, C T,.
Ezért a Tarski-Vaught teszt teljesiil, és C val6ban elemi rész B-ben; igy T, C T,
miatt C = T. Végiil (4) miatt C elemei egyetlen k € w-ra sem realizdlnak Ej-beli
tipusokat. |

Mint emlitettiik, Baire kategoria-tételébsl levezethets a tipuselkeriilési tétel, de
ez sok technikai el6késziiletet igényelene. A forditott irany joval egyszeriibb: Baire
kategoria-tételét a tipusok Stone-tereire a kovetkez6 mddon lehet igazolni a tipusel-
keriilési tétel segitségével. Legyenek minden n € w-ra E, C Si(T') sehol sem stirii
(vagy akar elsé kategoriaju) halmazok, azt kell igazolni, hogy U,coE, # Si(T).
A tipuselkeriilési tétel szerint T-nek van olyan A megszamlalhaté modellje, mely
minden n-re elkeriili F,, minden elemét. Valasszunk A-bol tetszGleges modon egy
a € ¥ A sorozatot, ekkor tp*(a) € U,ewEn, vagyis Une, B, valoban nem fedi Sy (T)-t.

4.5. Kovetkezmény. Legyen T eqy elmélet a megszamldlhato L nyelven. Ekkor
(1) T minden nem-izoldlt tipusa megszamldlhaté modellel elkerilhetd.
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(2) Ha minden n € w-ra p, T egy nem-izoldlt tipusa, akkor T-nek van olyan
megszdamldlhato modellje, mely mindegyik p,-et elkerili.

(8) Ha T teljes, akkor a p € S(T) tipus akkor és csak akkor keriilhetd el, ha p
nem-izoldlt.

Bizonyitas. (1) Legyen p € Si(T') egy nem-izolalt tipus. Ekkor az E = {p} halmaz
sehol sem siirti: ha ugyanis ¢ tetsz6leges formula, melyben legfeljebb vy, ..., vy for-
dul el6 szabadon, akkor ¢ nem izolalja p-t, ami azt jelenti, hogy van olyan ¥ € p,
melyre T' |= 30[p(0) A —tp(0)]. Ekkor viszont Ny-, N E = () miatt E valoban sehol
sem stri, ezért a tipuselkeriilési tétel miatt 7' egy megszamlalhato modellje elkeriili
FE minden elemét, vagyis p-t.

(2) a megszamlalhat6é sok nem izolalt tipust kiilon kiilon belefoglaljuk egy-egy
l-elemt (tehat sehol sem siirti) halmazba: legyen FE, = {p,} és alkalmazhatjuk a
4.4 tipuselkeriilési tételt.

(3)-hoz jegyezziik meg, hogy azt mar megmutattuk, hogy teljes elméletek eseté-
ben izolalt tipusok nem keriilhetdk el; nem-izolalt tipusok viszont (1) miatt elkeriil-
hetok. |

Megjegyezziik, hogy az el6z6 tétel (2) pontjanal tobbet bizonyitottunk: egy elss

kategoriaju halmaz szamossdga megszamlalhatonal nagyobb is lehet. S6t, tisztan
topologiai alapokon is tovabb élesithetd a tipuselkeriilési tétel.

4.6. Definici6. Legyen X topologikus tér. Ekkor N(X) az a legkisebb k szdmossdg,
melyre X elddll k darab sehol sem sirid részhalmazdnak unidjeként. N(X)-et X
Novak-szamdnak nevezziik.

Baire tétele szerint, egy kompakt Hausdorff-tér Novak-szama legalabb N;. Ha
valahonnan tudnénk, hogy egy konkrét 7" elmélet Stone-tereinek Novak-szdma ennél
nagyobb, akkor 7' tipusainak megszamlalhaténél hosszabb, elére adott sehol sem
strd halmazokbol all6 sorozata is elkeriilhets 7" megszamlalhato modelljeivel.

Most megvizsgaljuk, mi a helyzet, ha T nyelve megszamlalhatéonal nagyobb.
Ekkor a tipuselkeriilési tétel nem marad igaz a 4.4 tételben kimondott formaban.
Legyen ugyanis L egy nem megszamlilhato nyelv, T egy konzisztens elmélet L-
ben és p € S(T) egy tipus. El6fordulhat, hogy p nem izolalt tipus, de van olyan
megszamlalhato py C p, hogy T' minden py-t realizdlé modelljében p is realizdlhato,
tovabba, hogy py izolalt tipus S(T'|1,)-ban, ahol Ly egy olyan megszamlalhato nyelv,
melyben p, formulai kifejezheték. Ekkor py T egyetlen modelljével sem keriilhets el,
és emiatt p sem keriilhetd el.

A gondot az okozta, hogy p-t egy kisebb szadmossagt részhalmaza teljesen meg-
hatérozta (ez a megszamlalhato esetben azt jelenti, hogy p-t egyetlen eleme meg-
hatérozta). Ezért azt sejthetjiik, hogy nagy nyelvek esetén azok a tipusok lesznek
elkeriilhet6k, melyeket egyetlen kicsi részhalmazuk sem izolal, azaz, akidrhogy is ve-
sziink p-bél egy |p|-nél kisebb szadmossagu po részhalmazt, lesz olyan g # p tipus,
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melyre py C gq.

Valoban, a tipuselkeriilési tétel érvényben marad, ha értelemszeriien modositjuk
az izolaltsagra vonatkozo feltételt. Legyen x egy végtelen szdmossag és legyen X
egy topologikus tér. Ekkor azt mondjuk, hogy A C X egy G.-halmaz, ha A el6all
r-nal kevesebb nyilt halmaz metszeteként. A G,-halmazok egy topologia béazisat
alkotjak; a generélt topologiat G.-topologidnak nevezziik. A p € X pont k-izolalt,
ha izolalt pont a G.-topologidban, azaz ha van X-beli nyilt halmazoknak egy x-nél
kisebb rendszere, hogy e nyilt halmazok metszete az a halmaz, melynek p az egyetlen
eleme. Vilagos, hogy az izolalt pontok Ny-izolaltak (vagy, ami ugyanaz, 2-izolaltak).

Ekkor tetszéleges (megszamlalhatonal nagyobb) L nyelvekre és L-beli T' elméle-
tekre igaz lesz, hogy ha x = |Form(L)|*, minden n € w-ra F, C S, (T) tipusok
egy sehol sem siirti halmaza a G,.-topologidban, akkor T-nek van olyan legfeljebb
| Form(L)| szamossagi modellje, mely minden n € w-ra elkeriili F,, minden elemét.
A bizonyitas a 4.4 tétel bizonyitasadhoz hasonlo. Mivel |Form(L)| > Ng, ezért nem
varhato, hogy T-nek egyaltalan van megszamlalhato modellje. Ezért |Form(L)|-
darab 1j konstansszimbdélumot adjungalunk a nyelvhez, és transzfinit rekurzi6val
konstrualjuk az elméletek sorozatat. Problémat csak a (4) pont értelemszeri mo-
dositasdnak megérzése jelenthet. Azonban a transzfinit rekurzié k6zben mindig csak
annyi extra formuléval terjesztettiik ki az elméletiinket, amennyi még nem izolalja az
E,-eket, ezért most is mindig tudunk talalni az eddigiekkel konzisztens formulakat,
melyeknek negéltja szerepel E,, minden elemében, és emiatt a konstrukcié pontosan
ugy fejezhetd be, mint a 4.4 tétel bizonyitasaban.

Megszamlalhato nyelvek esetében felmeriil a kérdés, hogy vannak-e olyan model-
lek, melyek ,mindent elkeriilnek, amit csak lehet”. Most ezt vizsgaljuk meg alapo-
sabban.

4.2. Atomos modellek

Ebben az alfejezetben tovabb vizsgaljuk a kevés tipust realizalé6 modelleket.
Ezzel kapcsolatban bevezetiink egy fontos modellosztalyt; ezeket kés6bb sok més
célra is fel fogjuk hasznélni.

4.7. Definici6. Legyen T egy elmélet. Az A =T a T egy atomos modellje, ha
minden n € w-ra A-ban T-nek csak izoldlt n-tipusai realizdlhatdok.

Nem minden elméletnek vannak atomos modelljei. Egzisztenciatétel helyett (il-
letve ennek hidnyaban) egy sziikséges és elégséges feltételt adunk meg atomos mo-
dellek létezésére. E feltétel egyszeriisége ellenére késébb nagyon hasznos lesz.

4.8. Tétel. Legyen L megszamldlhato nyelv, és leqgyen T teljes és konzisztens elmélet
L-en. Ekkor a kévetkezdk ekvivalensek.

(1) T-nek van atomos modellje.

(2) T-nek van megszamldlhatd atomos modellje.

(8) Minden n € w-ra S,,(T')-ben az izoldlt tipusok halmaza sird.
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Bizonyitas. (1) = (2): Legyen A a T egy atomos modellje, és legyen B ennek
egy megszamlalhato elemi része. Ekkor minden b € B-re tp*(b/()) = tp®(b/0), mert
B elemi rész A-ban. Ezek szerint B-ben csak olyan tipusok realizalhatok, amelyek
A-ban is realizalhatok, de ez utébbi tipusok mindegyike izolalt. Ezért B a T egy
megszamlalhaté atomos modellje.

(2) = (3): Legyen £(v) egy T-vel konzisztens formula. T teljessége miatt ekkor
Jue(v) kovetkezménye T-nek, azaz igaz T-nek a megszamlalhato atomos modelljé-
ben is (jeldljiik ezt B-vel). Van tehat olyan b € B, mely realizalja s-t. De 3 atomos
modell, ezért p = tp®(b/0) egy izolalt tipus. Ezek szerint p € N.. Azt kaptuk tehat,
hogy tetszGleges nemiires elemi nyilt N.-ban van izolalt tipus (ez volt p), vagyis az
izolalt tipusok halmaza val6ban stirt.

(3) = (1): Legyen n rogzitett és legyen E, C S,(T) a nem-izolalt tipusok
halmaza. Megmutatjuk, hogy FE, sehol sem stiri. Valéban, ha N, egy nemiires
elemi nyilt halmaz S, (7)-ben, akkor (3) miatt ebben van egy izolalt p pont, legyen
Ns € N, a p-t izolalo elemi nyilt halmaz. Ekkor E, N N5 = (), hiszen E, elemei
nem izolaltak, és Ny egyetlen eleme izolalt. Alkalmazzuk most (E, : n € w)-ra a
4.4 tipuselkeriilési tételt: ezek szerint van T-nek olyan (megszamlalhat6) modellje,
melyben csak izolalt tipusok realizalhatok. Ezért (1) (s6t, az erGsebb (2) is) igaz. i

4.9. Tétel. (Unicitdstétel.) LegyenT egy teljes elmélet eqy megszamldlhato nyelven.
FEkkor T' megszdmldlhatdan végtelen atomos modelljei (ha vannak ilyenek egydltaldn)
izomorfizmus erejéig eqyértelmiek.

Bizonyitas. Legyen A és B két megszamlalhatéan végtelen és atomos modellje
T-nek; tegyiik fel, hogy A = {a, : n < w} és B = {b, : n < w}. Meg fogjuk adni
(fn: A— B, n <w) elemi leképezések egy novs sorozatat tgy, hogy a kovetkezsk
teljesiiljenek minden n-re:

(1) [dom(fn)| véges,
(2) an—1 € dom(f,), bo—1 € range(f,).

Konnyt atgondolni, hogy f pontosan akkor elemi leképezés, ha tp*(dom(f)/0) =
tp®(range(f)/0).

Legyen fy = () és tegyiik fel, hogy n < w és minden m < n-re f,,-et mar meg-
adtuk. Legyen p = tpA(dom(f) " a,_1/0). A feltételek szerint ez egy izolalt tipusa
T-nek, legyen o(v,z) p izolalo formuldja (itt v-ben annyi valtozé szerepel, mint
amekkora dom(f,_1)). Ekkor 32¢(v,z) € tpA(dom(f,_1)/0) és ezért az indukcos
feltevés szerint 32p(v, z) € tp®(range(f,_1)/0) is teljesiil. Ezek szerint van olyan
b € B, melyre teljesiil, hogy B | @(range(fn,-1),b). Mivel ¢ izolalta p-t, ezért
range(f,—1)"b realizalja p-t, azaz ha f,_i-et ugy terjesztjiik ki, hogy a,_1-et b-re
képezze, akkor eredményiil egy f’ elemi leképezést kapunk. Mivel ebben a bekezdés-
ben csak azt hasznaltuk, hogy f,_; elemi, teljesen hasonléan kiterjeszthetjiik f'-t
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(pontosabban inverzét) gy, hogy b, ; benne legyen a kierjesztés értékkészletében.
Ez a kiterjesztés legyen f,; ekkor (1) és (2) nyilvan teljesiil.
Végiil f = U,eo [ lesz a keresett izomorfizmus. |

Feladatok. 1. Legyen L az a nyelv, amiben minden n € w-ra van egy 1-valtozos
R, relacioszimbélum, és a T elmélet alljon az Gsszes Jv(R;,(v) A ... A Ry, (v) A
“Rj,(v) A ... A=Rj, _(v)) alaki formuldkbol, melyekben az R-ekben felléps osszes
index paronként kiilonb6z6. Mutassuk meg, hogy 1" konzisztens.

2. Mutassuk meg, hogy ha A =T, a,b € A és L’ a T-nek olyan reduktuma,
hogy a és b pontosan ugyanazokban az L'-hoz tartozo Ry relacickban vannak benne,
akkor az a fiiggvény mely a-t b-be, D-t a-ba, a tobbi elemet sajatmagaba képezi, egy
automorfizmusa A|;,-nek.

3. Mutassuk meg (esetleg a 6.4 lemma és az el6z6 feladatok felhasznélasaval),

hogy T-nek nincs atomos modellje.

4.3. Megkiilonboztethetetlen elemek

Most attériink egy mésik technikira, melynek segitségével kevés tipust realizaléd
modelleket lehet konstrualni. Az alapétlet az, hogy a modelljeinkben az elemek
(tipusai) ,nagyon hasonlitsanak” egymésra. Ezt teszi precizzé a kovetkezd definicio.

4.10. Definicié. Legyen A egy struktira, legyen X C A, legyen n € w, legyen
B C ™A, végiil legyen < eqy rendezési reldcio B-n. Azt mondjuk, hogy B megkiilon-
boztethetetlen < szerint X felett, ha minden o(v,z) € Form(Lx)-re és minden
b,/ € B < szerint monoton nivd sorozatra teljesil, hogy

Ao, z) < o, 7).

Megjegyzések.

1. Ha X iires, akkor nem firjuk ki, illetve nem emlitjiik. A nyelv alkalmas b&vitése
aran mindig feltehetjiik, hogy X iires. Azért épitettiik mégis a definiciéba, mert sok
alkalmazasban egyszerre tobb nyelvet kell figyelembe venni, ezért ez a szohasznélat
tlinik a legrovidebbnek, illetve legatlathatobbnak.

2. A < rendezés a struktiran kiviili objektum, NEM tettiik fel, hogy definialhato
A-ban. Ezt mindig kiilon meg kell adnunk. Az is elképzelhets, hogy egy B halmaz
valamilyen rendezés szerint megkiilonboztethetetlen, egy mésik rendezés szerint vi-
szont nem az. Ha B minden rendezése szerint megkiilonboztethetetlen, akkor azt
mondjuk, hogy B teljesen megkiilonboztethetetlen, vagy, hogy B megkiilonboztet-
hetetlen halmaz (ezzel hangsilyozva, hogy rendezés nélkiili halmazrél van sz6).

3. Azt mondjuk, hogy B megkiilonboztethetetlen sorozat, ha a rendezés, amely
szerint megkiilonboztethetetlen, tigy kaphatd, hogy B elemeit egy rendszam elemei-
vel indexeljiik, és az egyik elem pontosan akkor kisebb a masiknéal, ha indexeik ilyen
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viszonyban vannak.

4. Legyen A egy struktura, B, X C "A, legyen < rendezési relacié B-n és tegyiik
fel, hogy B < szerint megkiilonboztethetetlen X felett. Legyen (v) egy formula és
b € B egy (nem feltétleniil monoton névé) sorozat. b monoton névé permutdciojat
b<-vel jeloljitk majd. ¢ valtozoinak alkalmas cseréivel, tnevezéseivel tudunk talalni
olyan < formulat, melyre A = ¢(d) < ©<(d~) teljesiil minden olyan d € B-re,
melynek < szerinti izomorfizmus-tipusa azonos b < szerinti izomorfizmus-tipuséaval.
Emiatt B pontosan akkor megkiilonboztethetetlen < szerint (X felett), ha a B
elemeibdl képzett sorozatok (X feletti) tipusai csak az elemek < szerinti izomorfiz-
mustipusatol fiiggnek. Specidlisan, B minden eleme azonos tipust (X felett), s6t, a
parok tipusa csak attél fiigg, melyik elem a nagyobb, és igy tovabb.

4.11. Tétel. (Egzisztenciatétel) Legyen A tetszdleges végtelen struktira, legyen X C
A és legyen (B, <) tetszdleges végtelen rendezett halmaz. Ekkor A-nak van olyan A’
elemi bovitése, melyre B C A’ és melyben B megkiilonboztethetetlen < szerint X
felett.

Bizonyitas. Legyen T' = Th({A, x),cx), tovibba B minden eleméhez vegyiink fel
egy 1j konstansszimbolumot (b € B-hez mondjuk b’-t). Legyen 7" a kovetkez el-
mélet:

T :TUTOUT1, ahol

Ty = {p(t',7) & ¢(d,7): T € X és b,d € B,
b és d monoton n6vs < szerint } és
T, ={V #d:b+#de€ B}.

Megmutatjuk, hogy 7" minden véges része konzisztens. FEhhez legyen T,, C T’
azoknak a formuladknak a halmaza, melyek a B elemeihez rendelt konstansszimbolu-
mokbdl legfeljebb n darabot tartalmaznak. Vilagos, hogy elég megmutatni, hogy
minden n € w-ra T,, minden véges része konzisztens. Legyen ¥ € [T,,]<%, és legyen
Y, =XNT; (i =0,1). Legyen Ay C A tetsz6leges megszamlalhatoan végtelen
halmaz és legyen még <0 az A, egy rogzitett jolrendezése. Megadjuk Ay n-eseinek
egy véges sok szinnel valo p: [Ap]" — P(X) szinezését:

u(a) = {p(0,7) : AE p(@™,2), p(V,2) & o(d.7) € o}

A 2.11 Ramsey-tétel miatt van olyan végtelen C' C Aj, mely homogén p-re. Ebbdl
a végtelen sok elembdl valasszunk annyi kiilonb6z6 elemet, ahdny B’-beli konstans-
szimbolum van Y-ban. Ezeket az elemeket rakjuk <-° szerint sorba, legyenek ezek
mondjuk ¢ <Aoo <Aoo <Aoo e C Rakjuk < szerint sorba a »-ban el6for-
dulé B’-beli konstansziszmbolumokat is: b < b} < ... < bj,_;. Végiil interpretaljuk
bi-t c¢;-vel minden i € k-ra. Ekkor D = (A, b));cr = ¥ a kovetkez6k miatt. Mi-
vel A = T, ezért D = X NT. A b-k kiilonbozdk, ezért D |= 3,. Végil, ha
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o(b,7) & ¢(d', 7) € Xy, akkor ¢,-vel jeldlve a V'-nek megfelel konstansokat

DEel.2) & ¢@1)ena) o
pv,7) e p(ca) & D ed,z)

mert C' homogén p-re és b, d monoton ndvs sorozatok. Ezért tehat D = % és
igy D Y-nak is modellje.

A 2.22 kompaktsagi tétel szerint T7'-nek van egy végtelen modellje, ezért a 2.32
tétel miatt e modell egy | A|-regularis ultrasz(ir6 szerinti ultrahatvanya | A|"-univer-
zalis; legyen ez az ultrahatvany A’. Ekkor A’-nek az a reduktuma, melynek nyelvébél
elhagyjuk a {0’ : b € B} konstanshalmazt, tovabbra is egy |A|-regularis ultrasziirg
szerinti ultrahatvany marad, ezért ez a reduktum is |A|"-univerzalis. Ugyanakkor
e reduktum és (A, x),cx elemien ekvivalens ezért feltehetjiik, hogy A elemi rész
A’ szébanforg6 reduktumaban, és igy persze X C A’ is teljesiil (mellesleg ekkor X
azonos lesz az z-ek A’-beli interpretaciéinak halmazéaval). Végiil minden b € B-re
azonosithatjuk b-t és b’ A’-beli interpretaltjat, ezért feltehetjiik, hogy B C A’. Mivel
A" =T, ezért ekkor B megkiilonboztethetetlen lesz < szerint X felett. |

Feladat. Legyen n € w,n > 0 rogzitett. Bizonyitsuk be az el6z6 tételt gy is, hogy
B C " A legyen megkiilonboztethetetlen.

4.12. Tétel. Legyen T olyan elmélet az L nyelven, melynek vannak végtelen mo-
delljei, és legyen |Form(L)| < k tetszdleges végtelen szamossdg. Ekkor T-nek van
olyan k szdamossdgu A modellje, melyre teljesiil, hogy minden Z C A-ra

H{p € S{N(Z) : p realizdlhaté A-ban }| < |Z| + |Form(L)]|.

Mivel Z elemeinek paronként kiilonbozsk a tipusaik Z felett, ezért A annyira
kevés tipust realizdl, amennyire csak lehet. Raadasul ezt .egyszerre”, A minden 7
részhalmazara igazolni kell.

Bizonyitas. Legyen 7" a T' elmélet skolemizéltja az L' nyelven, legyen (B, <) egy k
szamossagu jolrendezett halmaz. Ekkor a 4.11 tétel szerint van 7"-nek egy olyan A,
modellje, melyben B megkiilonboztethetetlen < szerint. Legyen A az Ag-nak a B
altal generalt részstrukturaja. Allitjuk, hogy ez az A megfelels. Mivel 7" Skolemi-
zalt, ezért elemei 4p-ban mind ekvivalensek egy-egy alkalmas univerzalis formulaval
és igy az 1.11 és 1.16 tételek miatt A elemi része Ag-nak, tehat A = T. Legyen
most Z C A. Azt kell belatnunk, hogy S7*(Z) elemeibél legfeljebb |Z| + |Form(L)|
darab realizalhat6 A-ban.

Mivel A-t B generalja, minden z € Z-hez van egy L’-beli ¢ term és van egy
b € B véges sorozat tigy, hogy z = tA(b). Ezért ezeket a b-ket Gsszegyfijtve, van
olyan Y C B, hogy |Y| < |Z] + Ry és Y generatuma tartalmazza Z-t. Ha b € B,
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akkor a kovetkezd modon definidljuk b Y-beli vetiiletét (ezt b'-vel jeldljiik majd).
Mivel < jolrendezés B-n, ha Y-ban van b-nél nagyobb elem, akkor ezek kozott a
felss korlatok kozott van legkisebb is. Legyen b az a legkisebb elem Y-ban, melyre
b < ¥/, ha van ilyen egyaltalan. Ha ilyen elem nincs Y-ban, akkor legyen v/ = co. A
b= {(by,...,bx_1),¢ = {(cg, ..., cr_1) sorozatokrél azt mondjuk, hogy Y felett ekviva-
lensek, ha b = ¢, ..., 0, = ¢j_;-

Legyenek most b, ¢ € B ekvivalens sorozatok Y felett. Ekkor
p(0,9) € tp(b)Y) &  AEeby) < AERE(OTD) &
AES(@9)) & AfFe@y) & o9 €tpie/Y),

A (x) lépés két oldalan < ugyanaz a formula, mert b és ¢ Y felett ekvivalens
sorozatok. Ez a szdmolas azt mutatja, hogy B-beli ekvivalens sorozatok Y feletti
tipusai azonosak.

Most azt mutatjuk meg, hogy ha ¢t az L' nyelv egy termje, b,¢ Y felett ekvi-
valens sorozatok, akkor tp(t(b)/Y) = tp*(t(¢)/Y). Ez azért van igy, mert t(b)
tipusa ,bele van csomagolva” b tipusiba. Precizebben, ha ¢(v) € tpA(t(b)/Y)
akkor o(t(v)) € tp(b/Y), de ez az el6z6 bekezdés miatt azzal ekvivalens, hogy
©(t(v)) € tp™(¢/Y) ami pontosan akkor teljesiil, ha () € tp(t(¢)/Y).

Végiil le fogjuk szamolni, hany kiilonb6zé Z feletti 1-tipus realizdlhato A-ban.
B generélja A-t, ezért rogzithetiink minden a € A-hoz egy t, termet és egy b, € B-t
tigy, hogy a = tX(b,) teljesiiljon. Legyen z,w € A. Allitjuk, hogy ha

ty =t, 6s b, Y felett ekvivalens b,-al,

akkor tpA(z/Z) = tp*(w/Z). Mivel b, és b, ekvivalensek, tpA(b,/Y) = tp*(b,/Y).
Emiatt z = tA(b,) és w = tA(b,) = t*(b,) Y feletti tipusai is azonosak. Végiil, ha
zZ € Z, akkor vannak olyan ¢ termek és § € Y elemek, hogy z = #(y) (ez utobbi
egyenlgséget koordinatanként értve). Emiatt

(v, )?t”‘(w/) & @ty etpt=/Y) &
p(0,6y) etpt(w/Y) & o, ‘)Etp (w/2)

vagyis x és w tipusa Z felett azonos. Hany kiilonb6z6 Z feletti 1-tipust realizalhat A?
Legfeljebb annyit, ahanyféleképpen t,-t és b, Y feletti ekvivalenciaosztalyat valaszt-
hatjuk. t,-bol legfeljebb |Form(L')| féle lehet, de |Form(L')| = |Form(L)|, mert
a Skolemizalds nem noveli egy nyelv formulahalmazanak szamossagat. Rogzitett
(mondjuk n) hossztisagu B-beli sorozatok pontosan akkor ekvivalensek Y felett, ha
vetiileteik azonosak, ezért az n husszi sorozatoknak legfeljebb |[Y U {oco}|” = |Y]| <
| Z]+R kiilonb6z6 ekvivalenciaosztélya lehet, igy (minden n € w sorozat-hosszusagot
figyelembevéve) osszesen legfeljebb N, - |Z| darab Y feletti ekvivalenciasztaly van.
Tehat a (t,,b) parokat a masodik koordinatak Y feletti ekvivalencidjinak erejéig
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legfeljebb |Z| + |Form(L)| médon valaszthatjuk. De az elgbb lattuk, hogy eltérd
7 feletti 1-tipusokhoz olyan péarok tartoznak, melyek els6 koordinatéi kiilonbozdk,
vagy mésodik koordinataik nem ekvivalensek Y felett, ezért az A-ban realizalhato
kiilonboz6 Z feletti 1-tipusok szama valoban legfeljebb |Z| + |Form(L)|. |
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5. Megszamlalhato Kategoricitas

Ebben a részben olyan elméleteket vizsgalunk, melyeknek ,kevés” paronként
nem izomorf megszamlalhatoan végtelen modelljiik van.

5.1. Véletlen struktiarak: egy konkrét elmélet kategoricitasa

A 2.8 fejezet 2.43 tétele utani megjegyzésében azt allitottuk, hogy van olyan el-
mélet (egy véges nyelven), melynek minden .4 modelljében minden végtelen x < | A|-
ra és minden Z € [A]" halmazra teljesiil, hogy

(%) 187(Z)] =2~

Ezt az allitast ott nem bizonyitottuk. Most kiegyenlitjiik adossdgunkat, és azzal
kezdjiik, hogy megadunk egy ilyen elméletet. Alljon az L nyelv egy darab 2-valtozos
relaciéoszimbolumbol, melyet jeloljink E£-vel. Minden m,n € w-ra ¢, , legyen az
a formula az L nyelven, hogy ,akirhogyis vesziink paronként kiilonb6z6 xq, ..., 1
és Yo, ..., Ym—1 €elemeket, van olyan z, mely kiilonbozik z, ..., z,_1,v0, -, Ym—1 Min-
degyikétél, és I relacidban van az osszes x;-vel, de nincs E relacioban egyik y;-vel
sem”. (Feladat: irjuk fel a ¢y 3 formulat). Ezek utan legyen Ty a kovetkezs elmélet.

5.1. Definici6.
Tp = {Vv-E(v,v), Yow(E(v,w) = E(w,v))} U {@nm:n,mew}.

TR szerint I irreflexiv, szimmetrikus, és minden n, m € w-ra ¢, ,, teljesiil F-re. Ty
modelljei (ha vannak neki egyaltalan) tehat grafok.

Ebben a részben a T elméletet vizsgaljuk. Sok més érdekes tulajdonsiga mellett
megmutatjuk, hogy (x) teljesiil ra. Elsé ranézésre talan az sem vilagos, hogy Tr
egyaltalan konzisztens. Ezt tobbféle moédon is igazolni fogjuk.

5.2. Tétel. Ty konzisztens elmélet.

Bizonyitids. Meg fogjuk adni Tk egy modelljét. Elgszor azt figyeljiik meg, hogy
ha G egy tetsz6leges graf, akkor van olyan GG’ bévitése G-nek, hogy ha X, Y péaron-
ként diszjunkt és véges részhalmazai G csticsainak, akkor G'-nek van olyan z cstcsa,
mely minden X-beli csiiccsal 6ssze van kotve, és mely egyetlen Y-beli csticcsal sincs
osszekotve. Adott G-hez konnyt ilyen G’-t konstruélni: G cstcsainak paronként
diszjunkt és véges X, Y részhalmazaihoz vegyiink fel egy-egy 1j csticsot (tehat annyi
11j cstcs kell, ahany modon kivalaszthatjuk az X, Y parokat), G’ alljon G cstcsaibol
és az 1j csicsokbodl. G csicsain tartsuk meg a régi graf-struktirat, és az 0j csicsokat
csak a hozzajuk tartozo X-halmaz cstcsaival kossiik 0ssze. Ez a G’ nyilvan jo lesz.

Legyen most GGy az a graf, melynek egyetlen csticsa van. Ha valamilyen n € w-ra
G, mar adott, akkor legyen G, .1 = G),. Ekkor (G,, : n € w) grafok egy nové lanca
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lesz, allitjuk, hogy a G = U,,¢,G,, graf modellje Tx-nek.

A reflexivitas és szimmetria univerzalis formulakkal kifejezhet6 tulajdonsagok,
ezért az 1.19 tétel miatt lancok unioira ezek 6roklédnek, ezért G is egy graf. Legyen
most n,m € w adott, meg kell mutatnunk, hogy G = ¢, ,,. Vélasszunk tehat G
csucsai koziil egy n-elemt X és egy m-elemd Y részhalmazt, melyek diszjunktak.
Mivel ezek végesek, van olyan k € w, hogy X,Y C G). Ekkor a konstrukci6 miatt
G D Gg41 = Gj-ben van olyan z pont, mely (Gj.1-ben) pontosan X elemeivel van
osszekotve, azaz ¢, ,, igaz G-ben. Ezért valoban G = Tk. |

Most Tk konzisztencidjara mutatunk egy masik bizonyitast is.

Bizonyitas. Megint meg fogjuk adni T egy modelljét. Az alaphalmaz legyen
w. Koriilirjuk, mely i, € w szdmok vannak F relacioban. Legyen i = min{i,j}
és legyen j' = max{i,j}. Ha i’ = j’, akkor i és j nincs E relacioban; kiilonben
pontosan akkor vannak E reldcioban, ha j’ kettes szdmrendszerbeli alakjaban az ¢’
helyiértéken ,,1” szerepel. Allitjuk, hogy az igy definialt G graf modellje Txr-nek.
Az vilagos, hogy E irreflexiv és szimmetrikus relacio (a sorrendtdl az nem fiigg,
hogy ¢ és j kozill melyik nagyobb). Ahhoz, hogy G = Tg, még azt kell igazolni,
hogy akarhogyis vesziink két diszjunkt és véges részhalmazt w-bol, lesz olyan szam,
mely az egyik részhalmaz minden elemével 6ssze van kotve, de a masik részhalmaz
egyetlen elemével sincs Osszekotve. Legyenek X és Y diszjunkt és véges részhalmazai
w-nak, és képezziik azt a 0 — 1 sorozatot, melyben ,,1” szerepel minden olyan pozi-
cibban, melynek sorszdma X-beli, és ,,0” szerepel minden olyan pozicioban, melynek
sorszdma Y-beli. Ezt megtehetjiik X NY = () miatt. A ki nem t61t6tt poziciokba
tetszés szerint irjunk O-kat vagy 1l-eket, és egészitsiik ki még a sorozatunkat egy
,1000...0” alakt kezddszelettel tigy, hogy a sorozat altal kettes szamrendszerben ko-
dolt z szam nagyobb legyen X és Y minden eleménél (X és Y véges, ezért van ilyen
kezdészelet). Ekkor a konstrukcié szerint z Gssze van kotve X minden elemével, de
nincs osszekotve YV egyetlen elemével sem. Ezért G = Tg. |

Most igazoljuk Tz modelljeinek Stone-tereire vonatkozo6 allitdsunkat.
5.3. Tétel. Ha A |= Tr, r végtelen szdmossdg és Z € [A]* akkor |S{H(Z)| = 2~.

Bizonyitas. Legyenek A, k, Z adottak az allitdsnak megfelelGen és legyen L a Tg
nyelve. S{{(Z) elemei az L, nyelv formulaibol 4116 halmazok, x végtelensége miatt
ebbdl pontosan 2% darab van, ezért |Si'(Z)| < 2%. Forditva, legyen X C Z-re px a
kovetkez8 Lz-beli formulahalmaz:

px ={Ew,x):x e X}U{-E(v,y):yeZ—-X}.
Ha p C px egy véges részhalmaz, akkor a p elemeinek konjunkci6jabol képzett
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formula azt mondja, hogy v Gssze van kotve bizonyos (véges sok!) X-beli elemekkel,
és nincs Osszekotve bizonyos (szintén véges sok!) Z — X-beliekkel. Mivel A = Tk,
ezért A = Jv A p, azaz pyx végesen realizalhatoé A-ban. Ezért kiterjeszthets egy
qx € S{(Z) tipussa. Figyeljiik meg, hogy ha X, # X; C Z, akkor van olyan
x € Z, mely X, és X; koziil pontosan az egyikben van benne, ezért px, # px, és
igy qx, 7 qx, teljesiil. Méasképp fogalmazva: a P(Z) > X +— ¢y leképezés injektiv.
Ezek szerint a @ = {gx : X C Z} halmazra egyrészt |Q| = |P(Z)| = 2" maésrészt
Q C SA(Z). Ezért |S{(Z)] > 2. |

A Ty konzisztencidjara adott két bizonyitasban egyébként izomorf grafokat konst-
rualtunk, s6t, ezekkel nem izomorf megszamlalhaté graf nem is lehet Tx modellje.
Ezt a meglepd allitast igazoljuk az aldbbiakban.

5.4. Definicid. Legyen k szimossdg és T eqy elmélet. Azt mondjuk, hogy T k-
kategorikus, ha T-nek a k szdmossdgu modelljei mind tzomorfak eqgymdssal.

5.5. Tétel. (Los—Vaught teszt). Ha az L nyelv T elméletének csak végtelen modell-
jei vannak és T kategorikus eqy k > |Form(L)| szdmossdgon, akkor T teljes.

Bizonyitids. Ha az Allitds nem lenne igaz, akkor lenne olyan ¢ formula, melyre
T U {p}-nek és T'U {—~p}-nek is lennének modelljei; legyenek ezek rendre A és B.
Ezek végtelenek, mert T-nek csak ilyen modelljei vannak. Az 1.16 leszallo és a 2.30
felszallo Lowenheim-Skolem tételeket alkalmazva, vannak x szamossagu A’ és B’ mo-
dellek, melyek rendre elemien ekvivalensek A4-val illetve B-vel. Ezért ezek egyuttal
T-nek is modelljei, tehat T' x-kategoricitasa miatt A" = B’. Ez azonban lehetetlen,
mert A’ = ¢ és B’ = —p. Ez az ellentmondas igazolja az allitast. |

Feladat. Adjunk meg teljes, de nem Nj-kategorikus elméleteket. (Ezt minden
tovabbi elGismeret nélkiil meg lehet oldani, ha igy mégis nehéz lenne a feladat,
akkor nézziik at teljesen ezt a fejezetet, majd térjiink vissza erre a kérdésre.)

5.6. Tétel.

(1) Ha A és B két megszdmldlhaté modellje Tr-nek és f : A — B olyan fiigg-
vény, melyre dom(f) véges halmaz és f egy izomorfizmus értelmezési tartomdnya €és
értékkészlete kozott, akkor van olyan g : A — B izomorfizmus, mely kiterjeszti f-t.

(2) Tr egy No-kategorikus elmélet.

Bizonyitas. Legyen A = {a, : n € w} és legyen B = {b, : n € w}. Legyen
fo = f és tegyiik fel, hogy megadtuk mér a véges f, fliggvényt, mely izomorfiz-
mus az értelmezési tartomanya és értékkészlete altal feszitett részgrafok (vagy ami
ugyanaz: generalt részstrukturak) kozott. legyen a,, € A a legkisebb indexii elem,
mely még nincs dom( f,)-ben. Legyen X = {a € dom(f,) : A= E(an,a)} és legyen
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Y = dom(f,) — X. Ekkor dom(f,)-re nézve igaz, hogy a,, pontosan az X-beli csu-
csokkal van osszekotve. Mivel f,, injektiv, az f,[X] és f,[Y] halmazok diszjunktak,
ezért B = Tk miatt van olyan b € B — range(f,), mely f,[X]| minden elemével
ossze van kotve, de f,[Y] egyik elemével sincs sszekotve. Terjessziik ki f,,-t gy,
hogy a,,-et b-re képezze. Ez az [’ kiterkesztés szintén egy véges izomorfizmus lesz, e
bekezdés eleje szerint inverze kiterjeszthetd tgy, hogy f'~! értelmezve legyen B-nek
range( f,)-b6l kimaradé els6 elemére. Ez az ujabb kiterjesztés legyen f,,1. Végiil
f = Unewfn lesz a keresett izomorfizmus.

(2) igazolasahoz legyen A és B két megszamlalhaté modellje Tr-nek. Ekkor az
f = 0 sehol sem értelmezett fiiggvényre (1)-et alkalmazva kapunk egy A és B kozti
izomorfizmust. |

A Tg konzisztencidjara vonatkozo 5.2 tétel els6 bizonyitasa alapjian azt gondol-
hatnénk, hogy egyetlen ¢,, ,, formulanak sem lehetnek véges modelljei, mert ha egy
ilyen modellt 1épésenként akarnank felépiteni, akkor minden egyes ,feladat megol-
dasakor” (azaz 1j cstcs hozzavételénél) tjabb feladatok adédnak, nevezetesen az
olyan részhalmazokra is garantélni kell ¢, ,,, igazsdgat, amit Gjonan vettiink fel. Ez
a szemlélet csaloka: val6jaban mindegyik ¢, ,,-nek van véges modellje.

Hogy ezt igazolhassuk, a véletlen grafok elméletét hivjuk segitségiil. Legyen V'
egy alaphalmaz, a V-beli parokra kiilon-kiilon, egymastol fiiggetleniil, egy véletlen
kisérlettel dontjiik el, van-e ¢l a part alkot6 csiicsok kozott. Kicsit precizebben: min-
den {z,y} € [V]*re legyen &, , egy olyan valoszintségi valtozo, mely a 0 és 1 értéke-
ket egyarant 1/2 valoszintiséggel veszi fel és tegyiik fel, hogy a (¢, , : {z,y} € [V]?)
rendszer teljesen fiiggetlen. Figyeljiik meg e valoszintiségi valtozok értékeit, és x-t
pontosan akkor kossiik y-al dssze, ha &, , = 1. Az eredményiil kapott graf persze
fiigg a véletlentsl. Az igy ,konstruélt” grafokat nevezziik majd véletlen grafoknak.
Szigorian véve cimkézett grafokrdl kéne beszélniink, mert a csticsok V' halmazéanak
elemeit megneveztiik, és kiilonboz6nek tekintiink példaul két olyan 3 cstcst (egyéb-
ként nyilvan izomorf) grafot, melyekben 1-1 él van Gsszesen, de ezek az élek V
méas-mas elemei kozott mennek a két grafban.

A véletlen grafokat masképp is elképzelhetjiik: rajzoljuk le a V' cstcsain megad-
hat6 Osszes grafot, ezeket tegyiik egy kalapba, és véletleniil vilasztva hizzunk ki
egyet. Ez és az el6z6 modell azonos: ha V' véges, akkor mindkét esetben 1/ 2llVI?]
valoszintiséggel kapunk meg egy konkrét grafot. Ennek megfelel6en, mindkét mo-
dellt hasznalni fogjuk, attol fiiggéen, hogy adott pillanatban melyiket egyszertibb
atlatni.

Valo6szintiségszamitési terminolégiat hasznalva az elemi események a konkrét gra-
fok, események grafok (mérhetd) halmazai. Ha ¢ egy els6rendd formula, akkor
P(G, [ ¢)-vel jeloljik a ¢ n = {0,1,...,n — 1} alaphalmazon vett modellhalma-
zanak, mint eseménynek a valészintiségét.
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5.7. Tétel. Legyen n,m € w régzitett. Ekkor

limk_,oo P(Gk bé gomm) = O

Bizonyitas. Diszjunkt X € [k]"-re és Y € [k]™-re valamint z € k-ra éalljanak az
Exy.. események azokbol a grafokbol, melyekre nem teljesiil, hogy ,z Gssze van
kétve X minden elemével, de z nincs 6sszekotve Y egyetlen elemével sem”. Ekkor
P(Exy.) = 1—1/2""" Legyen 6 = 1/2""™. Legyen Exy az az esemény, hogy
»Gr — (X UY)-ban nincs olyan z csics, mely X minden elemével 6ssze van kotve,
de Y egyik elemével sincs sszekotve”. Mivel kiilonboz6 z-kre az Ex y,. események
fiiggetlenek, ezért P(Exy) = (1 — §)* ™. Végiil az E = {G : G egy graf k-n és
G V£ ©nm} eseményre E = Uy y Ex.y, ezért

(*)  0< P(Gr W onm) < K1 =6k,

mert a diszjunkt X és Y halmazokat legfeljebb £+ féleképpen valaszthatjuk (rakjuk
k elemeit sorba, az els6 n elembdl alljon X, a kovetkez6 m elembdl Y - lathatjuk,
hogy a k™™™ egy elég nagyvonalu felsG becslés a lehetGségek szaméara).

(*) jobboldalan az els6 tényez6 k-nak n + m-edfoka polinomja, a masik tényezd
d > 0 miatt egy 1-nél kisebb alapt exponencialis kifejezés k-ban, ezért (példaul a
L’Hospital szabalyt n + m-szer alkalmazva) kapjuk, hogy k — oo esetén (x) jobb-
oldala és ezzel egyiitt baloldala is 0-hoz konvergal, ahogy allitottuk. |

5.8. Tétel. T véges ¥ részhalmazainak van véges modellje, sit,

Bizonyitas. Legyen ¥ € [Tg]<“, természetesen egy véges véletlen graf lesz 3
modellje. Ezekben FE irreflexiv és szimmetrikus, ezért csak a ¢, ,, alakia X-beli
formulékkal kell foglalkoznunk. Legyen tehat X ilyen alakt formuldinak halmaza
{b0, -y dm_1}. Ekkor P(Gy = X) < P(Gk & ¢o) + ... + P(Gy t~ dm—1), és itt a
rogzitett m szamu Gsszeadando6 az 5.7 tétel miatt nulldhoz tart. A komplementum
eseményre attérve adodik az allitas masodik fele.

Azt kaptuk tehat, hogy elég nagy (de persze véges) k-ra pozitiv annak az esemény-
nek a valdszintisége, hogy egy véletleniil valasztott graf modellje X-nak. Ezért elég
nagy (de véges k-ra) van Y-nak k-elemii modellje.

Val6jaban annak valdszintisége, hogy egy véletleniil valasztott graf modellje >-
nak, nem csak, hogy pozitiv, hanem 1-hez konvergal; ennek megfelelGen nemcsak,
hogy van »-nak k elemii modellje, hanem ,majdnem minden” graf ilyen, ha k elég
nagy. |

Természetesen az el6z6 tételbsl és a kompaktsagi tételbdl is kovetkezik, hogy
Tr-nek van modellje. Az el6z6 tételnek van egy tovabbi érdekes kovetkezménye.
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5.9. Tétel. (0-1 torvény). Legyen ¢ tetszdleges formula a grafelmélet nyelvén. Ek-
kor a limy_.o, P(Gy |= @) hatdrérték létezik, és vagy 0-val vagy 1-el eqyenld.

Ezek szerint egy elsérendi formula vagy majdnem minden véges gratban igaz,
vagy majdnem mindegyikben hamis.

Bizonyitas. Legyen ¢ els6rendd formula. Az 5.6 tétel miatt Tx Ny-kategorikus,
ezért az 5.5 tétel miatt teljes is. Tehat vagy Tr = ¢ vagy Tg = —p.

Tegyiik fel elGszor, hogy Tr = ¢. A kompaktsagi tétel miatt ekkor van Tg-
nek egy olyan véges Y része, melybdl szintén kovetkezik . Valdszintliségszamitasi
szohasznalattal ez azt jelenti, hogy az Ey = {G : G k-elemii és G = X} esemény
részhalmaza az Fj, = {G : G k-elemi és G = p}-nek. Ezek szerint P(Ey) < P(Fj).
Viszont az 5.8 tétel miatt limy_,o P(Ex) = limy_.o P(Gy = X) = 1, ezért 1 > P(Fy)
miatt a renddr elv szerint allitAsunk ebben az esetben igaz.

Ha Ty = —p, akkor az el6z6ek szerint limy ... (G = —p) =1 és igy
limg . P(Gk = @) = limy_o 1 — P(Gy | —p) = 0, ahogy allitottuk. |

A 0-1 tételek érvényben maradnak bonyolultabb els6rendi nyelvekre is, melyek
nem tartalmaznak konstans- és fliggvényszimbdlumokat. Ezeket az eseteket jelolési
komplikicidk ardn az eddigi gondolatokkal konnyen kezelhetjiik, ezért nem adjuk
meg a részleteket. A teriilettsl egy példaval bucsuzunk, mely szerint a 0-1 térvény
nem marad érvényben, ha nyelviink tartalmaz egy 1-valtozos fiiggvényszimbolumot.

Alljon az L nyelv egyetlen f-el jelslt fiiggvényszimbolumboél. Az L nyelv k € w
elemdi modelljeit izomorfizmus erejéig megadhatjuk példdul f mivelettablajaval.
Rogzitett £ € w-ra az L nyelv egy k elemi véletlen struktirajan azt értjiik, hogy
e miivelettablakbol hizunk egyet a képzeletbeli kalapunkbol. Egy ilyen véletleniil
valasztott struktirat Ag-val fogunk jelolni.

Legyen most ¢ az a formula, hogy f-nek nincs fixpontja, azaz ¢ = Yo(f(v) # v).
Rogzitett k-ra P(Ay = ¢) = (k — 1)*/k*, ugyanis az Osszes lehetéségek szama k*
(ennyiféleképpen valaszthatunk egy fiiggvényt egy k elemi halmazon), a kedvezs
lehetdségek szama pedig (K — 1)F, mert egy ¢-nek megfelel§ f értékei egy adott
i € k-ra a k — {i} halmazbol keriilhetnek ki; ezek a halmazok k — 1 elemtek.

Ezek utén figyeljiik meg, hogy

limy oo P(Ag = ) = limp oo (K — 1) /k)* = limp_oo(1 — 1/k)*F = e L.
Ez a hatarérték is létezik tehat, de nem 0, se nem 1.

Feladatok.

1. Legyen G, az a véletlen graf, melynek w az alaphalmaza. Igazoljuk, hogy minden
o € Tpre P(G, =) = 1.

2. Igazoljuk, hogy P(G, = Tg) = 1.
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3. Igazoljuk, hogy ha kétszer valasztunk egy-egy véletlen grafot w-n, akkor ezek 1
val6szintiséggel izomorfak lesznek.

A 3. feladat miatt w-n szokas ,a véletlen grafrol” beszélni (,egy véletlen graf” he-
lyett). Az w-n vett véletlen grafot Rado-grafnak is szokas nevezni. A 2. feladat
és Tr No-kategoricitdsa miatt a véletlen graf izomorf az 5.2 tétel bizonyitasaiban
konstrualt grafokkal.

A véletlen grafok tanulményozésat Richard Rado, Erdgs Pal és Rényi Alfréd
kezdeményezték; T als6 indexében az R Rado-ra utal.

Feladatok. 4. Igazoljuk, hogy a Rado-grafba minden véges graf bedgyazhato.
5. Igazoljuk, hogy a Rado-grafba minden megszamlalhatéan végtelen graf bedgyaz-
hato.

5.2. Ny-kategorikus elméletek jellemzései

El&szor arra gondolhatnank, hogy az Ny-kategorikus elméleteknek azért van ke-
vés megszamlalhaté modellje, mert az elmélet ;mereven és egyértelmiien megszabja”,
hogy a struktira relaciéinak és fiiggvényeinek hogyan kell kinéznie az elemeken, és
ezért egy No-kategorikus elmélet modellje nagyon kevéssé szimmetrikus, mert min-
den részlet el6re le van rogzitve az elmélet altal.

Eddigi példank, a Tk elmélet azonban Ovatossagra int. Legyen C a Tr meg-
szamlalhato modellje, legyen n € w rogzitett, és legyen a,b € "C két olyan sorozat,
melyek izomorf részgrafokat feszitenek. Ekkor az 5.6 tételt A = B = C-vel és azzal
a véges f fiiggvénnyel alkalmazva, mely G-t b-re képezi, kapjuk, hogy C-nek van
a-t b-be vivé automorfizmusa. Mivel n elem csak véges sok paronként nem izomorf
részgrafot feszithet, azt kaptuk, hogy C automorfizmuscsoportja igen nagy kell, hogy
legyen. Léatni fogjuk, hogy ez altaliban is igy van: az els6 bekezdésben leirtakkal
ellentétben, egy Ng-kategorikus elmélet megszdmlalhaté modelljei nagyon szimmet-
rikusak (azaz nagy az automorfizmus-csoportjuk).

Val6jaban attol lesz egy elmélet Ny-kategorikus, hogy a modelljei ,;szinte semelyik
részét nem koti meg”, ezért akadrhogyis probalkozunk a modell-konstrukciéval, végiil
a nagy szimmetria miatt izomorf struktirdkat kapunk, fiiggetleniil attél, milyen mo-
don fogtunk hozza a modelliink felépitéséhez.

Ebben a fejezetben megadjuk az Ny-kategorikus elméletek néhény jellemzését. A
fejezet végéig rogzitiink egy L megszamlalhato nyelvet. A vizsgalt T' elmélet mindig
L-beli lesz.

El6szor a Stone-terek méretével jellemezziik az Ny-kategorikus elméleteket.

5.10. Tétel. (Ryll-Nardzewski.) Egy teljes T' elmélet akkor és csak akkor Wo-kate-
gorikus, ha minden n € w-ra S, (T) véges.

Bizonyitas. Tegyiik fel elgszor, hogy T No-kategorikus, és legyen A (az izomorfiz-
mus erejéig egyértelmii) megszamlalhatéan végtelen modellje T-nek. Rogzitsiik n-t
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is. Ha p € S,(T), akkor p realizalhato T-nek egy No-szaturalt modelljében, a reali-
zacio6 a leszallo Lowenheim-Skolem tétel miatt egy megszamlalhatoan végtelen elemi
részben van. Ez az elemi rész T Np-kategoricitdsa miatt izomorf A-val, és ebben az
elemi részben is nyilvan realizalhat6 p. Azt kaptuk, hogy S, (7") minden eleme rea-
lizalhat6 A-ban. Allitjuk, hogy S, (7)) minden eleme izolalt. Ez azért van igy, mert
ha p € S,(T') nem-izolalt tipus lenne, akkor a 4.4 tétel miatt p elkeriilhets lenne T
egy megszamlalhato modelljével. Ez a modell viszont nem lenne izomorf A-val (hisz
ebben S, (7T') minden eleme realizalhato). Ez ellentmond T' Ny-kategoricitasanak.

Vegyiik most figyelembe, hogy S,,(T") kompakt tér, ezért minden végtelen részhal-
mazéanak van torlodasi pontja. Ha tehat S, (7') végtelen lenne, akkor lenne torlodasi
pontja, ez a pont nem lenne izolalt. Ezért S,(T") valoban véges.

Forditva, most azt tegyiik fel, hogy S, (7") minden n € w-ra véges. Ekkor persze
mindegyik S, (7") tér diszkrét, azaz minden pontjuk izolalt. Legyen most A és B két
megszamlalhaté modellje T-nek. Ekkor A és B T-nek csak izolalt tipusait realizal-
jak, hisz T-nek nincs is méasfajta tipusa. T teljessége miatt tehat A és B elemien
ekvivalens megszamlalhato és atomos modellek, ezért a 4.9 tétel miatt izomorfak is.
Ez pedig pont azt jelenti, hogy T" Ny-kategorikus. |

Most az automorfizmus-csoportokkal jellemezziik az Ny-kategorikus elméleteket.

5.11. Definicié. Legyen G permutdciocsoport az X halmazon, és legyen n € w.
Defindljuk G hatdsdt "X -n:

ha a = (a, ..., an—1) € "X, akkor g(a) = (g(ao), ..., g(an-1))-

Emlékeztetiink ra, hogy ha G egy csoport, mely hat egy Y halmazon, akkor Y
elemei k6zott az a relacio, hogy G egy alkalmas eleme az egyiket a masikba viszi,
egy ekvivalenciarelaci6. Az ekvivalenciaosztilyokat G Y-beli palyainak nevezziik.

5.12. Definicié. Legyen G permutdciocsoport az X halmazon. G-t oligomorfnak
nevezziik, ha minden n € w-ra G-nek "X -en csak véges sok pdlydja van.

5.13. Tétel. (Svenonius.) Legyen A megszdmldlhatdan végtelen L-struktira. Th(A)
akkor és csak akkor No-kategorikus, ha Aut(A) (azaz A automorfizmuscsoportja) egy
oligomorf permutdciocsoport A-n. Két sorozat akkor és csak akkor van azonos pd-
lydn, ha (0 feletti tipusaik megegyeznek.

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy Aut(A) egy oligomorf permutécidécsoport.
Legyen n € w rdgzitett. Ha a,b € A egy palyan van Aut(A) szerint, akkor van A-
nak egy f automorfizmusa, mely a-t b-re viszi. Ekkor tp*(a/0) = tp*(b/()) mert az
1.9 tétel szerint az automorfizmusok megérzik a formulék igazsagat. Ez azt jelenti,
hogy (T-vel jelolve Th(A)-t) S, (T)-nek legfeljebb annyi eleme lehet, ahany palyaja
van Aut(A)-nak "A-n. Mivel Aut(.A) oligomorf, ezért mindegyik S, (T") véges, és igy
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az 5.10 tétel miatt 7" valoban Ny-kategorikus.

Forditva, most azt tegyiik fel, hogy A elmélete Ny-kategorikus. Legyen n € w,
ekkor az 5.10 tétel miatt S, (7)) véges. Legyenek a,b € ™A olyanok, hogy tp*(a/0) =
tpA(b/0). Elég igazolni, hogy ekkor @ és b egy palyan vannak Aut(A) szerint, mert
ekkor legfeljebb |S,,(T)| darab palya van.

Az A" = (A, a) ésa B = (A,b) elemien ekvivalens struktirak, mert a és b A-beli
tipusa azonos. Tovabba a 7" = Th(A’) = Th(B') elméletek N(-kategorikusak, hisz
minden m € w-ra feleltessiik meg p € S,,(T")-nek azt a p* € S, 1, (T) tipust, melyet
ugy kapunk, hogy p formulaiban a-t valtozokra cserléljiik. Ez a megfeleltetés injek-
tiv, ezért |S,,(T")| < |Sman(T)|, ami minden m-re véges. Tehat az 5.10 tétel miatt
T’ valéban Ng-kategorikus. Azt kaptuk, hogy A’ és B’ megszamlalhatéan végtelen
elemien ekvivalens struktirak, és kozos elméletiik Ny-kategorikus. Ezért van koztiik
egy f izomorfizmus. Ez az izomorfizmus a-t b-be viszi, tehat ez az f A keresett
automorfizmusa. ]

Azt fogjuk mondani, hogy A Ng-kategorikus struktira, ha Th(.A) Ny-kategorikus
elmélet.

Feladatok. 1. Legyen A egy megszamlalhatéan végtelen Wy-kategorikus struk-
tara, és R C "A. Ekkor R akkor és csak akkor definidlhaté A-ban (paraméterek
nélkiil), ha R el6all Aut(A) véges sok palyajanak uniojaként.

2. Legyen A, B két Ng-kategorikus struktiura, melyek univerzuma ugyanaz a meg-
szamlalhatoan végtelen halmaz. Igazoljuk, hogy ha Aut(A) = Aut(B), akkor a két
struktiraban pontosan ugyanazok a relaciok definidlhatok paraméterek nélkiil (s6t,
paraméterekkel is).

Foglaljuk Ossze és egészitsiik ki eddigi eredményeinket. Tovabbra is, a ¢ és ¢
formulakrol azt mondjuk, hogy T szerint ekvivalensek, ha T = ¢ & ¢, és F,-el
jeloljiik azoknak a formuldknak a halmazat, melyekben legfeljebb vy, ..., v, 1 fordul
el szabadon.

5.14. Tétel. Legyen T teljes elmélet az L nyelven. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ek-
vivalensek.

(1) T No-kategorikus.

(2) Minden n € w-ra S,(T') véges.

(8) T minden megszdmldlhatoan végtelen modellje atomos.

(4) T minden megszdmldlhatdan végtelen modelljének az automorfizmus-csoportja
oligomorf.

(5) Minden n € w-ra F,(L)-ben csak véges sok, T szerint pdaronként nem ekviva-
lens formula van.

Bizonyitas. Az 5.10 tétel szerint (1) és (2) ekvivalens. Ha T-re (3) teljesiil, akkor
a 4.9 tétel miatt T-re (1) is teljesiil. Forditva, ha T-re teljesiil (1), akkor megmutat-
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juk, hogy (3) is fennall. (1) miatt persze (2) is igaz T-re, és ezért S,(T') végessége
miatt minden tipus izolalt. De ekkor a 4.8 tétel miatt T-nek van megszamlilhato
atomos modellje. Ismét hasznalva (1)-et, adodik, hogy 7' minden megszamlalhatoan
végtelen modellje is atomos, vagyis (3) teljesiil.

(1)-bél (4) is kovetkezik: ha A = T, akkor az 5.13 tétel miatt Aut(A) oligomorf.
Ha (4) teljesiil T-re, akkor szintén az 5.13 tétel miatt minden megszamlalhaté mo-
delljének Ny-kategorikus az elmélete, de T' teljessége miatt ezek az Ny-kategorikus
elméletek mind 7-vel egyenldk.

Végiil tegyiik fel (5)-6t. Hap € S,,(T), ¢ € p és ¢ ekvivalens ¢-vel, akkor persze
¢ € p is teljesiil. Ezért, ha F),-ben csak véges sok paronként 7' szerint nem ekviva-
lens formula van, akkor mindegyik S, (T") véges, és igy (2) teljesiil. Forditva, tegyiik
fel, hogy (2) igaz T-re. Azt allitjuk, hogy ha ¢ és ¢ T szerint nem ekvivalensek,
akkor N, # N,. Ez azért van igy, mert ha ¢ és ¢ T szerint nem ekvivalensek, akkor
van T-nek egy olyan modellje, amiben egy alkalmas sorozat ¢ és ¢ koziil pontosan
egyikiiket realizalja, ennek a sorozatnak az iireshalmaz feletti p tipusa olyan, mely
N, és N, kozil pontosan az egyikben van benne. Ezek szerint tehat a ¢ — N,
leképezés T szerint nem ekvivalens formuldkon kiilonb6z6 eredményeket vesz fel,
tehat paronként inekvivalens F,-beli formulakbol legfeljebb 2!5+(T)l darab lehet, de
(2) miatt az utobbi mennyiség véges. |

5.15. Definicio. Az A struktira lokdlisan véges, ha végesen generdlt részstruktirdi
végesek. A egyenletesen lokdlisan véges, ha van olyan f : w — w fiigguény, hogy A
k € w elemmel generdlt részstruktirdi legfeljebb f(k) elemiek.

Feladat 1. Adjunk meg egy lokilisan véges strukturat, mely nem egyenletesen lo-
kalisan véges. (Utmutatas: legyen G,, a 2"-dik egységgyokok multiplikativ csoportja
és vizsgaljuk U,c,G,-t.)

5.16. Tétel. Ha A eqy No-kategorikus struktira, akkor A egyenletesen lokdlisan
véges.

Bizonyitas. Ha A véges, akkor az allitds semmitmondd, ezért tegyiik fel, hogy
A végtelen halmaz. A minden véges részhalmaza benne van A egy megszamlal-
haté elemi részében, ez az elemi rész az Ny-kategoricitas miatt izomorfizmus erejéig
egyértelmt, ezért attérve A egy megszamlalhatéan végtelen elemi részére, feltehet-
jiik, hogy |A| = N,.

Legyen most n € w és a € "A. Figyeljiik meg, hogy a generdtumaban min-
den elem egyenld egy term a (egy részén) felvett értékével, és ezek a termek eltérd
elemekre nyilvan kiilonb6z6k. Ezért a generdtum elemeinek a feletti tipusai paron-
ként kiilonb6z6k. De A-ban a felett legfeljebb annyi kiilonb6zé 1-tipus van, ahany
kiilonb6z6 n + 1 tipus van () felett. Ezek szama viszont az 5.10 tétel miatt véges.
Tehéat a generatuma véges, mondjuk g; elemii. Most vegyiik észre, hogy ha a és
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@' egy palyan vannak Aut(A) szerint, akkor generatumuk izomorf: A-nak a-t b-be
vivé automorfizmusai izomorfizmusok a generdtumok kozott. Tehat ekkor g; = gar.
Ezek utan ™A véges sok palyajabol vegyiink 1-1 ay, ..., a,,_1 reprezentanst és legyen
f(n) = maz{ga, : © < m}. Vilagos, hogy ekkor n elem legfeljebb f(n) elemt részt
general. |

Feladatok. 1. Igazoljuk, hogy ha A és B Wy-kategorikus L-struktiurak, akkor di-
rektszorzatuk is Np-kategorikus.

2. Legyen L olyan nyelv, melyben nincsenek fiiggvényszimbolumok. Igazoljuk,
hogy ha A Ny-kategorikus L-struktira és B olyan megszamlalhat6 L-struktira, mely-
nek minden véges része bedgyazhatd A-ba, akkor az egész B bedgyazhato A-ba.
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6. Stabilitaselmélet

Az Ny-kategorikus elméletek 5.-dik fejezetben adott jellemzései utan természetes
kérdés, hogy mit mondhatunk a nagyobb szamossagokon kategorikus elméletekrdl.
A stabilitaselmélet e kérdés kapcséan, Morley és kés6bb Shelah, Hrushovski, Pillay,
Lascar, Zilber és Baldwin munkéissiga nyoman mara a matematikai logika szinte
onallo fejezetéveé valt.

E fejezetben egyik {6 célunk, hogy bebizonyitsuk Morley tételét: egy megszamlal-
hat6 nyelven adott 7" elmélet akkor és csak akkor N;-kategorikus, ha minden x > R,
szamossagra r-kategorikus. Az e tétel igazolasdhoz sziikséges apparatust aztan maés
modellelméleti és modellelméleten kiviili (elsGsorban testekkel kapcsolatos, algebrai)
problémak visgalatara is fel fogjuk hasznalni. A modellelméleti alkalmazasok koziil
kiemeljiik a kategorikus elméletek axiomatizalasara és modelljeik finomszerkezetére
vonatkozo, a 6.4 alfejezetben ismertetett eredményeket.

Vizsgalatainkat a stabilitas fogalmanak bevezetésével kezdjiik.

6.1. Stabil elméletek és alaptulajdonsagaik

Az 5.10 tétel szerint egy elmélet akkor és csak akkor Ng-kategorikus, ha véges
dimenzi6s Stone-terei mind végesek. Ez utobbi tulajdonsig ,yvégtelen megfelelsit”
irja le a kovetkezd definicio.

6.1. Definicié. Legyen T konzisztens elmélet és legyen X végtelen szdmossdg. Ekkor
o T \-stabil, ha minden A |= T-re és X € [A]}-ra |S{(X)] < );
o T stabil, ha van olyan végtelen \ szamossdg, melyre T \-stabil;
o T szuperstabil, ha van olyan p végtelen szdmossdg, hogy minden \ > p-re T
A-stabil;
e T instabil, ha nem stabil.

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy milyen tulajdonsagai vannak a stabil,
illetve instabil elméleteknek. Azzal kezdjiik, hogy megmutatjuk: a Stone-terek di-
menzidja nem lényeges.

6.2. Tétel. Legyen T egy elmélet, legyen )\ végtelen szamossdg €s leqgyen n € w,
n > 0. Ekkor a kovetkezd két dllitdas ekvivalens.

(1) Van olyan A =T és X € [A]* melyre |S2H(X)| > .

(2) Van olyan C =T ésY € [C]* melyre |SS(Y)| > \.

Bizonyitas. (2) = (1) igazolasa egyszerii: legyen A a C egy A'-szaturalt elemi
bévitése (ilyen van a 2.48, 2.53 és 2.44 (2) tételek miatt) és tegyiik fel, hogy (2)
igaz. Ekkor minden p € S{(Y) tipus .A-ban realizalhat6, mondjuk c, € A realizéilja
p-t. Legyen minden p € S¢(Y)-ra d, = (c,,...,c,) € "A és legyen q, = tp*(d,/Y).
Ekkor {g, : p € S{(Y)} C S¢(Y)-nak egy \-nal nagyobb szamossagi részhalmaza.
A forditott iranyu kdvetkeztetést n szerinti teljes indukciéval igazoljuk. Ha
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n = 1, akkor (1)-bdl (2) nyilvanvaloan kovetkezik az A = C és X = Y valasz-
tassal. tegyiik most fel, hogy adott n-re (1)-bél (2) kovetkezik és legyen X € [A]}
olyan, hogy |S:t;(X)| > \. Legyen megint C az A egy A\"-szaturélt elemi bovitése.
A 2.39 lemma miatt ekkor C-ben mindegyik p € S, (X) realizdlhat6, mondjuk p-t
a ¢, = (cp(0), ..., cp(n)) € "T1C sorozat realizalja. Mindegyik p € S, | (X)-re legyen

g =t ({¢(0), ... p(n — 1))/ X) € SH(X).

Haa @ = {g, : p € S, (X)} tipushalmaz legalabb \* szamossagu, akkor | SA(X)| >
A és ezért az indukcios feltevésiinket alkalmazva (2) kovetkezik. Ezért feltehetjiik,
hogy |Q] < \. Ekkor viszont a skatulya elv (és A" regularitdsa) miatt van olyan
p € S24 (X)), melyre a P = {r € S;X,(X) : ¢, = ¢} tipushalmaz legalabb \* sz4-
mossagi. Legyen Y = XU{c,(0),...,c,(n—1)}. Mivel X végtelen, |Y| = A. Figyeljiik
meg, hogy ha 7, s € P kiilonb6z6 tipusok, akkor ¢p¢(c.(n)/Y) # tp°(cs(n)/Y), hi-
szen ellenkezd esetben ¢, és ¢, X feletti tipusai megegyeznének, amibél az r = s
ellentmondés kovetkezne.

Ezek szerint viszont [{tp€(c.(n)/Y) : p € P}| = |P| > AT, azaz (2) teljesiil. B

Az eddig megismert, szimossagokkal paraméterezett fogalmaink (példaul x-uni-
verzalitas, er6s r-homogenités, k-szaturaltsag, stb.) annal erésebb kirovasokat posz-
tuldlnak, minél nagyobbak a benniik el6fordulé szamossagok. A stabilitas esetében
nem ez a helyzet. Hogy ezt igazoljuk, egy kis el6késziiletet kell tenniink.

Ebben a fejezetben sokszor lesz sziikségiink a (gydkeres) fa fogalméra. Mint is-
meretes, a fak a kormentes és Osszefliggd grafok; ha egy fa egy csicséat kitiintetjiik,
akkor gyokeres fat kapunk. Gyokeres fakban minden a csiicsbol pontosan egy (élis-
métlést nem tartalmazo) p(a) ut vezet a gyokérbe, a szomszédai koziil a p(a)-belit a
megel6zGjének, a tobbi szomszédot a rakovetkezinek nevezziik. A gyokérnek nincs
megel6z6je; egy csicsot levélnek neveziink, ha nincsenek rakovetkezsi. Fel fogjuk
tenni, hogy fainkban minden nem-levél csics rakévetkezGi egy rendszdm elemeivel
vannak indexelve (azaz ,fel vannak sorolva”: a rakovetkezdk kozott van elss, maso-
dik, ... ,a-adik...).

Legyen T egy gyokeres fa, ekkor 7" minden a csticsat egyértelmiien azonositja a
gyokérbdl a-ba vezetd p(a) ut. Egy ilyen utat ugy irhatunk le, hogy sorban meg-
adjuk, hogy az 1t adott csicsanak hanyadik rakovetkezdje lesz ismét az ton (azaz
megadjuk, hogy utunk soran egy adott pontbdl ,merre kell fordulni” a kdvetkezd
csucs eléréséhez). Ha az a cstcs a (-adik szinten van, akkor az el6bbi atmegadas
azt jelenti, hogy megadunk egy [(-n értelmezett, rendszamértéki f fiiggvényt: ha
a € (3 akkor f(«) azt adja meg, hogy p(a) (gyokértsl szamitott) a-adik csicsanak
f(a)-adik rakovetkezdje lesz p(a) o+ 1-edik csiicsa. Ezért egy (gyokeres) fa csiicsait
azonosithatjuk bizonyos rendszamértékii fiiggvényekkel. Példaul <2 = U,c,"2 ele-
mei egy olyan fa csucsai(val azonosithatok), melyben minden csiicsnak pontosan 2
rakovetkezGje van, és a faban nincsenek levelek (a fa w magas).
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6.3. Tétel. Legyen A egy L-struktira, X > |Form(L)| végtelen szdmossdg és legyen
X € [A]=*. Ekkor

1) Ha N, C S (X)-re [N, | > X akkor van olyan v € Form(Lx) formula,
( © 1 ®
melyre | Nyap|, | Noa—p| > A

(2) Ha |S{(X)| > A akkor van olyan Y € [X]|=, melyre | S (Y)| = 2%.

(8) Ha T egy No-stabil elmélet, akkor T minden végtelen \-ra \-stabil.

Bizonyitas. (1) igazolasahoz tegyiik fel, hogy |N,| > A és gytijtsiik Ossze azokat a
formulékat, melyek A-nél tobb N,-beli tipusnak elemei, azaz legyen

F={y e Form(Lx):|{p€ N, :¢ €p}| >}

Legyen most M C N, az olyan tipusok halmaza, melyekben csak F-beli formulak
vannak: M = {p € N, : p C F'}. Vegyiik észre, hogy ha egy p tipus nincs M -ben,
annak ,van egy oka™ van p-ben egy F-en kiviili ¢/ formula. Ez a v legfeljebb A
darab masik tipusban lehet, ezért 1-1 formula legfeljebb A\ darab tipust zarhat ki
M-bél. Mivel az Lx nyelven legfeljebb A kiilonb6z6 formula van, (és mint lattuk,
az F-en kiviili formulak egyenként legfeljebb \ darab kiilénb6z6 tipusban vannak
benne) ezért |M| > A is teljesiil. Specialian: M-ben van legalabb kett6 kiilonbozs
elem, mondjuk p és ¢q. Legyen ¢ € p — q tetszéleges. Ekkor ¢, ) € F miatt
| Noaw |, [INoa—y| > A, ahogyan allitottuk.

(2) igazolasahoz a T = <“2 fa agait fogjuk formulakkal szinezni, az s € <¥2
csucs szine a ¢, formula lesz. A szinezésre teljesiilni fog, hogy minden s € <“2-re és
a € {0,1}-re

(@) [Ng| > A,
b))  AEpsa= 0s
() Ng,~o N Np~, = 0.

Legyen ¢y =,,v = v’. Ekkor N,_, = S{Y(X) miatt (a) teljesiil. Tegyiik most
fel, hogy n € w és minden, n-nél révidebb s € <"2 sorozatra teljesiil (a) — (c).
Legyen s € "12. Ekkor (1)-et N, -re alkalmazva adédik, hogy van olyan ¢ formula,
melyre [Ny ayl, [Np,a-p| > A. Legyen ¢o—¢ = @3 A és po~1 = @3 A —1p. Vilagos,
hogy igy (a) — (¢) érvényben marad. Ezzel az egész T szinezését megadtuk.

T-nek csak |Upe, "2| < X,e,2" = Vg csiicsa van, a csucsokhoz tartozo formulak-
ban kiilon-kiilon X-nek mindig csak véges sok eleme fordul el6, ezért a T" csicsaihoz
tartozo formulakban Osszesen csak megszamlilhato sok X-beli paraméter fordul eld,
legyen e paraméterek halmaza Y. Legyen minden f € “2-re py = {@g, : n € w}.
Minden f € “2-re p; végesen realizalhaté formulahalmaz: p; egy véges részében
van olyan formula, melybdl (b) szerint a tobbi kiovetkezik, és (a) szerint még ez az
utolso formula is (sokféleképpen) kiterjeszthets egy tipussé, specialisan realizalhato
is. Tehat mindegyik p; kiterjeszthets egy Y feletti ¢, tipussa. Végiil, ha f # g € “2,
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akkor van olyan n € w, melyre f(n) # g(n), és ezért f|(n+ 1) # g|(n + 1), azaz
pr # p,. Emiatt |{g; : f € “2}| = |“2] = 2%. Tehat |S{{(Y)| > 2%, Mivel meg-
szamlalhato halmazok felett legfeljebb kontinuum sok tipus van, ezért (2) valoban
teljesiil.

Végiil (3) igazolasahoz tegyiik fel, hogy T" valamilyen végtelen A-ra nem A-stabil;
meg kell mutatnunk, hogy ekkor 7" nem Ny-stabil. Mivel 7" nem A-stabil, ezért van
olyan A |= T és X € [A]}, melyre |S{*(X)| > . Ezért (2) miatt van olyan Y € [X]®,
melyre |S{(Y)| = 2% > N, azaz T valoban nem Ny-stabil. |

A 6.3 tétel és a 6.1 definici6 alapjan nyilvanvald, hogy minden Ny-stabil elmélet
szuperstabil és minden szuperstabil elmélet stabil. Most megmutatjuk, hogy ezek a
kovetkeztetések nem fordithatok meg. Ehhez hasznos lesz kiilon meggondolni, hogy
,az automorfizmusok megérzik a tipusokat”. Ezt az alabbi egyszert &llitas teszi
precizzé, melyet egyébként korabban is hasznaltunk mér.

6.4. Lemma. Legyen A egy struktira, legyen X C A és legyenn € w. Haa,be"A
olyan sorozatok, melyekhez A-nak van olyan X -et pontonként fizen hagyd automor-
fizmusa mely a-t b-re képezi, akkor tp*(a/X) = tp*(b/X).

Bizonyitas. Legyen f a szobanforg6 automorfizmus. Ekkor tetszéleges ¢ formulara
és X-beli ¢ konstanssorozatra

p(v,¢) € tp'(a/X) & A= pla,d 8 Ak ¢[f(a), f(@)] &

Al d © () € tph(b/X).

6.5. Tétel.
(0) Van olyan elmélet, mely Ny-stabil.

(1) Van olyan elmélet, mely szuperstabil, de nem Rg-stabil.

(2)

(3)

Van olyan elmélet, mely stabil, de nem szuperstabil.
Van olyan elmélet, mely nem stabil.

Bizonyitas. (0)-ra talan a legegyszeriibb példa az iires nyelv feletti elmélet (ebben
a nyelvben csak az ,=" relacioszimbolum szerepel). Ha A egy modellje ennek az
elméletnek, és X € [A]™, akkor minden a,b € A — X-hez van A-nak egy X-t pon-
tonként fixen hagyo és a-t b-re képezs automorfizmusa, ezért a 6.4 lemma miatt a és
b X feletti tipusa azonos. Emiatt |S74(X)| = | X |+ 1 = Xy, azaz elméletiink valoban
No-stabil.

Erdekesebb és fontosabb a (rogzitett karakterisztikaji) algebrailag zart testek
elmélete: ezek is mind Nyp-stabilak. Legyen ugyanis A egy algebrailag zart test és
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legyen X € [A]. Legyen B az X altal generélt résztest A-ban. B is megszam-
lalhato, és B felett legalabb annyi tipus van, mint X felett, ezért elég megmutatni,
hogy S{(B) megszamlalhato. Legyen a € A tetsz6leges elem. Ha a algebrai B felett,
akkor B felett van egy minimalpolinomja, mely azonosithaté B-beli egyiitthatéinak
véges sorozataval. Tovabba, mivel minden elem gyoke a miniméalpolinomjanak, az
algebra alaptétele miatt csak véges sok elemnek lesz ugyanaz a miniméalpolinomja
B felett. Ezért B felett algebrai elembdl csak megszamlalhat6 sok lehet. Legyen
most b € A egy masik elem, ha a és b is transzcendens B felett, akkor (a transz-
cendens testbdvitések unicitasa és A algebrai zartsaga miatt) A-nak van olyan B-t
elemenként fixen hagy6 automorfizmusa, mely a-t b-be viszi. Tehéat a 6.4 lemma
miatt a B felett transzcendens elemek tipusai mind azonosak. Ezért B felett legfel-
jebb 1-el t&bb kiilonb6z6 tipus lehet, mint ahany algebrai elem van B felett. Vagyis
SA(B) valéban megszamlalhato.

(1) igazolasahoz valasszunk egy olyan nyelvet, amiben minden n € w-ra van egy
1-valtozos R, relacioszimbolum, és T alljon az 6sszes Jv(R; (v) A ... A R;,_ (v) A
—Rj,(v) A ... A=Rj, _(v)) alaki formuldkbol, melyekben az R-ekben felléps osszes
index paronként kiilonbo6z6. Fz az elmélet nem Ny-stabil, mert tetszéleges S C w-ra
aps = {Ri(v) -1 € S}U{-Rj(v) : j ¢ S} formulahalmaz végesen realizalhato,
ezért mindegyikiik kiterjeszthet6 egy iireshalmaz feletti tipussa. Ezek a tipusok
w kiilonb6z6 részhalmazaira kiilonbo6z6k lesznek. Ezért T minden modelljében az
iireshalmaz felett (és igy a megszdmlalhato részhalmazok felett méginkabb) 2% tipus
van.
Ugyanakkor, ha A > 2% akkor T’ \-stabil. Legyen ugyanis A = T egy struktira
és legyen X € [A]* tetszdleges. Nevezziik az a,b € A — X elemeket ekvivalenseknek,
ha pontosan ugyanazokban az Rj' relacioknak elemei. X-n kiviil csak 2% ekvi-
valenciaosztaly van. Most megmutatjuk, hogy ekvivalens elemek X feletti tipusai
azonosak. Legyen tehat a,b € A — X két ekvivalens elem, és legyen f : A — A
az a fiiggvény, mely a-t és b-t felcseréli, minden méas elemet fixen hagy. Ekkor f
az A egy automorfizmusa, mely identikus X-n, ezért a 6.4 lemma miatt a és b X
feletti tipusai valoban azonosak. Persze X felett X elemeinek paronként kiilénb6zé
a tipusa. Ez azt jelenti, hogy |S7*(X)| < 2% + | X| = ), azaz T valéban \-stabil.

(2) Igazolasdhoz olyan nyelvet valasztunk, melyben minden n € w-ra E, egy
2-valtozos relacioszimbolum. T' alljon a kdvetkezs (végtelen sok) formuldkbdl: min-
den n € w-ra F, egy olyan ekvivalencia relacio, melynek végtelen sok ekvivalencia-
osztalya van és mindegyik ekvivalenciaosztaly végtelen, tovabba minden n € w-ra
E,, mindegyik ekvivalenciaosztalya FE, ; végtelen sok osztalyanak unidja. Vilagos,
hogy ez az elmélet konzisztens; megmutatjuk, hogy T akkor és csak akkor A-stabil,
ha A = \. A szamossigaritmetika elemi tételei szerint ebbél (2) mar kovetkezik.

Legyen A rogzitett végtelen szamossig. Elgszor megadjuk T egy olyan A4 mo-
delljét és ennek egy X € [A]* részhalmazat, melyre |S{'(X)| > AN, Legyen A olyan
modellje T-nek, melyben mindegyik F,-nek legalabb A\ darab ekvivalenciaosztalya
van és minden ilyen osztaly kiilon-kiilén F, ., legalabb A darab osztalydnak unidja
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(ilyen A is nyilvanvaloan van, példaul T egy tetszéleges modelljének egy A\ -regularis
ultrasziirG szerinti ultrahatvanya a 2.29 tétel miatt megfelelg). Most kiszinezziik a
<“)\ fat A elemeivel. Legyen ay € A tetszbleges, és ha valamilyen s € "\-ra a,
mar definialt, akkor vegyiink fel A\ darab elemet (legyenek ezek {b, : a < A}) az
E,, as-t tartalmazo ekvivalenciaosztalyaban tgy, hogy ezek a b,-k E,1-nek paron-
ként kiilonb6z6 ekvivalenciaosztilydba essenek. Ezek utdn minden o € A-ra legyen
as—~q = by Legyen X = {as:s € <“A}. Ekkor | X| = |[WA] = Z,e, A" = A - Ny = A,
ezért elég megmutatni, hogy A-ban X felett legalabb A™ kiilonb6z6 tipus van. Min-
den f € “)-ra legyen py = {E,(v,as4) : n € w}. Vilagos, hogy kiilonb6z6 f-ekre a
ps-ek is kiilonbozdk lesznek, és hogy py minden véges része konzisztens: ugyanis p
minden véges r részében van egy legnagyobb n € w melyre még E, (v, as,) benne
van r-ben, ekkor ay), realizalja r-t. Ezért a 2.4 tétel miatt mindegyik p; kiterjeszt-
hets egy X feletti g tipussa, és az el6zdek miatt |{q; : f € “A}| = A vagyis
|SA(X)| > A, ahogy allitottuk.

Most azt mutatjuk meg, hogy ha A = T és X € [A]* tetsz6legesek, akkor
|S{4(X)| < AY. Ehhez elég megmutatni, hogy A-nak van olyan B elemi bévitése,
melyben S{'(X) minden eleme realizdlhato és az X-et elemenként fixen hagyo auto-
morfizmusok csoportjanak legfeljebb A\™ paly4ja van, mert ekkor a 6.4 lemma miatt
X felett B-ben (és igy persze A-ban is) legfeljebb A™ tipus van. A-t egy A*-szaturalt
elemi bévitésére cserélve feltehetjiik, hogy A-ban S7(X) minden eleme realizilhaté.
Legyen x > |A| szamossag; ekkor teljesiil, hogy minden n € w-ra FE,-nek k-nal
kevesebb ekvivalenciaosztalya van és mindegyik ekvivalenciaosztily FE, ., x-nal ke-
vesebb osztalyanak unidja. Legyen F egy k-reguléris és nem N;-teljes ultrasziird
k-1 (ilyen van a 2.21 tétel miatt) és legyen B az A F szerinti ultrahatvanya. Szokas
szerint, azonositsuk A elemeit a diagonalis bedgyazasnak megfelel B-beli képeikkel.
A 2.29 tétel szerint ekkor |B| = |A|* és 25 < |A|® < 2M4l% = 2% miatt |B| = 2.
Hasonloan adodik, hogy ha H C A egy reprezentansrendszer E:‘-ban, akkor H ult-
rahatvanya reprezentansrendszer lesz E5-ben, és (H ultrahatvanyat U-val jellve)
\U| = |H|® < 2" = 2% tovabba 2% < |H|" ezért |U| = 2%, vagyis minden n € w-ra
EB_nek pontosan 2% darab ekvivalenciaosztélya van, és teljesen hasonloan adédik,
hogy ezek az osztalyok F,.; pontosan 2" darab osztalyanak uniéi. SGt, ugyanigy
adodik a kovetkezs is. Mivel F nem Ni-teljes, vannak olyan I D Iy D [ D ... € F
halmazok, melyekre N,,c,, [, = () ezért minden o € k-ra van egy legnagyobb n(a) € w
melyre még o € I,(,) teljesiil. Legyen minden n € w-ra G, az L, egyik ekvivalen-
ciaosztalya, ekkor

(*) ‘HQEHGH(Q)/.'F‘ = 2",

Legyen most X € [A]* és legyen minden n € w-ra X, C X egy olyan maximalis
részhalmaz X-ben, melynek elemei pdronként nem ekvivalensek F,, szerint. Vil4gos,
hogy minden n € w-ra |X,,| < |X| = A. Az a,b € B — X elempar legyen ~ rela-
cibban, ha minden n € w-ra a és b E,, szerint vagy ugyanazzal az X, -beli elemmel
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ekvivalens, vagy X,, egyik elemével sem ekvivalens. Ekkor a ~-ekvivalenciaosztalyok
széma: (|X,|+1)¥ < A, Most megmutatjuk, hogy ha a,b € B — X és a ~ b akkor
B-nek van olyan f automorfizmusa, mely X elemeit pontonként fixen hagyja és a-t
b-re képezi. Legyen f, az a fiiggvény, mely X U {a, b}-n van értelmezve, X-n iden-
tikus és a-t b-re, b-t a-ra képezi. Mivel a ~ b, ezért f, egy izomorfizmus értelmezési
tartomanya és értékkészlete kozott. Most transzfinit rekurzidval kiterjesztjiik fo-t B
egy automorfizmusava. Soroljuk fel B — dom(fy)-t: B— X —{a,b} = {by : @ < 25}
és tegyiik fel, hogy 1 < k és minden v < p-re f,-t mar definiadltuk ugy, hogy minden
0 < v < u-re teljesiilnek az alabbiak:

(1) fo & for

(ii) dom(f,),range(f,) 2 X U{a,b} U{b, : a < v},

(iif) [dom(f,)] <A+ v/,

(iv) f, egy izomorfizmus értelmezési tartomanya és értékkészlete kozott.

Vilagos, hogy (i) — (iv) teljesiil fo-ra. Ha p limeszrendszam, akkor legyen f, =
Uy<pufv, ekkor (i) — (iv) nyilvan érvényben marad.
Ha p réakovetkezs, mondjuk, u = v + 1, akkor tekintsiik b,-t. Legyen

V={necw: (3eecdom(f,))AE E.(b,,e)}.

Ha V korlatos, és n a legnagyobb eleme, akkor legyen e € dom( f,) egy olyan elem,
mely FE, szerint ekvivalens b,-vel. Mivel az f,(e)/E, ekvivalenciaosztaly E, 3 27
darab osztalyanak uni6ja, F,1-nek van olyan o osztalya, mely diszjunkt range(f,)-
t6l és melyre o C f,(e)/E,. Legyen ¢ € o tetszéleges, és legyen f/ f,-nek az a
kiterjesztése, mely b,-t c-re képezi.

Ha V nem korlatos, akkor minden n € w-ra legyen e, € dom(f,) egy FE, szerint
b,-vel ekvivalens elem, és minden n € w-ra legyen G,, = f,(e,)/E,. Ekkor (x) és
(iii) miatt van olyan ¢ € B —range(f,), mely minden n € w-ra E,, szerint ekvivalens
fu(en)-el. Legyen f/ az a kiterjesztése f,-nek, mely b,-t c-re képezi.

Mindkét esetben f’-re teljesiil (i), (iii) és (iv). Az el6z8 két bekezdésben leirtak
szerint terjessziik ki f/ inverzét gy, hogy a kiterjesztés értékkészletében is benne
legyen b,; ez az Gjabb kiterjesztés legyen f,. Végiil fo« lesz a keresett automorfiz-
mus.

Tehét a 6.4 lemma szerint B — X-ben a ~-ekvivalens elemek tipusai azonosak.
Ezek szerint |S{H(X)| = [SE(X)| < |X|+ |(B — X)/ ~ | < X+ A¥ = o ahogy
allitottuk.

Végiil (3) bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy az 5.3 tétel szerint a véletlen grafok
Tr elmélete instabil. |

Nem Ny-stabil elméletekre természetesen adodik még egy példa. Legyen R a valos
szamok halmaza, Q pedig a racionélis szamok halmaza. Legyen A = (R, <), ahol
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a rendezés a szokasos modon van értelmezve. Ekkor A-ban az irracionalis szamok
Q feletti tipusai paronként kiilonbozni fognak, hiszen péaronként eltéré Dedekind-
szeletekhez tartoznak.

Kicsit alaposabban megvizsgalva a helyzetet, 1atjuk, hogy .A-ban van egy olyan
{a; : 1 € w} részhalmaz (ez most éppen w) és egy olyan (v, w) formula (ez most
(v, w) = v < w), melyre teljesiil, hogy A = pla;, a;] &S i<,

Kovetkez6 célunk igazolni, hogy instabil elméletek esetében ez nem is lehet méas-
képp. Meg fogjuk mutatni, hogy instabil elméleteknek mindig van olyan modellje,
amiben van egy végtelen {a; : i € w} elemhalmaz, amiket egy ¢ formula indexeiknek
megfelelen rendez. Ez az eredmény az instabil elméletek egy olyan jellemzését adja,
mely nem hivatkozik a Stone-terek méreteire, hanem lényegében a nyelv szintjén ga-
rantal egyetlen okot, mely felelGs a szobanforgd elmélet instabilitasaért”.

6.6. Definicid. Legyen T egy teljes elmélet és legyen p(v,w) egy T nyelvén adott
formula. Azt mondjuk, hogy p(v,w) a T egy rendezdformuldja, ha minden n € w-ra
teljestil, hogy

T ): 352’0...E|fn,1(/\i<j<n()0<ii, Si’j) A /\i{j<n_‘90(3_7i7jj>)-

6.7. Definicié. Legyen az A = (P, <) struktira egy rendezett halmaz. A Q C P
részhalmazt P-ben sdrinek nevezziik, ha minden a <* ¢ € A-hoz van b € P, melyre
a <A b <A ¢ teljesiil.

6.8. Lemma. Ha \ végtelen szdmossdg, akkor van olyan A = (P,Q, <) struktira,
hogy (P, <) egy rendezett halmaz, |P| > X\, Q C P, |Q| < X és Q sirid P-ben.

Bizonyitas. A valos szamok és racionéalis szamok viszonyat fogjuk utanozni. Legyen
1 az a legkisebb szdmossag, melyre 2# > \. Ilyen p van, s6t u < A. Legyen

R={se"2:(Ja< u)(Vf > a)s(a) =1} és legyen
Q={se"2: (Fa<p) (V8> a)s(a) =0}.

Ekkor, mivel o < p esetén 2% < A, |Q| = |R| = Eo0<;2® < - XA = A Legyen
P =#2— R, ekkor |P| > A. Legyen < a P lexikografikus rendezése. Megmutatjuk,
hogy az A = (P, Q, <) struktura eleget tesz az allitdsunknak. Csak az szorul indok-
lasra, hogy @) stirii P-ben. Ennek igazoldsadhoz tegyiik fel, hogy a < ¢ € P. Legyen
a € p az a legkisebb index, ahol a és ¢ elGszor eltér. Ekkor a(a) = 0,¢(a) = 1
és minden § < a-ra a(f) = ¢(B). Mivel @ € P, van olyan o < v < pu, melyre
a(vy) = 0. Legyen most b € P az az elem, melyre teljesiil, hogy minden 3 < ~-ra
b(B) = a(f), b(y) = 1 és minden v < # < p-re b(3) = 0. Ekkor vilagos, hogy a < b
és b(a) = a(a) =0, c(a) = 1 miatt b < ¢ is teljesiil. |
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Most ratérhetiink az instabil elméletek jellemzésére. A jellemzés elsé lépéseként
igazoljuk, hogy ha egy elméletnek van rendez6formuléja, akkor az elmélet nem lehet
stabil.

6.9. Tétel. Legyen T teljes és konzisztens elmélet. Ha T-nek van rendezdformuldja
akkor T egyetlen végtelen \-ra sem A-stabil.

Bizonyitas. Legyen ¢(v,w) a T egy rendezéformuldja, és legyen A\ végtelen sza-
mossdg. Azt kell megmutatnunk, hogy van olyan B = T és X € [B] melyre
|SB(X)| > A. Legyen A = (P,Q,<) a 6.8 lemma &llitdsdban szerepld struktiira,
és minden a € P-hez vegyiink fel egy 1j ¢, konstansszimbolumot. (Precizebben azt
kéne irni, hogy c, egy v hosszu konstansszimbdélum-sorozat, a jeldlések egyszertisitése
érdekében feltessziik, hogy v hossza 1. Ez az egyszertisités nem megy az altaldnossig
rovaséara.) Tekintsiik a kovetkezd 1" elméletet:

T =T U{p(ca, ) : a,b € Pya < b} U{=p(ca,cp) :a,b € P,a £ b}

Mivel ¢ rendezéformulaja T-nek, 7" minden véges részhalmaza konzisztens. Emiatt
a 2.22 kompaktsagi tétel miatt van T'-nek egy B modellje. Legyen X = {5 : a € Q},
ekkor |X| = A és minden a < ¢ € P-re tpP(cB/X) # tpP(cB/X), hiszen Q siirii P-
ben, ezért van olyan b € Q, melyre a < b < c és igy ¢(v,b) € tpB(cB/X) de
p(v,0) & tpB(cf/X). I

Célunk, hogy igazoljuk az el6z6 tétel megforditdsat is: ha egy elmélet insta-
bil, annak az az oka, hogy az elméletnek van rendez&formuldja. Ehhez fel fogjuk
hasznalni a kovetkez6 énmagéban is érdekes, és nagyon fontos tételt.

6.10. Tétel. Legyen T olyan teljes és konzisztens elmélet, melynek nincs rendezd-
formuldja, tegyik fel, hogy A = T,X C A és R C ™A olyan reldcid, mely A-beli
paraméterekkel definidlhaté. Ekkor van olyan X -beli paraméterekkel definidlhato R’/
reldcio, melyre " X "R="XNR'.

E tétel bizonyitasit a fejezet végére halasztjuk. Figyeljiik meg, hogy nem tettiik
fel, hogy X definialhat6 halmaz és azt sem tettiik fel, hogy az R-t defini&lé formula
paraméterei X-ben lennének. Ennek ellenére, az el6bbi tétel szerint, egy definidlhato
R relacio X-beli nyoméat X-beli paraméterekkel is tudjuk definialni, ha 7T-ben nincs
rendez&formula.

Feladat. Igazoljuk, hogy a véletlen grafok elméletének minden N;-szaturalt A

modelljében és minden X € [A]™ részhalmazhoz van olyan A-beli paraméterekkel
definidlhato relacio, melynek X-beli nyoma X-beli paraméterekkel nem definidlhato.
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6.11. Definici6. Legyen A egy L-struktira, X,Y C A, n € w és legyen p € S2(X).
Azt mondjuk, hogy p egqy Y felett definidlhatd tipus, ha L minden o(v,w) for-
muldjdhoz van olyan dp(w) € Form(Ly) formula, hogy minden a € X -re teljesil a

pv,a)ep & A 0dpld]

osszefliggés. A o — Op megfeleltetést p eqy Y feletti definidlo sémdjinak nevez-

Ezek szerint, ha p definialhato tipus, akkor ¢(v,a) pontosan akkor van p-ben, ha
a-ra teljesiil egy (paraméteres) elsérendd formula, (ahol a paraméterek csak @-t6l
fiiggnek, tovabbi paraméterektsl méar nem); ezt a formulat jeloltiik Op-vel.

6.12. Tétel. Legyen T olyan elmélet, melynek nincs rendezdformuldja, tegyiik fel,
hogy A =T, X C A. Ekkor minden p € S: (X)) tipus X felett definidlhato.

Bizonyitas. Legyen B egy |A|-szaturalt elemi bévitése A-nak (ilyen B van a 2.43 és
2.44 tételek miatt). B-ben van tehét egy b € B sorozat, mely realizilja p-t. Jeldljiik
A nyelvét L-el. A 6.10 tétel szerint minden ¢(v,w) € Form(L) formuldhoz van egy
csak X-beli paramétereket tartalmazé masik ¢(w) formula, hogy (b, w) és ¢(w)
X-beli nyoma azonos. Minden @-re legyen dp(w) = ¢(w). Ekkor minden a € X-re

pma)ep & BEeba <« BEodpa < AEodp(a)

azaz a p — Oy megfeleltetés p egy X feletti definidlo séméja. |

6.13. Tétel. Legyen T konzisztens elmélet az L nyelven. Ekkor a kévetkezd dllitdsok
ekvivalensek.

(1) T-nek nincs rendezdformuldja.

(2) T minden modelljének minden részhalmaza felett minden tipus definidlhatd.
(3) Ha \ = MFormDl wégtelen szdmossdg, akkor T \-stabil.
(4) T stabil.
Bizonyitas. A 6.12 tétel szerint (1)-bol kovetkezik (2). Tegyiik most fel (2)-t és
legyen \ olyan szamossag, melyre A = AForml teljesiil. Azt kell megmutatnunk,
hogy ha A |=T és X € [A]* akkor |S{'(X)| < ). Legyen tehat A és X ilyen. Ekkor
(2) szerint minden p tipusnak van X feletti definialo sémaja. Ezért |S7*(X)| legfel-
jebb akkora, amennyi X feletti definidlo séma van. Egy-egy ilyen definial6 séma egy
Form(L)-en értelmezett és Form(Lx)-be képezd fiiggvény, ezért e definidlo sémak
szamossaga legfeljebb |For™L) Form(Ly)| = AlForm@l = ),

Tegyiik most fel, hogy (3) igaz; (4)-hez azt kell megmutatni, hogy van olyan
A melyre T A-stabil, azaz, hogy van olyan A, mely eleget tesz (3) feltételeinek.
Legyen & tetszbleges végtelen szamossag és legyen A = k7oLl Ekkor AlForm(L)l —
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H|Fo7"m(L)|2 — H\Form(L)| =\
Végiil a 6.9 tétel (kontraponéaltja) szerint (4)-b6l kovetkezik (1). |

Fontossidga miatt kiilon is kiemeljiik, hogy ezek szerint stabil elméletek modelljei-
ben minden tipus definialhato és ha egy elmélet stabil, akkor minden A = AlForm(L)
alaki szamossagra A-stabil.

Most ratériink a 6.10 tétel igazoladsara. Ehhez sziikségiink lesz arra, hogy meg-
vizsgéljuk: stabil elméletek modelljeiben a rendezéseken kiviil ,mennyire interpretal-
hat6” néhany tovabbi kombinatorikus struktira.

6.14. Definici6é. Legyen T egy elmélet, p(v,w) egy formula a T nyelvén és legyen
n € w. Azt mondjuk, hogy ¢ (T-beli) kettds indexe legaldbbn (jelolés: KI1(p(v,w)) >
n), ha T-nek van olyan A modellje, melyben vannak ay, ..., @p_1, b0, ..., by_1 € A ele-
mek, hogy minden i, j € n-re teljesil a kovetkezd:

Ha van olyan n € w melyre KI(p) > n de KI(p) 2 n+ 1, akkor azt mondjuk,
hogy ¢ kettds indexe pontosan n; ha ilyen n nincs, akkor ¢ kettds indexe végtelen.

6.15. Tétel. Legyen T teljes és konzisztens elmélet az L nyelven. Ekkor az aldbbi
két dllitds ekvivalens.

(1) T-nek van rendezdéformuldja.

(2) Van olyan L-formula, melynek végtelen a T-beli kettds indeze.

Bizonyitas. Elgszor tegyiik fel (1)-et, és legyen ¢ T egy rendezéformulaja. A 2.22
kompaktsagi tétel szerint ekkor van olyan A |= T struktira és ennek van olyan
{ai,i € w} C A részhalmaza, hogy A = ¢la;,a;] akkor és csak akkor teljesiil, ha
i < j. Minden i € w-ra legyen b; = ¢, = a;. Ekkor

AE glbi, &) & AEglasan] ei<j+1ei <],
tehat a {b;, ¢ : i € w,i > 0} halmaz tantsitja, hogy KI(yp) végtelen.

Forditva, tegyiik most fel, hogy KI(¢(v,w)) végtelen. Ismét a 2.22 kompakt-
sagi tétel miatt T-nek van olyan A modellje, melyben van egy {b;,¢; :i € w} C A
halmaz, hogy A = ¢[b;, ¢;] < i < j teljesiil. Minden i € w-ra legyen a; = b; ¢; és
legyen ¢(vv', ww') = —p(w,v’). Ekkor

AE ¢lai,a5] & A ~plb, el & j £isi<].

Tehat ¢ rendezéformulédja T-nek. |
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A tovabbiakban sziikségiink lesz a (gyokeres) fak néhany kombinatorikus tulaj-
donsagara. Legyen & < n < w. Ekkor az f : ¥2 — "2 fiiggvényt fahomomorfiz-
musnak nevezziik, ha ,utat tba visz’, azaz ha 0,7 € =¥2 akkor a o C 7 feltétel
ekvivalens f(o) C f(n)-val. Ez a feltétel tehat azt jelenti, hogy a o cstcs pontosan
akkor van rajta az n-bol a gyokérbe vezetd uton, ha f(o) rajta van az f(n)-bol a
gyokérbe vezets titon. Azt mondjuk, hogy a H C <"2 halmaz egy k magassagi tel-
jes részfa <"2-ben, ha van olyan injektiv f : =2 — <"2 fahomomorfizmus, melynek
értékkészlete pontosan a H halmaz.

6.16. Lemma. Szinezziik pirossal és kékkel az n+k szintd T = <"*k2 teljes bindris
fa csicsait. Ekkor vagy van n szintid teljes piros részfa T-ben, vagy van k szintd
teljes kék részfa T-ben.

Bizonyitas. Teljes indukciot alkalmazunk n + k-ra. Az n + k = 1 eset trivia-
lis. Tegyiik most fel, hogy n + k szinti fakra igazoltuk mér az &llitast és legyen
T = <nth+12 egy teljes binaris fa, melynek két szinnel szineztiik a cstcsait. Tegyiik
még fel, hogy T" gydkere piros (ha kék lenne, analég modon lehetne érvelni). Legyen
Ty a T-nek a gyokeértdl balra levs csiicsaibol 4116 részfaja, T pedig a gyokértdl jobbra
levé csticsokbol allo részfa. Tehat Ti és 11 n + k szinti fak. Ha Tj-ban vagy T1-ben
van teljes k szinti kék részfa, akkor készen vagyunk: ez a részfa T-ben is megfeleld.
Ha ilyen kék részfa sem Ty-ban, sem Tj-ben nincs, akkor az indukcios feltevés szerint
Ty-ban és Ti-ben is van teljes n szintii piros részfa. Ezek a piros részfak T piros gyo-
kerével egyiitt T-ben egy teljes n 4 1 szint{ piros részfat alkotnak. |

Az alabbiakban binaris fak elemeit fogjuk bizonyos struktirdk elemeivel, elem-
sorozataival szinezni. Ha A egy struktura, n € ="2 a ="2 fa egy csucsa, akkor a,
fogja jelolni e csics szinét. Figyeljiik meg, hogy itt az indexeknek van egy érdekes
struktardjuk, de kilonb6z6 n, o € <"2-re a,, a, ugyanolyan hosszt sorozatok.

6.17. Definicid. Legyen T egy elmélet, p(v,w) egy formula a T nyelvén és legyen
n € w. Azt mondjuk, hogy ¢ (T-beli) dgindexe legaldbb n (jelolés: BI(p(v,w)) > n),
ha T-nek van olyan A modellje, melyben vannak {c, : n € <"2},{b, :n € "2} C A
elemek, hogy minden n € "2-re és i € n-re teljesil a kovetkezd:

AE gl by < ni)=1.
Az iménti feltételnek eleget tevd (c,,b, : 1 € <"2,0 € "2) szinezett fdt ¢ egy n-
fdjdnak nevezziik. Ha van olyan n € w melyre BI(p) > n de BI(p) #? n + 1,

akkor azt mondjuk, hogy p dgindexe pontosan n; ha ilyen n nincs, akkor ¢ dgindeze
végtelen.

Ezek szerint BI(p) > n pontosan azt jelenti, hogy ¢-nek T egy alkalmas modell-
jében van n-faja. Legyen V a ¢ egy n-faja az A struktiridban, legyen ennek a fanak
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n egy nem-levél csicsa, és legyen o egy levél. Ekkor az el6z6 definicié értelmében
A E ¢lé,, b,] akkor és csak akkor ll fenn, ha az 7 csticsbol jobbra (azaz az ,17
iranyba) kell kanyarodni ahhoz, hogy a o levélhez jussunk.

Most vegyiik észre a kovetkez6t. Legyen V' a ¢ egy n-faja, legyen H egy olyan
teljes k — 1 szinti részfa V-ben, mely V' egyetlen levelét sem tartalmazza. Ha most
H minden levele alatt jobbra és balra tetsz6legesen kivalasztjuk V 2-2 levelét, és
ezekkel kibovitjiik H-t, akkor ez a kib&vités ¢ egy k-faja lesz.

Legyen T teljes és konzisztens elmélet az L nyelven. Ekkor a BI(p) > n allités
kifejezheté az L nyelven: van olyan ¢ formula, mely akkor és csak akkor kovet-
kezménye T-nek (vagy, ami T teljessége miatt ugyanaz: akkor és csak akkor eleme
T-nek), ha BI(p) > n. Raadasul ¢-ben nincsenek szabadon el6fordulo valtozok.

Feladat. Legyen T teljes és konzisztens elmélet és legyen R kétvaltozos relécio-
szimbolum. Adjunk meg egy formulat, mely akkor és csak akkor igaz 7" minden
modelljében (azaz akkor és csak akkor kovetkezménye T-nek), ha BI(R(v,w)) > 2.

6.18. Tétel. Legyen T teljes és konzisztens elmélet. Ha egy ¢ formuldra Bl(p) >
22 — 1 akkor KI(p) > n. Specidlisan: ha minden formuldnak véges a T-beli kettds
indexe, akkor minden formuldnak véges a T-beli dgindeze.

Bizonyitas. Mivel BI(p) > 2""2 — 1, van olyan A = T, melynek elemeit (elemso-
rozatait) hasznélva el6 tudjuk 4llitani p-nek egy 2" — 1-fajat, legyen ez V. Fontos
lesz megkiilonboztetni V' leveleit és nem-leveleit. Ezért bevezetjiik a kovetkez§ kon-
vencidt. Ha o nem levél V-ben, akkor o szinét c, jeldli, ha n levél V-ben, akkor n
szinét b,-val jeloljiik. Teljes indukciéval meg fogjuk mutatni, hogy minden r < n-re
létezik egy

(*) 607607"'7Z;q—1aéq—1aKal;qaéq7"'7brac7"
sorozat, melyre teljesiilnek a kovetkezd feltételek.

(a) K a @ egy 2"T27" — 1-faja;

(b) A = plbi, ¢;] & i < j (azaz b; pontosan a (x) sorozatban nala hatrdbb levs
¢;-kkel van A relacioban);

(c) Han a K fa tetsz6leges nem-levél csticsa, akkor A = ¢[b;, ¢,] < i < q (azaz
K tetsz6leges nem-levél csiicsainak szinei pontosan azokkal a (x)-beli b-kkel vannak
¢ relacioban, melyek K-t6l balra vannak);

(d) Ha n a K fa egy levele, akkor A | ¢[b,,¢;] < ¢ < j (azaz K leveleinek
szinei pontosan azokkal a (x)-beli ¢;-kel vannak ¢ reldcioban, melyek (x)-ban K
utan kovetkeznek).

Allitasunk r = 0-ra igaz, mert ekkor a sorozatban csak egy fa szerepel, és a K =V
valasztas megfelels. Figyeljiik meg tovabba, hogy a (b) feltétel miatt r = n-re a
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(¥) sorozatban szerepls b;,¢; elemek tantsitjak, hogy KI(p) > n. Ezen kiviil, a
(c) és (d) feltételek azt mondjak, hogy a (x)-ban szerepld nem-levél csiicsok szinei
lehetnek az 1-el nagyobb r-hez tartozé sorozatban a lehetséges ,,¢” elemek, mig K
leveleinek szinei a kovetkezd sorozat potencialis ,b” elemei: K nem-levél csicsai és
levelei pontosan gy viselkednek a sorozat tobbi tagjaval, mint a , K helyén 16v6 b
és ¢ elemek”.

Tegyiik most fel, hogy adott r-re igazoltuk mar egy (x) alakd sorozat létezését,
melyre (a)-(d) teljesiil. K minden 7 levelére legyen H(b,) = {0 : A |= ¢[b,, &), 0
nem-levél csucsa K-nak }. Két esetet kiilonboztetiink meg.

Ha van olyan 7 levél K-ban, melyre H (b,) tartalmaz egy 2"*'~" — 1-es teljes rész-
fat, akkor legyen ez a részfa H', legyen b, = b,, legyen ¢, H' gydkere és legyen H” a
H' gyokerétl balra 16v6 csticsaibol allo részfa. Végiil tetszéleges modon valasszunk
H" levelei alatt jobbra és balra 2-2 levelet K-bol, és bovitsiik ki ezekkel H”-t. Az
eredményiil el64llo fa legyen H”'. Most (*)-ban K helyére irjuk a b,, ¢,, H" soroza-
tot. Allitjuk, hogy az 1j sorozat kielégiti az (a)-(d) kikdtések r + 1-edik példanyait.
Ebbél (a) vilagos: H” a ¢ egy 2"~ — 1-faja. A (b) feltételhez csak annyit kell
dtgondolnunk, hogy A | ¢[b,, ], ez viszont igaz, mert ¢, € H(b,); (b) tébbi ki-
kotése az indukcios feltevések miatt igaz. Hasonléan, (c) és (d) azért marad igaz,
mert H" levelei illetve nem-levelei egyuttal levelei illetve nem levelei K-nak, illetve,
mert ¢, € H(b,) és mert b,-t H"-t5l balra irtuk.

Tegyiik most fel, hogy a H (Bn) halmazok K egyetlen n levelére sem tartalmaz-
nak 2"t — 1-es teljes részfakat. Legyen ¢, a K gyokere, legyen H' a K gyokértol
jobbra 1év6 cstcsaibol 4ll6 részfaja (tehat H' azokbol a csiicsokbol all, melyekhez
K-ban ,17-el kezd6ds it vezet a gyokérbél) és legyen b, egy tetszoleges levél H'-ben.
Szinezziik H' egy o nem-levél csticsat pirosra, ha A = ¢[¢,, b,); egyébként szinezziik
az illet6 csucsot kékre. Feltevésiink szerint a H' nem-levél csiucsaibol allo szinezett
fa nem tartalmaz 2"!1~" — l-szint{i teljes piros részfat. Ezért a 6.16 lemma szerint
ez a fa tartalmaz egy 272" —3 — (27177 — 1) = 271" — O gzinti teljes kék részfat,
legyen ez H”. Végiil H" levelei alatt jobbra és balra tetszélegesen vélasszunk 2-2
levelet K-bol, vegyiik ezeket a leveleket H”-hoz, legyen az igy kapott fa H”'. Most
(¥)-ban cseréljiik ki K-t H", b,,c,-ra. Az ij sorozatra (a) nyilvdnvaléan érvényben
marad, (b)-b6l megint azt fontos meggondolni, hogy A = ¢[b,, ¢,]- Ez most azért
lesz igaz, mert ¢, a K gyokere volt, Z_)q—t pedig a gyokérbdl jobbra kanyarodo uttal
érhetjiik el (mivel b, a H' egy levele). Megint, (c) és (d) azért marad igaz, mert H"”
levelei illetve nem-levelei egyuttal levelei illetve nem levelei K-nak, illetve, mert H”
kék szint részfa és mert ¢,-t H"'-t6l jobbra irtuk.

Ezzel az indukciés 1épés kész, ami korabbi megjegyzéseink szerint adja a tétel
igazolasat is. |

Feladat. Igazoljuk a 6.18 tétel megforditasat: ha egy teljes és konzisztens elmélet-
ben minden formulanak véges az agindexe, akkor minden formulédnak véges a kett&s
indexe is.
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Legyen most T' egy teljes és konzisztens elmélet, legyen A |= T egy struktira,
legyen (v, w) egy formula A nyelvén és legyen ¢ (v) olyan formula, melyben eset-
leg tovabbi, A elemeit jel6ls konstanszimbolumok is szerepelnek (amelyek tehat A
nyelvében nem feltétleniil fordulnak el6). BI(p,1) > n jelentse azt, hogy A-ban
p-nek van olyan n-faja, melynek minden levele kielégiti ¢-t. Viladgos, hogy minden
formulapéarra BI(p,v) < Bl(p,v =v) < Bl(y), ezért ha p-nek T szerint véges az
agindexe, akkor minden v-re BI(p,1)) is véges lesz A minden elemi bévitésében.

6.19. Lemma. Legyen T teljes és konzisztens elmélet, és tegyiik fel, hogy A =T,
ce€ A és Bl(p(v,w),¥(v)) =n. Ekkor

BI(p(v,w), () ANe(e,0)) <n  wvagy  Bl(e(v,w),¢(0) A =¢(¢,0)) < n.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az allitassal ellentétben BI(p(v,w), ¥ (v) Ap(c,v)) >
n és BI(¢(v,w),¥(v) A—p(c,v)) > n. Ezek szerint p-nek vannak olyan n-fai (legye-
nek ezek Vy és Vi), hogy Vi minden levele A-ban kielégiti 1(v) A =p(c, v)-t és V)
minden levele kielégiti ¢)(v) A p(¢,v)-t. Legyen V az a fa, melynek gyGkerét c-vel
szinezziik, a gyokértdl balra Vj szerepel, a gyokértél jobbra pedig V;. Ekkor V' ma-
gassaga legaldbb n + 1; megmutatjuk, hogy V a ¢ egy n + 1-faja, melynek minden
levele kielégiti 1)-t.

V' minden levele vagy Vj-nak vagy Vi-nek levele, ezért V' minden levele kielégiti
-t. Végiil, ha o V-nek a gyokértsl balra talalhato levele, akkor o egyben Vj egy
levele is, ezért A [~ ¢, b,]. Hasonléan, ha o a V egy gyokértsl jobbra talalhaté
levele, akkor A = o[¢, b,].

Ezek szerint V' tantsitja, hogy BI(p,1) > n + 1, ellentmondva feltételeinknek.

|

Most méar minden készen all ahhoz, hogy igazoljuk a 6.10 tételt.

Bizonyitas. Emlékeztetiink ra, hogy feltevéseink szerint 7' olyan teljes és kon-
zisztens elmélet, melynek nincs rendezéformuldja, A = T, X C Aés R C "A
olyan relaci6, mely A-beli paraméterekkel definidlhat6, mondjuk a ¢ formuléval
és b € A konstansokkal R = {z € "A : A | o(z,b)} = ||p(v,b)||*. Meg kell
mutatnunk, hogy van egy ¢(v,w) formula és vannak ¢ € X konstansok, melyekre
"X NR="XnN]|l¢0,0)|A

T-ben nincs rendez6formula ezért a 6.15 tétel miatt minden formulanak véges
a kettSs indexe, s6t a 6.18 tétel miatt az agindexe is. Legyen p = tp”(b/X) és
legyen (v, ¢) € p olyan formula, melyre BI(p, ) minimalis, mondjuk m. Legyen
végiil ¢(y) az a formula, mely a kévetkezdt fejezi ki: ,,y olyan elemek sorozata, hogy
BI(p(v,w),(v,¢) A ¢(y,v)) > m”. Ez tényleg kifejezhets egy olyan formulaval
melyben legfeljebb X elemei fordulnak el paraméterként. A bizonyitas befejezé-
seképpen megmutatjuk, hogy ¢ X-en vett nyoma megegyezik R X-beli nyoméval.
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Elsszor tegyiik fel, hogy 5 € RN"X. Ekkor A = ¢[3,b] azaz (5,0) € p. Ezért
»(v,¢) N p(8,0) € p és ¢ valasztasa miatt BI(p(v,w),1(0,¢) A ¢(5,0)) > m azaz
A = ¢[5]. Ezzel belattuk, hogy RN"X C ||¢||*N™X.

Forditva, tegyiik most fel, hogy 5 ¢ RN"X, ekkor A [~ |5, b] azaz A = —¢]3, b]
tehat ¥ (v,¢) A —p(S,0) € p. Ezért ismét ¢ valasztasa miatt BI(o(v,w), ¥ (0,¢) A
—p(5,0)) > m. Emiatt a 6.19 lemma értelmében BI(p(v,w), ¥ (v,¢) A ¢(5,0)) <m
és gy A |~ ¢[5] azaz s & ||0]|*.

Az utolsé két bekezdés szerint tetszéleges 5 € "X-re 5 € R és 5 € ||¢||* ekviva-
lensek, ahogy allitottuk. |
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6.2. N;-kategorikus elméletek

A stabil elméletek tovabbi vizsgalataval folytatjuk a fejezetet. Tobbek kozott
igazoljuk majd, hogy az Ny-stabil elméleteknek vannak szaturdlt modelljei. Beve-
zetjiik a kétszamossagtételek fogalmat, és példat mutatunk egy kétszdmossagtételre.
Ennek segitségével igazoljuk majd a felszall6 Morley-tételt: ha egy megszamlélhato
elmélet Ni-kategorikus, akkor minden x > Ny-ra k-kategorikus. Ezutan stabil el-
méletek atomos modelljeinek egzisztencidjat igazoljuk és segitségiikkel bizonyitjuk
a teljes Morley-tételt: egy megszamlalhato nyelvi elmélet akkor és csak akkor W;-
kategorikus, ha az 0sszes nem-megszamlalhatoé « szamossdgon r-kategorikus.

Azzal kezdjiik, hogy kapcsolatot teremtiink a nem-megszamlalhaté kategoricitas
és a stabilitas kozott.

6.20. Tétel. Legyen L megszamldlhato nyelv, legyen X > Ny és legyen T eqy A-
kategorikus elmélet az L nyelven. Ekkor T Ny-stabil.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy allitasunkkal ellentétben 7" nem Ny-stabil; meg fogjuk
konstrualni 7" két, nem izomorf A szamossagt modelljét.

A 4.12 tétel miatt van olyan \ szamossagiu A |= T struktira, hogy minden
X € [A¥-ra A-ban csak megszdmlalhat6 sok X feletti tipus realizélhato.

Feltevésiink szerint 7' nem Ro-stabil, ezért van olyan B =T és X € [B]™, hogy
|SE(X)| > Ny; vélasszunk ki tetszéleges modon N; darab ilyen tipust: legyen ez
Q= {pi:i€w} CSEX). Legyen C a B egy \"-szaturélt elemi b&vitése, és min-
den i € wy-re legyen ¢; € C egy p;-t realizald elem. Mivel C A\ T-szaturalt, |C| > AT.
Végiil legyen D egy X U{c; : i € wy}-et tartalmazo, \ szamossagi elemi rész C-ben.

Ekkor D-ben () minden eleme realizalhato, tehit D-ben van egy megszamlalhato
halmaz (ez X), mely felett legalabb N; darab tipus realizdlhaté D-ben. Emiatt A
és D nem lehetnek izomorfak, azaz 1" nem lehet \-kategorikus. |

Feladatok. 1. Igazoljuk, hogy az el6z6 tétel nem fordithaté meg: adjunk példat
No-stabil elméletre, mely nem N;-kategorikus.
2 Adjunk példat Ny-stabil, de nem teljes elméletre.

6.21. Tétel. Legyen L eqy nyelv, legyen ebben T' eqy No-stabil elmélet, melynek van-
nak végtelen modelljes.

(1) Ha k > |Form(L)| reguldris szimossdg, akkor T-nek van k szdmossdgi sza-
turdlt modellje.

(2) Ho X > k > |Form(L)|, k reguldris szdimossdg, akkor T-nek van \ szd-
mossagu k-szaturdlt modellje.

Bizonyitas. A \ = k valasztassal (2)-bdl kovetkezik (1), ezért elég (2)-t igazolni.

Legyen k és \ rogzitett. A 2.43 (2) tétel szerint T-nek van egy legalabb \ szamossagu
kt-szaturdlt A modellje. Legyen A, ennek egy \ szdmossagu elemi része. Tegyiik
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fel, hogy p < k és definialtuk mar A4 X\ szamossagu elemi részeinek egy (A, : o < )
elemi lancat. Ha p limeszrendszdm, akkor legyen A, = U,e,Aq, ha p rakdvetkezd,
mondjuk p = v+1, akkor A-ban realizaljunk minden A, feletti tipust. Mivel feltéte-
leink szerint |A,| = A és T' Ny-stabil, ezért a 6.3 (3) tétel miatt ez Gsszesen A darab
tipus realizalasat jelenti. A realizalo elemeket vegyiik hozza A,-hoz, és generaljunk
A-ban ezzel a b6vebb halmazzal egy A szdmossagu elemi részt; ez legyen A,,.

A konstrukcié miatt minden o < k-ra A, 1 k-szaturalt (s6t, kT-szaturalt) A,
felett. Ezért a 2.43 (1) tétel szerint A, egy r-szaturalt modellje T-nek, és a konst-
rukcié miatt |A,| < Zoex]da] < A2k = X vagyis A, a keresett x-szaturalt modell. I

Legyen T' egy elmélet az L nyelven, és tegyiik fel, hogy R egy 1-valtozos rela-
ciészimboélum L-ben. Ha T-nek van olyan .4 modellje, melyben R végtelen, akkor
A egy |A|-regularis ultrasziirg szerinti B ultrahatvanya a 2.29 tétel miatt 214 sz4-
mossagt lesz, és | RB| = 2/4l is teljesiil (szintén a 2.29 tétel miatt). A kétszamossig-
tételek arra adnak elegséges feltételeket, hogy T-nek mikor vannak olyan modelljei,
melyek alaphalmaza nagyobb szdmossagt, mint R interpretacidja.

Morley tételének igazolasahoz sziikségiink lesz egy kétszamossag-tételre is.

6.22. Lemma. Legyen L megszamldlhato nyelv, T eqy elmélet L-ben és legyen R
eqy 1-vdltozds reldcidszimbolum. Tegyik fel, hogy A, B |= T megszimldlhato struk-
tirdk, A valddi elemi rész B-ben és R* = RB. FEkkor vannak olyan C,D struktirdk,
melyekre teljesiilnek a kovetkezdk:

(o) B elemi rész D-ben,

(i) C,DET,

(i) |C] = [D[ =Ry,

(i19)  C wvalddi elemi rész D-ben,
(iv) R¢=RP,

(v) C=D,

(vi)  C,D erdsen Ro-homogén.

Bizonyitas. Shelah izomorfizmustétele (a 2.58 tétel) szerint van olyan [ halmaz
és U ultraszirs I felett, hogy A* = TA/U és B* = !B/U izomorf. A 2.43 (3)
tétel szerint van olyan B*-bol indulé ultraldnc, melynek limesze ergsen Ryp-homogén.
Legyen ez a limesz B, és legyen A’ annak az A*-bél induld ultralancnak a limesze,
melyben a rakovetkezd rendszamokhoz tartozo struktirakat mindig a B'-h6z tartozo
lanc megfelel ultrasziir6i szerinti ultrahatvanyozassal kapjuk. Ekkor A’ és B’ izo-
morfak lesznek, legyen f : B’ — A’ egy izomorfizmus koztiik. Ugyanakkor, mivel A
valodi részhalmaza B-nek, A* valodi részstrukturdja B*-nak (illetve A’ is B'-nek).
Legyen B” = (B', A, f). Ebben a strukturaban tehat A’ egy 1-valtozos alaprelacio,
legyen a neki megfelels 6j (L-en kiviili) relacioszimbolum A.

B’ erésen Ng-homogén. Ez azt jelenti, hogy ha a,b € B’ azonos tipusi vé-
ges sorozatok, akkor B'-nek van egy a-t b-re képezd fa automorfizmusa. Minden
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n € w,n > 0-ra legyen R, C ?"*2B’ a kovetkezd relacio.
Ry = {{a,b,c,d) : tp¥(a/0) = tp® (b/0), fa(c) = d}.

Legyen végil £ a (B”, R,)ncwn>o struktira egy B-t tartalmaz6 megszamlalhato
elemi része. Legyen még D az £ L-reduktuma, és legyen C az az L-tipusi részstruk-
tira £-ben, melynek alaphalmaza A®. Ekkor (o), (i) és (ii) nyilvanvaléan teljesiil.
Tovabba (iii) is teljesiil, mert B*-ban igaz, hogy A* valodi elemi rész, és ezt a tobbi
elemi bovités és elemi rész-képzés megdrzi. Hasonloan, R = RP és az elemi bovité-
sek, elemi rész-képzések miatt (iv) igaz lesz. Tovabba f¢ egy izomorfizmus C és D
kozott, ezért (v) is teljesiil. Végiil (v) miatt (vi)-hoz elég meggondolni, hogy D
erdsen No-homogén. Ez azért van igy, mert ha a,b € D azonos tipust sorozatok,
akkor tp® (a/0) = tp® (b/0) és emiatt az a,b paraméterekkel B”-ben az R, relaciok
segitségével definidlhat6 az f;; automorfizmus. Ezért £-ben is definidlhato egy olyan
fiiggvény, mely a-t b-re képezi, és amely automorfizmusa €|;-nek. Ez az automor-
fizmus tantusitja, hogy D valéban erGsen Rp-homogén. |

6.23. Lemma.

(1) Ha A és B olyan megszamldlhatdan végtelen, elemien ekvivalens, erésen Xy-
homogén struktirdk, melyekben minden n € w-ra ugyanazok az (0 feletti) n-tipusok
realizdlhatok, akkor A = B.

(2) Ha n megszdmldlhatd rendszam és (A, : a < n) erdsen Ny-homogén és
megszdmldlhatoan végtelen struktirdk eqy elemi ldnca, akkor a ldnc limesze is erdsen
No-homogén.

Bizonyitas. (1) igazolasahoz soroljuk fel struktiuraink elemeit: A = {a,, : n € w} és
B = {b, : n € w}. Tegyiik fel, hogy minden m < k-ra megadtuk mar véges f,, elemi
leképezések egy novd sorozatat, agy, hogy f,, értelmezési tartomanya tartalmazza
mar ao, ..., a,,_1-et és értékkészlete tartalmazza mar b, ..., b,,_1-et.

Legyen p = tp*(dom(f.) " ax/0). Feltevésiink szerint p realizalhatoé B-ben, mond-
juk a (¢, d) sorozat realizalja p-t. Mivel B erésen Nyp-homogén, van olyan g auto-
morfizmusa B-nek, mely ¢t range(fi)-ra képezi. Terjessziik ki fi-t ugy, hogy a
kiterjesztés (melyet jeloljiink f;-vel) képezze ai-t g(d)-re.

Most alkalmazzuk az el6z6 bekezdésben leirtakat f, inverzére, hogy by benne
legyen a kiterjesztés értékkészletében. Ez a kiterjesztés legyen fr,. Végiil legyen
f = Ukew fr, €z lesz a keresett izomorfizmus.

(2) igazolasahoz legyen A a lancunk limesze, és soroljuk fel A-t: A= {a, :n €
w}. Tegyiik fel, hogy a,b € A azonos tipusi sorozatok. Legyen f, az a véges elemi
leképezés, mely a-t b-be viszi. Meg kell adjuk A egy automorfizmusat, mely kiter-
jeszti fo-t. Tegyiik ismét fel, hogy minden m < k-ra megadtuk mar véges f,, elemi
leképezések egy nové sorozatat agy, hogy f,, értelmezési tartoméanya és értékkészlete
is tartalmazza ao, ..., a,,_1-et.
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Mivel A egy lanc limesze, van olyan o < 7, melyre teljesiil, hogy dom(f),
range(fr) C Aa,ar € As. Mivel A, egy erGsen Ng-homogén elemi rész A-ban, van
olyan g automorfizmusa, mely kiterjeszti fi-t. Legyen fr.1 g egy olyan véges része,
mely tartalmazza fi-t és értelmezési tartoménya és értékkészlete is tartalmazza a,-t.
Végiil legyen f = Ugeo fr, €z lesz A-nak az fy-t kiterjeszt6é automorfizmusa. |

6.24. Tétel. (Kétszdmossdg-tétel.)

Legyen L eqy megszdmldlhato nyelv, legyen R eqy 1-vdltozds reldcioszimbolum L-
ben és legyen T eqy teljes elmélet L-ben. Ha T-nek vannak olyan megszimldlhatoan
végtelen A és B modelljei, hogy A valddi elemi része B-nek, és R* = RB akkor T-nek
van olyan C modellje, melyre |C| = R, de |R°| < Ny (s6t R® = RP) és melynek B
elemi része.

Bizonyitas. A 6.22 lemma miatt feltehetjiik, hogy A-ra és B-re teljesiilnek az ott
megadott (o) — (vi) tulajdonsagok is (agy értve, hogy az eredeti B elemi része az
1j B-nek). Legyen Ay = B. Meg fogjuk adni 7" modelljeinek egy szigortian nove
(Aq @ a < wyp) elemi lancat tgy, hogy minden a < wy-re

(a) A, egy erSsen Ryp-homogén megszamlalhatoan végtelen struktira;
(b)  Aés A, izomorfak;
(c) RA=RA

(ez utobbi egyenldséget tigy értjiik, hogy a két megadott relacié azonos halmaz !).

Tegyiik fel, hogy 8 < w; és minden v < $-ra megadtuk méar A,-t. Ha 3 limesz-
rendszam, akkor legyen Az = U,.3.4,. Ekkor az 1.18 tétel miatt Az valoban T
egy megszamlalhato modellje lesz, amire (c¢) nyilvan teljesiil, (a) pedig a 6.23 (2)
lemma miatt marad igaz. Végiil belatjuk, hogy A-ban és As-ban ugyanazok a ti-
pusok realizalhatok. Mivel Aj elemi bévitése A-nak, ezért ha n € w és p € S,(T)
realizalhat6 A-ban, akkor p realizdlhaté Ag-ban is. Forditva, ha egy p € S,(T)-t
Ag-ban realizalja a ¢ véges sorozat, akkor van olyan v < 3, hogy ¢ € A, vagyis p
A -ban is realizalhato. De ekkor (b) 7-ra vonatkoz6 példanya miatt p realizalhato
A-ban is. Ezért a 6.23 (1) lemma miatt (b) is teljesiil Ag-ra is.

Most tegyiik fel, hogy § = v+ 1 rdkévetkezd rendszam. Ekkor A, izomorf A-val,
és tudjuk, hogy A-nak B olyan megszamlalhaté valodi elemi bévitése, mely egyrészt
izomorf A-val, masrészt R* = RB. Ezért A,-nak is van ilyen val6di elemi bévitése,
ez legyen Ag. Megint, Ajz egy megszamlalhato modellje T-nek, és vilagos, hogy (b)
és (c) teljesiil. Végiil (a) azért lesz igaz, mert Ag = A és ez utobbi struktira erésen
Np-homogén.

Legyen végill C az (Ag : f < w;) elemi lanc limesze. Vilagos, hogy az 1.18
tétel miatt C = T. Tovabb4 minden v € wy-re A, ; valodi bévitése A,-nak, ezért
|C] > ;. Ugyanakkor |C| < ¥y, |Agl < Xy - Ry = Ny, ezért |C] = R;. Végiil (c)
miatt R¢ = R4 ezért |RC| < |A] = Ry, valamint A, vAlasztasa miatt az eredeti B

123



elemi rész C-ben. [ |

Most méar ratérhetiink Morley tételének igazolasara.

6.25. Tétel. (Felszdillo Morley-tétel.)

Legyen L megszamldlhato nyelv és legyen T eqy Ni-kategorikus elmélet L-en.
(1) T minden nem-megszamldlhaté modellje szaturdlt.
(2)  Minden k > Rg-ra T k-kategorikus.

Bizonyitas. A Los-Vaught teszt (5.5 tétel) miatt 1" teljes elmélet, ezért a szaturalt
modellek 2.44 unicitastétele miatt (1)-b6l kovetkezik (2).

(1) igazolasahoz figyeljiik meg, hogy a 6.20 tétel miatt T' Wy-stabil, ezért a 6.21
tétel miatt T-nek van N; szdmossagu szaturalt modellje. Azonban T' N;-kategorikus,
ezért T-nek minden N; szdmossagi modellje szaturalt.

Legyen most A = T, |A| > R, tetsz6leges. Megmutatjuk, hogy A szaturalt.
Ehhez legyen X C A, |X| < |A| és p € S{*(X) tetszbleges, azt kell igazolnunk, hogy
p realizalhato A-ban; feltehetjiik, hogy X végtelen. Elgszor kibévitjiikk A nyelvét
ugy, hogy egyetlen formuléaval ki tudjuk fejezni, hogy egy elem p-t realizalja.

A 6.13 tétel szerint a p tipus X felett definidlhat6, legyen egy definial6 sémaja
a ¢ — Oy megfeleltetés. Legyen F' € [X]* tetszGleges megszamlalhatoan végtelen
halmaz, mely tartalmazza a p definialé sémajaban el6fordul6 dsszes konstanst (ilyen
megszamlalhato F' van, mert L is megszamlalhato) és legyen f : Form(Lp) — F
egy bijekci6. Ezzel minden Lg-beli formulat ,kodoltunk” F' egy elemével. Legyen
minden n € w-ra g, : "X — X egy bijekci6. Ha g, viltozéinak szdmét nem akarjuk
hangsilyozni, akkor g, helyett g-t frunk. Végiil legyen

D ={{f(¢), [(0p)) € *A: p € Form(L)},
S ={(f(¥),9(0)) € 2A: A= ¢(e),4 € Form(Lp)},
M = {(f(¢),9(0),a) € °A: o € Form(L),c € X &s A |= ¢(v,0)[a] }
éslegyen AT = (A, X, F, D, S, M, g,)new- Ebben a struktiiraban egyetlen formulaval
ki tudjuk fejezni, hogy egy a € A realizalja p-t, hiszen a akkor és csak akkor reali-

zalja p-t, ha

minden p(v,¢) € Form(Lx)-re A ¢(a,¢) < ¢(v,¢) €p  azaz
minden ¢(v,¢) € Form(Lx)-re AE p(a,¢) & Ak dyp|c]

és ez A" nyelvén formalizalhato:

®(a) = (Vx € F)(Vz € X)(M(z,z,a) < (Vy)(D(x,y) = S(y, 2))
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akkor és csak akkor igaz AT-ban, ha a realizalja p-t. Legyen B egy X-et tartal-
mazod, | X| szamossagi elemi rész AT-ban. Mivel |X| < |A|, van egy h € A — B
elem, legyen B’ egy B U {h}-t tartalmazé elemi rész A"-ban. Mivel X C B, ezért
XB = X8 ugyanakkor a konstrukcié miatt B’ valodi elemi bévitése B-nek. Legyen
most D az a struktiura, melyet B’-bél ugy kapunk, hogy B alaphalmazat, relacioit,
fiiggvényeit egy-egy alkalmas 1ij névvel mind hozzavessziik B’ nyelvéhez. Allapod-
junk meg abban, hogy a B alaphalmazanak megfelels relaciot BP-vel jeloljiikk. D
egy & elemi részében az ennek megfelels relaciot értelemszeriien B¢ jelsli majd.

Legyen D, egy F'-t tartalmaz6 megszamlalhat6 elemi rész D-ben, legyen D; a
Dy At-tipust reduktuma és legyen Dy az az AT tipusa struktira, melyet Dy-ban
BP0 general (vagy, ami ugyanaz, feszit). A konstrukcié miatt D; =, Dy megszam-
lalhato struktirak, melyekre X' = XP2. Ezért a 6.24 kétszamossig-tétel miatt
Ds-nek van olyan Ds elemi bévitése, melyre | D3| = Ry és XP3 = XP2 és ezért persze
| X P3| < Ny. Most legyen ¢ a 0 séma altal definialt X3 feletti tipus D3-ban. Vilagos,
hogy ¢ valoban egy tipus (mert az, hogy a O altal XP? felett definidlt formulahal-
maz maximélis és konzisztens, kifejezheté A* nyelvén). Mivel FF C XPo = XPs
és AT-bol indulva csupa elemi bévitéssel, elemi részképzéssel szarmaztattuk Ds-t,
ezért a ® formula Ds-ban is pontosan a g¢-t realizdlé elemekre igaz. Ugyanakkor
Ds|;, = T ami a bizonyités legels§ bekezdése szerint egy szaturalt modellje T-nek,
ezért van egy a € D3, mely realizdlja a megszamlalhaté ¢-t. Ezek szerint Ds-ban
igaz a Ja®(a) formula. Ezért ugyanez a formula a Ds-al elemien ekvivalens .A"-ban
is igaz. Ez viszont pont azt jelenti, hogy p realizalhaté A-ban, vagyis, hogy allita-
sunknak megfelel6en A szaturalt struktira. |

Kovetkez6 célunk igazolni a Leszallo6 Morley-tételt: ha egy megszamlalhato el-
mélet x-kategorikus valamely k > Ny-ra, akkor 7' N;-kategorikus. Megint sziikségilink
lesz néhéany elGkésziileti 1épésre.

6.26. Definicié. Legyen A tetszdleges halmaz. A h : <“2 — P(A) figgvényt
Hausdorff-sémdnak nevezzik, ha minden s € <“2-ra és a € 2-re teljesiilnek a kovet-
kezok:

Ha X = (A, T) topologikus tér és h értékkészlete csupa nyilt halmazbol dll, akkor
nyilt Hausdorff-sémadrol beszéliink majd. Hasonloan haszndljuk a zdrt, kompakt, stb.
Hausdorff-séma elnevezéseket is. Sokszor h(s) helyett hg-t irunk.
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Hausdorff-sémaéval tulajdonképpen talalkoztunk méar a 6.3 (3) tétel bizonyitasa
soramn.

Egy topologikus teret énmagdban siri-nek neveziink, ha nem tartalmaz izolalt
pontot (azaz nincs benne 1 elemi nyilt halmaz).

6.27. Tétel. Ha X = (A, 1) dnmagdban strd Hausdorff-tér, akkor van nyilt Haus-
dorff-sémdja.

Bizonyitas. Legyen hy = A és tegyiik fel, hogy h,-t definidltuk méar valamilyen
s € <¥2-ra, ugy, hogy az s-nél rovidebb sorozatokra teljesiilnek a Hausdorff-séma
onmagaban stirid, h, legalabb két pontbdl all, mondjuk a # b € h,. Feltevéseink
szerint X Hausdorff-féle, ezért a és b nyilt halmazokkal szétvalaszthato, legyenek
A és B olyan diszjunkt nyilt halmazok, melyekre a € A és b € B. Végiil legyen
hs~o = hs N A és he~1 = hg N B. Ezzel valéban megadtunk egy X-beli nyilt
Hausdorff-sémat. i

6.28. Tétel. Legyen T egy No-stabil elmélet, legyen A |= T eqy struktira és legyen
X C A tetszdleges. Ekkor

(1) SA(X)-ben az izoldlt tipusok halmaza siri.

(2) Ho F C S{N(X) zdrt halmaz, akkor az F-hez tartozd altértopoldgidban az
1zoldlt tipusok halmaza F'-ben sidri.

Bizonyitas. Az F = S{(X) valasztassal (1) kovetkezik (2)-bél, ezért csak ezt bi-
zonyitjuk.

Legyen ¢ € Form(Lx) tetsz6leges formula, melyre N, N F' nem iires. Azt kell
igazolni, hogy N, N F-ben van (relative) izolalt tipus. Jeldljiik Y-al S7*(X)-nek az
N, N F alaphalmaz alterét.

Tegyiik fel indirekt médon, hogy Y-ban nincs izolalt tipus, ekkor ¥ 6nmagaban
stirt, és ezért a 6.27 tétel miatt Y-ban van egy nyilt h Hausdorff-séma. Mindegyik
hs nyilt és nemiires halmaz, ezért van olyan k elemi nyiltzart halmazok nyomaibél
(azaz Y'-al vett metszetébdl) all6 Hausdorff-séma is Y-ban, hogy minden s € <“2-
ra ks C hs. Ezért minden s € <“2-hoz van olyan ¢, € Form(Lx) formula, hogy
0 # Ny, NY =k, Legyen Z a {15 : s € <“2} formulahalmazban el6fordulo 6sszes
X-beli konstansok halmaza; | Z| < X, mivel a formulahalmazunk megszamlalhato.

Legyen minden f € “2-ra py = {¢f, : n € w}. Ha r C p; véges, akkor van
egy legnagyobb n € w, hogy ¢y, € r még teljesiil. Mivel £ egy Hausdorff-séma,
ezért Ny, NY C Nye Ny NY nem fires, tehat {Ny, NY :n € w} véges metszet
tulajdonsagii. Y zart, tehat kompakt altere S7*(X)-nek, igy minden f € “2-ra van
egy q¢f € Y N NpeuNy, - Most figyeljiik meg, hogy ha f # g € “2, akkor van
olyan n € w, hogy f(n) # g(n), ezért Ny, ., NY é Ny NY diszjunktak.
Emiatt py # p,, vagyis {q; : f € “2} Z feletti tipusok egy kontinuum szamossagi
halmaza. Ugyanakkor, mint lattuk, |Z| < N, ami ellentmond 7" Ry-stabilitasanak. i
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6.29. Definicié. Legyen A egy struktira, és legyen X C A. Azt mondjuk, hogy
A atomos X felett, ha minden n € w-ra A-ban csak izoldlt S:'(X)-beli tipusok
realizdlhatok.

Ezek szerint A pontosan akkor atomos X felett, ha (A, z),.cx atomos struktira
a 4.7 definici6 értelmében.

6.30. Definicié. Legyen A egy struktira, és legyen X C A. Azt mondjuk, hogy A
konstrudlhato X felett, ha van olyan o rendszdm, hogy A— X elemeit ismétlés nélkiil
fel lehet sorolni eqy (c; : i < &) transzfinit (o hosszi) sorozatban gy, hogy minden
i < a-ra tpA(c;/X U{cj : j < i}) izoldlt tipus. A {c; i < ) sorozatot A egy X
feletti konstrukcidjinak nevezziik.

Az elébbi definicioban o megszamlalhatonal nagyobb is lehet, s6t, a > |A| is
eléfordulhat, hiszen felsorolasunk rendtipusa lehet |A|-nal nagyobb.

6.31. Tétel. Legyen B olyan L-struktira, melyre Th(B) Ro-stabil, és legyen X C B
tetszdleges. Ekkor van B-nek eqy X felett konstrudlhato elemi része.

Bizonyitas. Transzfinit rekurziéval megadunk egy X feletti konstrukciot. Tegyiik
fel, hogy minden i < a-ra megadtuk mar a paronként kiilonbozé c¢; € B ele-
meket gy, hogy mindegyik i < a-ra tp®(c;/X U {¢; : j < i}) izolalt. Legyen
Y = X U{¢ :i < a}. Ha az Y halmaz B egy elemi részének alaphalmaza, akkor
készen vagyunk. Ha nem ez a helyzet, akkor egyrészt B — Y nemiires, masrészt
a Tarski-Vaught teszt (1.13 tétel) miatt van olyan ¢ € Form(L) és ¢ € Y, hogy
B E Jvp(v,c), de az Y altal meghatarozott struktiraban nincs (v, ¢)-t realizald
elem. A 6.28 tétel miatt van izolalt p € N,z C SP(Y) tipus. Ezek szerint
o(v,¢) € p. Mivel p izolalt, Th(B) minden modelljében, igy B-ben is realizalhato.
Legyen c, € B egy p-t realizdlo elem. Mivel ¢, tipusa p, ezért az vilagos, hogy c,
tipusa izolalt a korabbi elemek (uni6 X) felett. Tovabba ¢, realizalja ¢(v,c) € p-t,
mely Y-ban nem realizalhat6. Ezért c, kiilonbozik az 6sszes korabbi c¢;-t6l.

Végiil mivel B elemi része sajat maganak, a konstrukcio legkésébb akkor befe-
jez6édik, ha B—X minden elemét felsoroltuk (de lehet, hogy el6bb készen vagyunk). i

Feladat. Legyen B adott struktura és legyen X C B. Ha A és A; két, X felett
konstrualhato6 elemi rész B-ben, akkor Ag és A; izomorf (s6t, olyan izomorfizmus is
van koztiik, mely X-n identikus).

6.32. Tétel. Ha az A L-struktira konstrudlhato X felett, akkor atomos X felett.
Bizonyitas. Legyen (¢; : i < «a) az A egy X feletti konstrukcioja. Transzfinit

indukcioval igazoljuk, hogy minden 5 < a-ra teljesiil, hogy ha ¢ € {¢; : i < 3} akkor
tp”(¢/X) izolalt. Tegyiik fel, hogy 3 < a és ezt igazoltuk mar minden v < [-ra.
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Legyen ¢ € {c¢; : i < 3} egy véges sorozat.

Ha ( limeszrendszam, akkor az allitisunk (-ra is igaz marad. Tegyiik most fel,
hogy B8 =~ + 1. Ha ¢, € ¢, akkor ¢ C {¢; : i < 7}, ezért az indukcios feltétel miatt
szintén igaz marad az allitas. Ezért feltehetjiik, hogy ¢ = ¢°¢, ahol & C {c; 1 i < v}.

Vegyiik észre, hogy tp*(c,/X U {c; : i < v}) izolalt t1pus mondjuk a oy(v,d) €
Form(L XU{CiZl<’Y}) formula izolalja. Tovabbé, indukcios feltételiink értelmében

(47 X)

izolalt, mondjuk ¢, (w,e) izolalja. Allitjuk, hogy p := tpA(cv“J“E’/X)—t izolalja
ao(v,y72) = po(v,y) ANp1(y~ 2, €) formula. Ha ez nem igy lenne, akkor lenne olyan
0(v,y7z, f) € Form(Lx) formula, melyre ¢ A o és ¢ A —p is realizdlhat6 lenne A-
ban; realizaljak ezeket a formuldkat rendre az aj aj as és a by b by sorozatok. Ekkor

Wl A ali™508) Nl 575 1) € a1 X) &
Fo(po(v,9) A p1(y™ ,é) A=o(v, 577, f)) € tpA (b ba/ X)),
tehat tp?(a;ay/X) # tpA(b7by/X) kovetkezne. Ugyanakkor, a fentiek szerint
A E pi(aras,e) és A = (b7 by, €), ami ¢; valasztdsa miatt azt jelenti, hogy
e két sorozat X feletti tipusainak mégis meg kéne egyeznie.

Ezek szerint tehat p izolalt tipus. Allitjuk, hogy ¢ = tp*(c ¢/ X)-t izolalja
a 3z¢(v,y, z) formula. Ismét indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy van olyan
o(v.9.f) € Form(Ly), hogy 320(v.5,2) A o(v,. ) é 326(v.7.2) A ~o(v.3. f)
is realizalhatoé A-ban; realizaljak e formuldkat rendre az aj a; és a by by A-beli so-
rozatok. Ezek szerint vannak olyan as, by € A sorozatok, melyekre

A ¢(ao, @y, a) A o(ao, s, f) és
A= ¢(bo, b1, b2) A =0(bo, by, f).

Specialisan, tp*(agay/X) # tp™(by b1/ X ), mert ¢ csak az els6 tipusban van benne.
Ugyanakkor, mivel ¢ izolalja p-t, p = tp(ag ay aa/X) = tp?(by b7 by/ X ) kovetke-
zik, ellentmondva az el6z6 mondatnak. |

A kovetkez§ eredmény egy Ng-stabil elméletekre vonatkozo tipuselkeriilési tétel.
6.33. Tétel. Legyen T teljes és Ny-stabil elmélet a megszdmldlhato L nyelven, és
tegytk fel, hogy A =T egy nem-megszamldlhatd struktira. Ekkor A-nak van olyan
valddi B elemi bévitése, melyre teljesiil, hogy minden X € [A]M-ra és p € S{H(X)-re

p akkor és csak akkor realizdlhatd A-ban, ha realizdlhatd B-ben.

Bizonyitas. Ha B elemi bévitése A-nak, akkor minden A-ban realizalhat6 tipust
B-ben ugyanaz az A-beli elem realizal. Ezért elég olyan B elemi bgvitést keresni,
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melyben A egy tetszéleges megszamlalhato részhalmaza felett nem realizalhato tobb
tipus, mint A-ban.
El6szér megmutatjuk, hogy van olyan ¢ € Form(L,) formula, melyre

(i) |le||* megszamlalhatonal nagyobb halmaz, de
(ii)  Minden 1 € Form(L,) formulara vagy || A 9|4 vagy ||o A —9|[4 meg-
szamlalhat6 halmaz.

Tegyiik fel, hogy ez nincs igy. Meg fogunk adni .A-ban egy csupa megszamlalhatonal
nagyobb és definidlhaté halmazbol all6 A Hausdorff-sémat. Legyen hy = A és tegyiik
fel, hogy n € w,n > 0 és minden s € <"2-re megadtuk mar a h, definidlhato, és
megszamlalhatonal nagyobb halmazt. Legyen s € "~!2. Feltevéseink szerint a h,-t
definialé o formulahoz is van egy ¢ € Form(L4), melyre ||o At||* és [|o A |4 is
megszamlalhaténal nagyobb. Legyen hy~g = || A1)||A és legyen hy~1 = || A —2)||A.
Ezzel a Hausdorff-sémat megadtuk. Legyen minden s € <“2-re ¢, egy hs-t definialo
formula, legyen Z a {p; : s € <“2} formulahalmazban el6fordul6 dsszes konstansok
megszamlalhaté halmaza és legyen minden f € “2-re p; = {py), : n € w}. Konnyi
ellendrizni, hogy mindegyik p; végesen realizdlhatd, ezért kiterjeszthets egy gy Z
feletti tipussa. Mivel h Hausdorff séma, ezek a tipusok paronként kiilonbozni fognak
egyméstol, ezért {q; : f € “2} C S{Y(Z) miatt |S{*(Z)| > 2™ ellentmondva annak,
hogy T' Ny-stabil.
Rogzitsiink egy ¢ formulét, melyre (i) és (ii) teljesiil és legyen

p={1 € Form(La): | [lo Av[|* | =i},

Az el6bbi (i) és (ii) miatt p € S7'(A) egy tipus. Legyen C egy |A|*-szaturalt elemi
bévitése A-nak, ebben van egy ¢ € C, mely realizalja p-t. Legyen B egy olyan elemi
rész C-ben, mely konstrualhato A U {c} felett. Ilyen 55 van a 6.31 tétel miatt, s6t, a
6.32 tétel maitt B atomos A U {c} felett. Allitjuk, hogy ez a keresett struktira.

Mivel minden a € A-ra v # a € p és c realizlja p-t, ezért ¢ € A, azaz B egy
valodi elemi bgvitése A-nak.

Legyenek X € [A™ és b € B tetsz6legesek; azt kell megmutatni, hogy a
q = tpP(b/X) tipus A-ban is realizdlhat6. A konstrukcié miatt g izolalt A U {c}
felett, azaz van olyan ¢ (v, z,w) € Form(L) formula és d € A, hogy

B Jup(v,e,d)  és (B,c,a)een EYv(p(v,c,d) = v(v))

fennall minden y(v) € g-ra. A kompaktsagi tétel miatt ezért van olyan megszam-
lalhato A C Th({B,c,a)aca), hogy Fvp(v,c,d) € A és A | Yu(p(v,c,d) = ~v(v))
teljesiil minden ~(v) € g-ra. Most figyeljiik meg, hogy ha d(c) € A, akkor 6(v) € p
és ezért §(v)-t megszamlalhato kivétellel ||p||4-nak minden eleme kielégiti. Mivel

|A| < N, ezért van olyan ¢y € A, mely egyszerre kielégit minden olyan §(v) €
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Form(L4) formulat, melyre 6(c) € A. Ez azt jelenti, hogy A" := (A, ¢y, a)sca €gy

modellje A-nak. Ekkor viszont A* = Jvp(v, o, d), van tehdt olyan a € A, melyre

AT = ¢(a, ¢, d). Tovabba minden (v) € g-ra A" |= Yu(p(v, ¢y, d) = v(v)) azaz a
realizalja ¢-t, ahogyan allitottuk. |

6.34. Tétel. (Leszdllo Morley-tétel.)
Legyen L megszamldlhato nyelv, T eqy teljes és konzisztens elmélet L-ben és legyen
k> Ny, Ha T k-kategorikus, akkor

(1) T Ni-kategorikus is, sot,

(2) T minden Ry szdmossdigi modellje szaturdlt.

Bizonyitas. A szaturalt modellek 2.44 unicitastétele miatt elég (2)-t igazolni.
Legyen tehat A = T egy Ry szamossagi struktira. Meg fogunk adni egy A-bol
indul6 (A, : @ < k) szigortan nové elemi lancot gy, hogy minden o < k-ra,
X € [AMo-ra és p € S{H(X)-re

(a) p akkor és csak akkor realizalhat6 A-ban, ha realizdlhato A,-ban, és
(b) [Aa] < Ry + |af.

Legyen A, = A. Tegyiik fel, hogy a < k és minden 3 < a-ra Ag-t definidltuk
mar. Ha o limeszrendszam, akkor legyen A, = U, Ag, erre (a) és (b) nyilvan
érvényben marad.

Ha o = (0 + 1 rédkovetkezs, akkor a 6.33 tétel szerint van olyan B valodi elemi
bévitése Ag-nak, melyben csak azok az A megszamlalhat6é halmazai feletti tipusok
realizalhatok, melyek Ag-ban is realizalhatok. Ez az (a) feltétel S-ra vonatkozo
példanya szerint azt jelenti, hogy A megszamlalhato részhalmazai felett B-ben csak
az A-ban realizalhato tipusokat lehet realizalni. Tehat B-re az (a) kirovas teljesiil,
de (b) nem biztos: lehet, hogy B tul nagy. Ezért legyen A, egy olyan ¥y + |a
szdmossagu elemi rész B-ben, mely tartalmazza As-t és bévebb nala. Ezzel A meg-
szamlalhato részhalmazai felett realizalhato tipusok szamat nem noveltiik: A,-ban
is legfeljebb az A-ban realizdlhato ilyen tipusok lesznek realizalhatok. Ugyanakkor
A elemi része A,-nak, ezért (a) (és persze (b) is) teljesiil A,-ra.

Legyen A* = A,. A konstrukcié (b) pontja miatt |A*| = x és az 1.18 tétel miatt
A* = T. Tovabba a 6.21 tétel szerint T-nek van N;-szaturalt £ szamossagi modellje,
és mivel T' r-kategorikus, A* is Nj-szaturalt. Ha tehdt X € [A]™ és p € S74(X) tet-
sz6leges, akkor X C A* és p realizalhato A*-ban. De ekkor (a) miatt p A-ban is
realizalhato, vagyis A valoban szaturalt. |

6.35. Kovetkezmény. Legyen L megszimldlhato nyelv, legyen T' eqy teljes és kon-
zisztens elmélet. Ekkor a kovetkezdok ekvivalensek.
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(1) T minden nem-megszamldlhatd modellje szaturdlt.
(2) Minden k > Ro-ra T k-kategorikus.

(8) Van olyan r > Rg, melyre T k-kategorikus.

(4) T Ri-kategorikus.

Bizonyitas. (1)-bdl (2) kovetkezik a szaturalt modellek 2.44 unicitastétele szerint.
(2)-bél (3) nyilvanvaloan kovetkezik. A 6.34 (leszallo Morley-tétel) szerint (3)-bdl
kovetkezik (4), a 6.25 (felszallo6 Morley-tétel) szerint pedig (4)-b6l kovetkezik (1). B

Végig feltettiik, hogy modelljeink nyelve megszamlalhat6. Morley eredeti tételé-
ben is igy szerepelt az allitas, és sokaig nyitott probléma volt, hogy mi a helyzet
megszamlalhatonal nagyobb nyelvek esetén. Végiil sok, varatlan technikai nehézsé-
get legy6zve, Shelah igazolta, hogy az el6bbi kovetkezmény természetes altalanositésa
igaz marad megszamlalhaténal nagyobb nyelvekre is.

Morley eredeti bizonyitasa mas volt, mint amit fentebb ismertettiink, és a ,Morley-
rang” fogalmara épiilt. Ennek a fogalomnak nagyon sok szép és érdekes alkalmazasa
van, e jegyzetben kés6bb mi is hasznaljuk majd. Ezért a fejezetet azzal zarjuk, hogy
definialjuk a Morley-rangot és megvizsgéaljuk néhany alaptulajdonsagat.

Emlékeztetiink a topologikus terek pontjainak Cantor-Bendixon-féle osztalyo-
zasara: legyen X = (A, 7) egy topologikus tér. X izolalt pontjainak halmazat jel6l-
jik X*-al, és transzfinit rekurzioval definidljuk a C'Bx(«) halmazokat a kovetkezd
modon. Legyen C'Bx(0) = X*. Ha « tetsz6leges rendszam, és C'Bx (3)-t definialtuk
mar minden 3 < a-ra, akkor legyen C'Bx(a) = (X —Up<oCBx())*; a jobboldalon
az X —Upg.oCBx () altérben vessziik az izolalt pontokat. Egy = € X pont rangja
az a legkisebb « rendszam (ha van ilyen), melyre © € C'Bx(«) teljesiil. Az izolalt
pontok rangja tehat 0, azoknak a pontoknak a rangja lesz 1, melyek izolaltta valnak
az izolalt pontok eldobésa utan (azaz, melyekhez csak izolalt pontok torlédnak), és
igy tovabb. Azt mondjuk, hogy X diszpergalt tér, ha minden pontjdnak van rangja.
Példaul a raciondlis szdmok metrikus tere a szokésos metrikaval 6nmagéban stirt
(azaz nem tartalmaz izolalt pontot), ezért minden « rendszamra C'Bg(a) = () és
igy ez a tér NEM diszpergalt. Diszpergalt terekre a feladatokban adunk példakat,
nekiink a kovetkezd tétel miatt fontos a fogalom.

6.36. Tétel. Legyen T Wo-stabil elmélet, legyen A =T és X C A tetszdleges. Ekkor
az S (X) tér diszpergdlt.

Bizonyitas. Legyen minden a rendszémra Co = Ug<aCBga(x)(3). Transzfinit in-
dukcioval igazoljuk, hogy minden o« rendszamra teljesiil a kovetkez6:

(*) ha C, # S{A(X), akkor S{{(X) — C,-ban van izolalt pont.

Ez azt jelenti, hogy, amig a C'Bga(x)(a) halmazok be nem fedik SA(X)-t (azaz
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amig nem fogyott el S{'(X) dsszes eleme), addig a C, halmazok szigoriian nének,
azaz minden 1épésben kivesziink legaldbb 1 pontot, ezért legfeljebb |S7A(X)|F = | X|*+
lépésben minden ponthoz sikeriil rangot tarsitani (az el6bbi egyenléség utolso lépése-
ben hasznaltuk 7" Wy-stabilitasat és a 6.3 tételt is).

Elgszor belatjuk, hogy C, nyilt halmaz. Legyen ugyanis p € C,, ekkor van olyan
G < a, hogy p € C’Bsfx(X)(ﬁ). Ez azt jelenti, hogy p izolalt pont az S{'(X) — Cp
térben. Van tehat egy olyan p-t tartalmazoé nyilt G halmaz, melyre teljesiil, hogy
G —{p} € Uy<pCBgax)(7), azaz G C C,.

Tegyiik fel végiil, hogy valamely o rendszamra C, valodi részhalmaza S7'(X)-
nek. Ekkor S{'(X) — C, nemiires zart halmaz, ezért a 6.28 tétel miatt van benne
izolalt pont, azaz (*) val6ban fennall. |

Feladatok. 1. Bizonyitsuk, hogy minden megszamlélhato teljes metrikus tér disz-
pergalt.

2. Bizonyitsuk, hogy minden megszdmlalhaté6 kompakt Hausdorff-tér diszper-
galt, s6t az izolalt pontok halmaza sir.

6.37. Definici6. Legyen A tetszileges struktira. A p € S{(X) tipus RM (p) Morley-
rangja a p C p' pontok Cantor-Bendizson rangjainak szuprémuma S7¥(X')-ben, ahol
A’ tetszdleges elemi bévitése A-nak, X C X' C A’ ésp C p' € SA(X') szintén tetszo-
legesek. Egy topologikus tér egy a pontjinak Cantor-Bendizon rangjdit C BR(a)-val
jeloljiik.

Meg fogjuk mutatni, hogy Rj-stabil elméletek modelljeiben minden tipusnak van
Morley-rangja. Ennek a megforditasa is igaz: ha egy elmélet minden modelljének
minden Stone-tere diszpergalt, akkor az elmélet Ny-stabil.

Most tipusokrol formulékra is kiterjesztjiik a Morley-rang fogalmat.

6.38. Definicio. Legyen A tetszdleges struktira. A ¢ € Form(La) formula RM (o)
Morley-rangjdt igy definidljuk:

RM(p) = sup{ RM(p) : p € N,},

ha a jobboldal értelmes (azaz ha A minden elemi bévitésében, minden halmaz fe-
lett, minden -t tartalmazd tipusnak van Morley-rangja). Ha X C A és csak az
SA(X)-beli p-t tartalmazd formuldk rangjait tekintjik, akkor ¢ X -re vonatkozd lo-
kdlis Morley-rangjdt kapjuk: RMx(¢) = sup{CBR(p) € N, C S{(X)}.

Nyilvanvalo, hogy RMx () < RM(yp).

A formulak Morley-rangjat egy mésik moédon is definidlhatnank. Most ezt is-
mertetjiik.

Célunk lesz megmutatni, hogy a 6.38 és a kovetkezd 6.39 definicié ekvivalens.
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Eleinte azonban még kiilonbséget kell tenniink a két rangfogalom kézott. Ezért, amig
a definiciok ekvivalenciat nem igazoltuk, ¢ 6.39 definici6 szerinti Morley-rangjat
ideiglenesen R(y)-vel fogjuk jeldlni.

6.39. Definici6é. Legyen A tetszdleges struktira, legyen ¢ € Form(La), €és legyen
a eqy rendszdm.

e R(p) >0 & A= Jvp(v);

e R(p) > a & ha o limeszrendszdm és minden § < a-ra RM (p) > 3;

e R(p) > a+1 < A valamely B elemi bovitésében vannak olyan egymdst
pdronként kizdre v; € Form(Lg),i € w formuldk, hogy minden i € w-ra teljesiil
R(p Ny) > a.

Ha van olyan o rendszdm, melyre R(¢) > o de R(y) ? a + 1, akkor azt mond-
juk, hogy R(p) = «. Ha ilyen rendszdm nincs, akkor R(p) = oc.

Ha B tetszdleges elemi bovitése A-nak, akkor Rp(p)-t az eldbbiek mintdjdra de-
finidljuk azzal a kilonbséggel, hogy a 3. pontban szerepld végtelen sok pdronként
kizdré formuldt mindig Form(Lg)-ben keressiik (azaz soha nem térink dt mds elemi
bovitésekre).

6.40. Lemma. Legyen A tetszdleges struktira, és legyen B egy Wo-szaturdlt elemi
bovitése A-nak.

(1) Ha a,b € A, tp(a/0) = tp(b/D) akkor minden o formuldra R(o(v,a)) =
R(p(v,b)).

(2) Minden ¢ € Form(Lg)-re R(¢) = Rg(y).

Bizonyitas. (1) igazolasahoz Tegyiik fel, hogy R(p(v,a)) > «, ekkor A-nak van
olyan C elemi bévitése, melyre Re(¢(v,a)) > a. Legyen D egy erésen Ny-homogén
elemi bévitése C-nek. Ebben van olyan f : D — D automorfizmus, mely a-t b-re
képezi, és ezért Rp(o(v,b)) > a, amibsl R(p(v,b)) > a kdvetkezik. Ezek szerint
R(p(v,a)) > R(¢(v,b)); a két formula szerepét felcserélve adodik az allités.

(2) bizonyitasahoz « szerinti transzfinit rekurziéval igazoljuk, hogy ha R(p(v,a))
> a+ 1, akkor Rp(p(v,a)) > a+ 1. Ebb6l Rg(p(v,a)) > R(p(v,a)) kovetkezik, a
forditott egyenlGtlenség pedig nyilvanvalo.

Tegyiik tehat fel, hogy a < « rendszamokra igazoltuk mar allitasunkat, és hogy
R(p(v,a)) > a+ 1. Ez azt jelenti, hogy A valamely C elemi b&vitésében vannak
olyan paronként kizaré {i;(v,¢;) € Form(L¢) : i € w} formulak, hogy minden
i € w-ra R(e(v,a) A ;) > «a. Feltehetjiik, hogy B elemi része C-nek (ehhez elég
attérni C egy legalabb | B|"-univerzalis elemi bévitésére).

B Wy-szaturélt, ezért minden i € w-ra vannak olyan b; € B sorozatok, hogy
tp€(bi/a U Ujiby ;) = tp(e;/a U Uj;b;c;). Ekkor (1) miatt minden i € w-ra
R(p(v,a) A ¢i(v,¢)) R(p(v,a) A ¢;(v,b;)) ezért az indukcios feltevés szerint

Ri(p(v,a) A i(v,6)) > a. Végiil, a bk valasztasa miatt a {¢;(v,b;) : i € w}
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egymast paronként kizar6 formulakbol all, ezért R(p(v,a)) > a+ 1, ahogyan allitot-
tuk. |

6.41. Lemma.

(1) Legyen X ésY két kompakt és diszpergdlt Hausdorff-tér, és legyen f : X — Y
folytonos és sziirjektiv fiiggvény. Ekkor minden b € Y -ra teljesil, hogy van olyan
a € X, melyre f(a) =0 és b Y-beli rangja legfeljebb akkora, mint a X -beli rangja.

(2) Legyen A egy No-stabil struktira, Y C X C A ésp € S{(Y). Ekkor van
olyan q € S{4(X), melyre p C q és CBR(p) < CBR(q).

Bizonyitas. (1) igazolasahoz transzfinit indukcioval megmutatjuk, hogy ha b rangja
legalabb «, akkor b f szerinti Gsképében szintén van legalabb « rangu elem.

Tegyiik fel, hogy minden § < a-ra ezt igazoltuk mar. Ha « limeszrendszam,
akkor minden 3 < a-ra legyen bz egy legaldbb (3 rangt elem f~!(a)-ban. Mivel X
kompakt, a Ng<acl({b, : B < v < a}) halmaznak van egy b eleme, és mivel f~!(a)
zart halmaz, b € f~!(a). Tovdbba minden (3 < a-ra b torlodik {b, : 3 < v < a}-hoz
is (miért?), ezért b rangja legalabb § minden [ < a-ra, azaz ez a rang legalabb a.

Tegyiik most fel, hogy o« = S+1 rékovetkezs rendszam. A feltevéseink szerint van
egy B = {b; : i € I} C Y halmaz, mely egyrészt torlodik b-hez, masrészt, melynek
minden eleme legaldbb 3 rangi. Indukcids feltevésiink értelmében minden ¢ € I-re
van egy legalabb 3 rangi a; € f~!(b;) pont. Allitjuk, hogy az A := {a; : i € I}
halmaznak van egy a € f~1(b)-beli torlodési pontja (ez elég, mert ekkor a rangja
legaldbb «/). Ha ez nem igy lenne, akkor minden z € f~!(b)-nek lenne olyan nyilt
kornyezete, mely diszjunkt A-t6l. Ezen kornyezetek uniojat véve olyan f~!(b)-t tar-
talmazo6 nyilt G halmazt kapunk, mely diszjunkt A-t6l, azaz A C X — G. Mivel
X kompakt, és f folytonos, ezért f[X — G] egy kompakt és ezért Y-ban zart, B-t
tartalmazo, de b-t nem tartalmazo halmaz. Ez lehetetlen, mert ekkor B nem tudna
b-hez torlodni.

(2) igazolasahoz tekintsiik az f : S{(X) — SP(Y), f(r) = {o(v,e) €r:c€ Y}
fiiggvényt. Ez az f folytonos és sziirjektiv, valamint Si'(X) és S7*(Y) kompakt és
diszpergalt Hausdorff-terek. Ezért alkalmazhatjuk a mar igazolt (1)-et. Ezzel készen
vagyunk, mert f~!(p)-ben csak p-t tartalmazo tipusok vannak. |

Most igazoljuk a 6.38 és 6.39 definiciok ekvivalencidjat.

6.42. Tétel. Legyen A tetszileges struktira, X C A, p € S{H(X) és € Form(Ly).
Ekkor

(1) CBR(p) = min{ RMx(p) : ¢ € p},

(2) RM(p) = R(yp).

Bizonyitas. (1) igazolasaval kezdjiik. Legyen CBR(p) = «, ekkor van olyan
¢ € p formula, mely izolalja p-t S7(X) — Us<aCBsax)(8)-ban. Ez azt jelenti,
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hogy N, C S74(X) p kivételével csupa, a-nal kisebb rangi tipust tartalmaz, azaz ¢
p-ben, és p-nél kisebb rangi tipusokban van benne (ha csak S7'(X)-beli tipusokat
tekintiink; X-nél b&vebb halmazok felett lehet, hogy van ¢-t tartalmazé, nagyobb
rangu tipus); méas szavakkal RMx () = a. Ezért (1) baloldala legalabb akkora, mint
a jobboldala. Forditva, ha ¢ € p, akkor RMx(¢)) > CBR(p), tehat a jobboldal is
legalabb akkora, mint a baloldal, ezzel (1)-et belattuk.

(2)-h6z most transzfinit indukciéval igazoljuk, hogy ha RM(yp) > o + 1, ak-
kor R(p) > a + 1. Tegyiik fel, hogy ezt mar belattuk minden 5 < a-ra. Ha
RM(p) > a+ 1, akkor van olyan X’ halmaz A valamely A’ elemi b&vitésében, és
van olyan p € S7(X’), hogy ¢ € p és CBR(p) > «a + 1. Igazolni fogjuk, hogy
minden ¢ € p-re R(¢) > a + 1. Legyen tehat ¢ € p tetszGleges.

Meg fogjuk adni formuldk egy (v; € Form(Ly/),i € w) sorozatat ugy, hogy
minden ¢ € w-ra teljesiiljenek az aldbbiak:

Tegyiik fel, hogy minden ¢ < n-re megadtuk mar ¢;-t. Feltevéseink szerint A;.,—); €
p és p nem izolalt pontja az S7* (X') — Uﬁ<aC’BSi4/(X,)(ﬁ) térnek, ezért Nyan,_, ;-
ben van egy legaldbb « rangi g # p tipus. Legyen ¢/, € ¢ — p tetsz6leges és legyen
v = U, N . Ekkor RM(1,) > RMx/(1,) > « és ezért az indukcids feltevésiink
szerint R(1),,) > «, tehat (b) teljesiil ¢,-re. Tovabba (a) és (c) is nyilvanvaloan tel-
jesiil. Ezzel megadtuk a (1; : i € w) sorozatot, mely (d)-t is kielégiti. Ez tanusitja,
hogy valoban R(¢) > a + 1. Az utolsé két bekezdés szerint tehat minden p-re
R(p) > RM(p).

Végiil forditva, tegyiik fel, hogy R(p) > a + 1. Legyen B az A egy Wy-szaturalt
elemi bévitése; a 6.40 lemma miatt Rg(p) > a + 1 is teljesiil. Ismét transzfinit
indukci6t alkalmazva a-ra, megmutatjuk, hogy van olyan p € SB(X’) tipus (egy
alkalmas X’ halmaz felett), melyre egyrészt RM(p) > a + 1, méasrészt ¢ € p. Ez
elég, mert ebbdl kovetkezik, hogy RM () > a+ 1, vagyis RM () > Ri(¢) = R(p).
Tegyiik tehat fel, hogy Rg(¢) > a + 1. Ekkor a 6.40 lemma szerint vannak olyan
paronként ellentmond6 {v; € Form(Lp) : i € w} formulék, hogy minden i € w-ra
Rp(p A1) > a. Indukcios feltevésiink szerint ezért minden ¢ € w-ra vannak olyan
pi € SB(X;) tipusok, melyekre C BR(p;) > o és ¥; A ¢ € p;. Ezek paronként kiilon-
b6z6k, mert a 1;-k paronként ellentmondok. Legyen X' = Ui, X;. A 6.41 lemma
szerint mindegyik p; kiterjeszthets egy legalabb a-rangi p; € SB(X') tipussa. Az
SB(X') tér kompakt, ezért a {p} : i € w} halmaznak van egy p torlédasi pontja.
RM(p) > CBR(p) > a + 1, mert legalabb a-rangu pontok torlédnak hozzé, to-
vabba ¢ € p, mert ellenkezd esetben —¢ € p és p € N, kovetkezne, ami lehetetlen,
hiszen N, diszjunkt {p; : i € w}-t6l, viszont ez utoébbi halmaz torlodik p-hez. N
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6.3. Instabil elméletek

A 6.20 tételben igazoltuk, hogy a nem-megszamlalhat6 szamossagokon kategori-
kus elméletek Ny-stabilak. Ebben az alfejezetben azt mutatjuk meg, hogy az instabil
elméletek nagyon tévol esnek a kategorikusaktol: az ilyen elméleteknek minden vég-
telen szamossagon ,sok” modelljiik van.

6.43. Tétel. Legyen T teljes elmélet a megszamldlhatd L nyelven, melyre |S1(T)| >
Ny, €s legyen r végtelen szdmossdg. Ekkor T-nek legaldbb 2% pdronként nem izomorf
K szdmossdgu modellje van.

Bizonyitas. Legyen A a T egy Ng-szaturalt modellje. Ekkor T teljessége miatt
S1(T) = S{*(0) és ez utoébbi tipushalmaz minden eleme realizalhato A-ban, mert A
eléggé szaturdlt. Ezért A végtelen. A 6.3 (2) tétel miatt |S7(0)] = 2%. legyen c egy
L-ben nem szereplé 1j konstansszimbélum, és minden p € S{*(0) = S1(T)-re legyen
T, =T Up(c). Mindegyik T, konzisztens elmélet, melynek vannak végtelen modell-
jei, és nyilvanvalo, hogy 7' C T,. Ezért a 4.12 tétel szerint minden p € S;(T')-re
van T,-nek egy olyan x szdmossagi B, modellje, melyben az iireshalmaz felett csak
megszamlalhaté sok tipus realizalhato. Legyen A, = B,|,. Minden p € S;(7T)-re
legyen R, azoknak az iireshalmaz feletti tipusoknak a halmaza, melyek realizal-
hatok A,-ben. Egy-egy A, csak megszamlalhato sok tipust realizal S;(7')-bdl, ezért
|R,| < Ny. Viszont A,-ben p realizalhato; emiatt Upeg, (R, = S1(T). Tehat

2% = [SU(T)] = | Upesi(r) Byl < { Ry : p € S1(T)} - Ry

azaz az {R, : p € S1(T)} halmaz legalabb 2™ szamossagt. Viszont, ha R, # R,
akkor A, és A, nem lehetnek izomorfak, hiszen ekkor méas iireshalmaz feletti ti-
pusokat realizélnak. Ez azt jelenti, hogy az {A, : p € S;(T)} halmazban van 2%
paronként nem izomorf struktira. |

A fenti tételnél joval tébb is igaz. Alabb bizonyitas nélkiil k6zoljiik Shelah két
idevago eredményét. Tervezziik, hogy ezek koziil az els6t e jegyzet egy késGbbi
valtozataban be fogjuk bizonyitani.

6.44. Tétel. Legyen T egy instabil elmélet az L nyelven, és legyen k > |Form(L)|
eqy requldris szamossdg. Fkkor T-nek van 2 darab k szamossdgi modellje, melyek
pdronként nem dgyazhatok elemien eqymdsba.

6.45. Tétel. Legyen T nem szuperstabil elmélet az L nyelven és k > |Form(L)]
tetszdleges szamossdg. FEkkor T-nek van 2 darab k szamossdgi modellje, melyek
pdronként nem dgyazhatok elemien egymdsba.
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6.4. A teljesen kategorikus elméletek nem axiomatizalhaték
végesen

Legyen T egy megszamlalhaté nyelven adott elmélet. Azt mondjuk, hogy T
teljesen kategorikus, ha 7" minden végtelen szamossagon kategorikus. Ha T’ teljesen
kategorikus, akkor 7' (végtelen) modelljeit izomorfizmus erejéig teljes mértékig osz-
talyozhatjuk: elég megadni egy végtelen x szamossagot, ez pontosan kijeldli T-nek
azt a modelljét, melynek alaphalmaza éppen ekkora. Ha tehat egy elmélet modell-
jeit izomorfizmus erejéig szeretnénk teljesen attekinteni, akkor a legegyszertibb az
az eset, ha T minden végtelen szamossagon kategorikus.

Egyszertiek-e a teljesen kategorikus elméletek més szempontbdl is? Ez a kérdés
legalabb két modon is atfogalmazhato konkrétabb kérdésekké:

(1) vannak-e ,struktiratételek” a teljesen kategorikus elméletek modelljei szaméra,
melyek a szamossagparaméter megadéasa utan még pontosabban megadjik, hogy T’
modelljei hogyan épiilnek fel;

(2) milyen bonyolult 7', mint formulahalmaz? Specialisan, végesen axiomatizal-
hato-e T? (Ez utobbi kérdésre, mint Vaught problémajara fogunk hivatkozni.)

Mint latni fogjuk, e két kérdés szorosan osszefiigg egyméssal. Ha egy 1" elmélet
kategorikus egy nem-megszamlalhat6 szamossagon, akkor a 6.20 tétel szerint 1" Ny-
stabil is. Ezért minden teljesen kategorikus elmélet N-kategorikus és No-stabil (ez
forditva nem igaz). No-kategorikus és Ry-stabil T elméletek modelljeire Zilber, Cher-
lin, Harrington és Lachlan eredményei szerint erds struktiratételek bizonyithatok,
melyekbdl kdvetkezik, hogy 7' minden kévetkezményének van véges modellje, ezért
Vaught probléméjara a valasz tagad6. E struktiratételek az Ny-kategorikus, Ng-
stabil struktirak automorfizmuscsoportjainak vizsgalatan alapulnak. Az ilyen auto-
morfizmuscsoportok nemcsak oligomorfak az 5.13 tétel szerint, hanem ,siman app-
roximéalhatok”; az Gsszes ilyen permutaciocsoport leirasa ismert. Tovabba az Ng-
kategorikus, No-stabil struktiradk szerkezete kapcsolatba hozhat6é bizonyos kombi-
natorikus geometridkkal, matroidokkal, melyek a ,kicsi” Morley-rangt definidlhaté
relaciokbol szarmaztathatok.

Ebben az alfejezetben Vaught problémajat vizsgaljuk. Célunk kiépiteni az el6bb
emlitett fogalmak segitségével a ,,geometriai” stabilitdselmélet alapjait. Ez tehat sta-
bil elméletek tipusainak kombinatorikus, algebrai, s6t geometriai tulajdonségait irja
le, melyek segitségével stabil elméletek modelljeinek finomszerkezete vizsgalhato. E
vizsgélatok kovetkezményeként be fogjuk bizonyitani, hogy Vaught probléméjanak
egy specialis esetére a valasz tagad6. Tervezziik, hogy a jegyzet egy késGbbi val-
tozataban bizonyitassal egyiitt kozoljiik a Zilber-Cherlin-Harrington-Lachlan tételt,
mely szerint egy Ny-stabil, Ny-kategorikus elmélet nem lehet végesen axiomatizal-
hat6. Ebben az altalanos esetben is fontos szerepet jatszik az alabbi fogalom.

Legyen T egy Ny-stabil elmélet, ekkor a 6.36 tétel miatt 7" minden modelljében
minen halmaz felett minden tipusnak van rangja, és ezért e modellekben minden
paraméteres formuldnak is van rangja; e rang a 6.42 tétel miatt azonos a 6.39 de-
finiciobban megadott ranggal. Mivel ekvivalens formuldk rangja azonos, a kénnyebb
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olvashatosag kedvéért e formulakat azonositani fogjuk az altaluk definialt relaciokkal;
igy beszélni fogunk majd definialhaté halmazok, relaciok rangjairél is. Legyen X egy
definialhato relacio T' egy modelljében, melyre R(X) = a. A 6.39 definici6 szerint
ekkor X csak véges sok, paronként diszjunkt o rangu definidlhato relaciot tartal-
mazhat, de egyet — sajat magat — mindenképp tartalmaz. X fokan azt a legnagyobb
véges D(X) szamot értjiik, ahany X-el megegyezd rangi, paronként diszjunkt de-
finidlhato relaciot tartalmaz X. Ezt gy kell érteni, hogy minden emlitett relécié
esetleg paramétereket is tartalmazo formulékkal van definiadlva 7" egy olyan alkalmas
modelljében mely elemi bévitése az X definialé formulajaban szerepl6 paramétereket
tartalmazo struktiranak.

6.46. Definicié. Legyen A eqy struktira és X eqy definidlhato reldcio A-ban. Azt
mondjuk, hogy X minimdlis, ha R(X) =1 és D(X) =1, azaz, ha X rangja és foka
18 1.

Minden véges halmaznak 0 a Morley-rangja. Egy minimélis halmaz tehat vég-
telen, de nem bonthato fel két diszjunkt végtelen definidlhaté halmazza (mert 1 a
foka). Ezért egy definidlhaté X halmaz pontosan akkor minimalis, ha végtelen, de
akarmilyen méasik definidlhato Y-t vesziink is, vagy X NY vagy X — Y véges lesz.

6.47. Lemma. Legyen A egy No-stabil struktira, melynek végtelen az alaphalmaza.
Ekkor
(1) Ha X egy A-beli definidlhatd reldcio, melyre R(X) = « és § < «, akkor A
egy alkalmas elemi bévitésében van olyan definidlhatd Y reldcid, melyre R(Y) = .
(2) A egy alkalmas elemi bévitésében van minimdlis reldcid.

Bizonyitas. Kezdjiik (1) igazolasaval. Az o = [ esetben X a keresett halmaz, ezért
feltehetjiik, hogy (8 < «, vagyis, hogy 3+ 1 < a. Ekkor a 6.39 definici6 szerint van
végtelen sok olyan paronként diszjunkt, A egy alkalmas elemi bévitésében definial-
hat6 (X;, 7 € w) halmaz, melyek mindegyike része X-nek, és melyek rangja legalabb
B. Mivel R(X) = «, ezért véges sok kivétellel minden i € w-ra R(X;) < «, vagyis
van olyan (s6t, van végtelen sok olyan) iy € w melyre § < R(X;,) < .

Tegyiik most fel, hogy i; és X;, definidlva van mar valamilyen j € w-ra. Al-
kalmazzuk az el6z6 bekezdésben leirtakat X; -re, és az eredményiil el6allo index és
definidlhato halmaz legyen rendre 7, és X, . Ezzel rendszamoknak egy 3-nal nem
kisebb, de szigortan csdkkend (R(X;,),j = 0,1, ...) sorozatat kapjuk. A rendszdmok
jolrendezettsége miatt ez a sorozat véges, vagyis valamelyik lépésben R(X;,) = 3
teljestil.

(2)-hoz jegyezziik meg, hogy a {v = a,a € A} paraméteres formulahalmaz A
végtelensége miatt végtelen, és elemei paronként kizarjak egymést. Ezért a v = v
formulanak (vagyis A-nak, mint definidlhaté halmaznak) legalabb 1 a rangja. Ezért
(1) miatt A egy alkalmas elemi bvitésében van pontosan 1 rangi definialhat6 relacié
is; legyen X egy ilyen relacié. Ekkor X foka véges, mondjuk D(X) = n. Bontsuk
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fel X-t az Xo, ..., X,,_1 paronként kizar6, 1 rangu definidlhato relaciokra; ekkor n
maximalitdsa miatt Xy, ..., X,,_; mindegyike minimaélis halmaz. |

Most egy masik hasznos fogalommal ismerkediink meg. Egy legalabb els6foku
polinomnak csak véges sok gyoke van. Ez motivalja a kovetkez6 definiciot.

6.48. Definicié. Legyen A eqy L-struktiura és legyen X C A. Azt mondjuk, hogy
az a € A elem algebrai X felett, ha van olyan p(v) € Form(Lx) melyre eqyrészt
A | p(a) mdsrészt a ¢ dltal definidlt ||o]|* halmaz véges (azaz csak véges sok
tulajdonsdgi elem van A-ban). Az a elem transzcendens, ha nem algebrai. Végul X
algebrai lezdrtja az X felett algebrai elemek dsszessége:

acl*(X) ={a € A: a algebrai X felett }.

6.49. Definicidé. Legyen A adott halmaz és legyen ¢ : P(A) — P(A). Azt mondjuk,
hogy c lezdrdst operdtor, ha minden X,Y C A-ra teljestil, hogy

(1) X C e(X);

(2) X CY = ¢(X) Cc(Y);

(3) c(e(X)) = c(X).
Azt mondjuk, hogy ¢ egy algebrai lezdrdsi operdtor, ha (1),(2) és (3) mellett még a
kévetkezd kikités is teljestil:

(4) Ha a € ¢(X) akkor van olyan véges Xo C X melyre a € ¢(Xy).
Azt mondjuk, hogy c geometriai lezdrdsi operdtor, ha (1)-(4) mellett minden a,b €
A-ra és X C A-ra még az isteljesiil, hogy

(5) Ha a € ¢(X U{b}) — ¢(X) akkor b € ¢(X U{a}).

6.50. Lemma. Legyen A eqy L-struktira. Ekkor acl” eqy algebrai lezdrdsi operdtor.

Bizonyitas. Az el6bbi definicibban szerepls (1)-(4) tulajdonsagokat fogjuk sorban
ellendrizni. (1) Legyen a € X, ekkor a v = a egy Ly-formula, melyet egyediil a
elégit ki. Ezért a algebrai X felett.

(2) Legyen a € acl”*(X). Ekkor van olyan ¢ € Form(Ly), melyet A-ban a
és még véges sok (esetleg nulla) tovabbi A-beli elem elégit ki. A feltétel miatt
¢ € Form(Ly) is teljesiil, ezért a € acl*(Y).

(3) igazolasahoz elgszor figyeljiik meg, hogy (1) szerint X C acl”(X) ezért (2) mi-
att acl(X) C acl*(acl*(X)). A forditott irAny1 tartalmazas ellendrzéséhez tegyiik
fel, hogy a € acl”(acl*(X)). Ezek szerint van olyan ¢(v) € Form(L,qa(x)) melyet
csak a, és esetleg véges sok, mondjuk k darab tovabbi A-beli elem elégit ki. Legye-
nek ag, ..., a, a @-ben eléfordulé acl”(X) — X-beli paraméterek (ezek szdma véges,
mert o formula). Legyenek vy, ..., v, olyan valtozok melyek nem fordulnak el§ ¢-ben.
Mindegyik a; algebrai X felett, ezért vannak olyan ¢;(v;) € Form(Lx) formulak,
melyeket a;-n kiviil csak véges sok A-beli elem elégit ki. Legyen ¢’ az a formula
melyet ©-bdl tgy kapunk, hogy a;-t mindeniitt v;-re cseréljiik. Tekintsiik végiil a
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kovetkezd 1p(v) formulat:

Y(v) = Fug... v, (o (vo) A oo A pr(vn) A @' (v, 00, ..., V) A
segfeljebb k darab kiilonb6z6 w-re teljesiil ¢’ (w, vy, ..., v,)").

Vilagos, hogy ¢ € Form(Ly) és hogy a kielégiti ¢-t. Elég tehat azt megmutatni,
hogy -t A-ban csak véges sok elem elégiti ki. Tegyiik tehat fel, hogy b kielégiti v-t.
Ekkor vannak olyan ay, ..., a;, € A elemek, hogy (b, a, ..., a,) kielégiti 1) els6 kvan-
torblokk utani részét. A 1)-ben szerepld utols6 konjunkcios tag miatt az ay, ..., al,
paraméterek mellett legfeljebb & darab (tehat véges sok) tovabbi elem realizalhatja
1 els6 kvantorblokk utani részét. Tovabbéa, mivel mindegyik ¢;-nek csak véges sok
realizdci6ja van A-ban, ezért a ¢ elsé kvantorblokk utani részét kielégité ay, ..., al,
elemeket is csak véges sok moédon valaszthatjuk. Ezek miatt ¢-t valoban csak véges
sok elem realizalja A-ban.

(4) Ha a € acl”(X), akkor van olyan ¢ € Form(Lx), melyet A-ban a és még
véges sok (esetleg nulla) tovabbi A-beli elem elégit ki. Legyen X, a @-ben el6-
fordulo X-beli paraméterek halmaza (ez véges, mert ¢ formula). Vildgos, hogy

v € Form(Ly,), ezért a algebrai X felett is. |

6.51. Definicio. Az A struktira minimdlis, ha a v = v formula egy minimdlis
halmazt definidl A-ban (vagy mdsképp, A alaphalmaza, mint definidlhaté halmaz,
minimdlis).

Most ratériink Vaught probléméjanak vizsgalatdra. Mint emlitettiik, Zilber,
Cherlin, Harrington és Lachlan megvélaszoltak e problémat: egy teljesen kate-
gorikus (s6t, egy No-stabil, Ny-kategorikus) struktira elmélete nem lehet végesen
axiomatizalhat6. Igazolhaté, hogy minden ilyen struktira alaphalmazanak véges a
Morley-rangja. Ezért a legegyszeriibb ilyen struktirak az Ny-kategorikus, minimélis
struktirak. Mi itt azt mutatjuk meg, hogy az Ny-kategorikus, minimaélis struktiarak
elméletei nem axiomatizalhatok végesen. Az &ltalanos esetre a fejezet végén még
roviden visszatériink.

6.52. Tétel. Legyen A eqy No-kategorikus struktira. Ekkor A minden véges rész-
halmazdnak véges az algebrai lezdrtja, sét, van olyan s : w — w fiiggvény, hogy
minden k € w-ra és X € [A)*-ra |acl*(X)| < s(k).

Bizonyitas. Az 5.16 tétel bizonyitasahoz hasonl6éan meg fogunk adni egy s fiigg-
vényt, mely eleget tesz az allitAsnak. Legyen k € w és legyen a € FA. Legyen
AT = (A a). Figyeljiik meg, hogy tetsz6leges n € w esetén AT automorfizmus-
csoportjanak legfeljebb annyi palyaja van "A-n, ahany palyaja van A automorfiz-
muscsoportjanak "** A-n. Ez utébbi mennyiség viszont az 5.13 tétel miatt minden
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n-re véges, és ezért AT is No-kategorikus. Ezért az 5.10 tétel miatt A*-ban az iires-
halmaz felett csak véges sok tipus van. Tovabba figyeljiik meg, hogy ha két A-beli
elem A-beli a feletti tipusa megegyezik, akkor ezek az elemek egyszerre algebraiak
vagy transzcendensek a felett, és egy elem .A-ban pontosan akkor algebrai a felett,
ha A*-ban algebrai az iireshalmaz felett. Ez utobbi elemek szamat fogjuk vizsgéalni.
Nevezziink egy () feletti A*-beli tipust algebrainak, ha realizacidinak halmazaban
van () felett algebrai elem (ekkor persze minden ilyen realizacio algebrai () felett).
AT iireshalmaz feletti tipusai koziil néhany algebrai, néhany nem az. A véges sok
algebrai tipust egyenként véges sok A-beli elem realizalja, ezért A*-ban az iireshal-
maz felett csak véges sok, mondjuk s; darab algebrai elem van. Ezzel belattuk, hogy
lacl?(a)| < sa.

Ha @ és b egy palyan vannak, akkor |acl”(a)| = |acl”(b)|, mert ha f egy a-t
b-re vivé automorfizmus, akkor flacl”(a)] = acl”(b). Ezért ekkor s, = s;. Végiil,
mivel A Ny-kategorikus, az 5.13 tétel szerint A automorfizmuscsoportjanak *A-n
vett palyainak van egy véges do,...,am—1 € "A reprezentansrendszere. Ezért az
s(k) = max{sa,, ..., Sa,,_, } vAlasztas megfelel a tétel allitasanak. |

6.53. Lemma. Legyen A minimdlis struktira, 7 € A véges sorozat és a,b € A. Ha
a és b transzcendens elemek i felett, akkor tp”(a/y) = tp™(b/y).

Bizonyitas. Ha nem igy lenne, akkor lenne olyan ¢ € Form(L;) mely a-ra tel-
jesiilne, de b-re nem. Mivel mindkét elem transzcendens j felett, ezért a ||i][4
és ||=v||* halmazok végtelen, definidlhaté, diszjunkt részhalmazai lennének A-nak,
ami A minimalitasa miatt lehetetlen. |

Emlékeztetiink ra, hogy Form,(L)-el azon L-formuldk halmazat jeloltiik, mely-
ekben legfeljebb a vy, ..., v,_1 valtozok szerepelnek. Tovabbéa A n-elemi rész B-ben,
ha egyrészt részstruktira benne, méasrészt minden ¢ € Form,(L)-re és minden A
feletti k értékelésre A = plk] < B = ¢kl

6.54. Tétel. Legyen A egy No-kategorikus, minimdlis L-struktira.

(1) Minden n € w-ra és minden véges X C A-ra van A-nak egy X -et tartalmazo
véges n-elemi része.

(2) Th(A) nem aziomatizdlhatd végesen.

Bizonyitas. (1) igazolasahoz tegyiik fel, hogy n és X rogzitett, és legyen s a 6.52
tételben koriilirt fiiggvény. Legyen X' egy X-et tartalmazo, legalabb s(n)+ 1 elemii
véges részhalmaz A-ban, és legyen Y = acl*(X’). Ekkor Y a 6.52 tétel szerint A egy
véges részhalmaza, mely zart 4 miiveleteire is: ha f egy k-valtozos fliggvényszimbo-
lum és a € *Y, akkor f(a) algebrai Y felett, mert ez az egyetlen elem, mely kielégiti
a v = f(a) formulat. Ezért a 6.50 lemma miatt f(a) € Y. Elég tehat megmutatni,
hogy Y egy n-elemi rész A-ban.
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Legyen (v, w) € Formy(L); az 1.13 (1) tétel szerint azt kell igazolni, hogy ha
y €Y és A E Jup(v,y),akkor van olyan b € Y, melyre A |= p(b, y). Tegyiik tehat
fel, hogy A = Jup(v, 1), és legyen a € A olyan elem, melyre A = ¢(a,y). Ha a al-
gebrai y felett, akkor, mivel Y algebrailag zart, a 6.50 lemma szerint a € Y és készen
vagyunk. Ellenkez6 esetben a transzcendens ¢ felett. A 6.53 lemma miatt ezért min-
den y felett transzcendens b elemre igaz, hogy tp(b/y) = tp*(a/y). Ezért o(v,7)
minden 7 felett transzcendens elemre teljesiil. Viszont |acl(7)| < s(n) < |Y], tehat
Y-ban is van egy y felett transzcendens b elem, ez az elem kielégiti p(v, y)-t.

(2)-hoz el6szor megjegyezziik, hogy A minimalitasa miatt A Morley-rangja 1,
és ezért A végtelen halmaz. Legyen minden n € w-ra ¢, az a formula, hogy ,van
legalabb n kiil6nb6z6 elem”. Mindegyik ¢, igaz A-ban. Ha most Th(A) végesen
axiomatizalhato lenne, akkor e véges sok axiéma konjunkciojat véve egyetlen for-
mulat kapnank, melynek (1) szerint lenne véges modellje is, vagyis e konjunkciobol
elég nagy n-re nem kovetkezne ¢,,. Tehat egy ilyen véges konjunkciébdl nem kovet-
kezhet minden 4-ban igaz formula. |

A 6.54 tétel érvényben marad Np-kategorikus, Ny-stabil struktirdk esetében is.
Ebben az altalanos esetben is kézponti szerepet jatszanak a miniméalis halmazok és
strukturak, valamint ezek algebrai, geometriai tulajdonsigai, az automorfizmuscso-
portjuk szerkezete, stb. E tulajdonsagokbol mutatunk be alabb egy keveset, melye-
ket kés6bb kozvetleniil is alkalmazunk majd algebrai problémak vizsgalatara.

6.55. Lemma. Legyen A egy minimdlis L-struktira. FEkkor acl® egqy geometriai
lezdrdst operdtor.

Bizonyitas. A 6.50 lemma miatt acl” algebrai lezarasi operator, ezért elég a 6.49
definicioban szerepl6 utols6 tulajdonsigot ellenérizni. Indirekt moédon tegyiik fel,
hogy a € acl*(X U{b}) —acl*(X) de b nem algebrai X U{a} felett. Mivel a algebrai
X U {b} felett, van olyan p(v,w) € Form(Lx) formula és n € w szam, hogy

(1) Ak e(ab)és | [lew, b4 = n;

b-nek ez az (1)-ben szerepld tulajdonsaga kifejezhets egy X U {a}-beli elemeket pa-
raméterként tartalmazoé elsérendii formulaval. Tovabbé indirekt feltevésiink szerint
b nem algebrai X U {a} felett, ezért végtelen sok olyan 0’ elem van A-ban, melyre
(1) teljesiil. Az (1)-nek eleget tevs O’ elemek halmaza X U {a} felett definidlhato,
ezért, A minimalitasa miatt (1) véges sok (mondjuk m darab) kivétellel A minden
b’ elemére teljesiil. Ez utobbi allitas azonban a-nak egy elsérendi tulajdonséaga,
melyet igy formalizdlhatunk:

(2) akarhogyan valasztunk kiilonboz6 by, ..., b, elemeket, legalabb egyikiikre
teljesiilni fog ¢ (a, b;) A | [|¢(v, by) ||| = n.
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Ez a formula csak X-beli paramétereket tartalmaz. Ugyanakkor ¢ nem algebrai
X felett, ezért végtelen sok @’ € A szintén kielégiti (2)-t. Ez, megint A minimalitasa
miatt azt jelenti, hogy véges sok, mondjuk %k darab kivétellel (2) teljesiil minden
a € A-ra.

Ha a € A, akkor legyen B(a) = {b € A: AW ¢(a,b) A | ||¢(v,b)]|*| = n}. Ha
a-ra (2) teljesiil, akkor |B(a)| < m.

Valasszunk most A-bél n+ 1 darab paronként kiilonbo6zé aq, ..., a,, elemet, mely-
ekre (2) teljesiil. Mivel B(ag) U ... U B(a,) legfeljebb (n + 1)m elemt, van egy
be A— (B(ag)U...UB(ay,)) elem. Ekkor minden i < n-re teljesiil, hogy

A= p(ai,b) A [le(v, ))[[4] = n.

Ez azonban lehetetlen, mert ay, ..., a,41 € ||(v, b)||* egy n + 1-elemii részhalmaz. B

Geometriai lezarési operdtorra talan a legalapvet&bb példa a kovetkezs. Legyen
V' egy vektortér (tetszéleges test felett) és minden X C V-re legyen ¢(X) az X
altal generalt altér. Ekkor, mint ismeretes, vagy akar konnyen ellendérizhets, ¢ egy
geometriai lezarasi operétor.

Legyen most c tetsz6leges geometriai lezarasi operator valamely V' halmazon,
és nevezzilk X C V-t zartnak, ha X = ¢(X). Ekkor az Osszes zart halmazokbdl
allo {c(X) : X C V} halmazrendszert pregeometridnak szokis nevezni. Koénnyen
atgondolhat6, hogy egy V halmaz részhalmazainak egy csaladja mikor azonos egy
geometriai lezarasi operator zart halmazainak rendszerével, igy a pregeometriakat
tisztan kombinatorikus modon is tudjuk jellemezni. A véges alaphalmazi pregeo-
metridkat matroidoknak is nevezik.

Legyen G C P(V) egy pregeometria V-n. G-t geometridnak nevezziik, ha ) € G
és minden a € V-re {a} € G, azaz, ha az iireshalmaz és V &sszes egyelemi részhal-
maza (pontja) zart halmaz. Egyeneseknek nevezhetnénk azokat a zart halmazokat,
melyek kételemi részhalmazok lezartjai; sikoknak nevezhetnénk a haromelemi hal-
mazok lezartjait. Bevezethetnénk a projektiv geometridkat: ezek azok a geometriak,
melyekben barmely két, kozos sikan fekvs egyenesnek van k6zos pontja. Végiil em-
lékeztetiink r&, hogy a D’esargues tétel szerint, ha két hiromszog perspektiv egy
pontra, akkor egy egyenesre is perspektivek. Ez nem teljesiil minden (el6bbi érte-
lemben vett) projektiv sikra (azaz olyan projektiv geometriara, melynek alaphal-
maza egy 3 elemi részhalmaz lezartja), viszont mindig teljesiil, ha a geometriank
legalabb 3 dimenzids (azaz van benne olyan 3 elemt részhalmaz, melynek lezartja
nem az egész alaphalmaz). Ha a D’esargues tétel teljesiil egy projektiv geometriara,
akkor az ,koordinatazhatd™ az ilyen geometridk (mint halmazrendszerek) testek fe-
letti projektiv terekbdl szarmaztathatok.

Ezzel geometriai természetd strukturak: pregeometridk, geometridk, projektiv
geometridk, D’esargues-féle projektiv geometridk egy hierarchiajat kapjuk.

143



E geometriak fontos szerepet jatszanak az Ny-stabil struktirak szerkezetének
leirasaban is, illetve modellelméleti technikak segitettek egyes geometriaosztalyok
teljes attekintésében. Ezek a kapcsolatok nagyon messzire vezetnek, mi itt mege-
légsziink annyi eredmény kiépitésével, amennyi tovabbi vizsgalatainkhoz sziikséges
lesz.

Az elébb idézett, D’esargues-féle geometridkra vonatkozd reprezentacios tétel is
kiemeli a vektorterek szerepét. Az alabbi definicok és lemmék mind vektortérbeli
konstrukciéink természetes altalanositasai.

6.56. Definicio. Legyen c eqy geometriai lezdrdst operdtor a V halmazon. Legyen
X C V. Azt mondjuk, hogy X zdrt halmaz, ha X = c¢(X). Tovdbbd Y generdlja
X-t, ha ¢(Y) = X. Az X halmaz figgetlen, ha minden a € X-re teljesil, hogy
a ¢ c(X —{a}). Az X-t generdls figgetlen halmazokat X bdzisainak nevezzik.

6.57. Lemma. Legyen c eqy geometriai lezdrdsi operdtor a V' halmazon és legyen
XCV.

(1) Ha Z C X fiiggetlen, akkor Z kiterjeszthetd X egy bdzisdvd.

(2) X bdzisainak azonos a szdmossdga; e kozds szdmossdgot hivjuk X dimen-
ziojdnak.

Bizonyitas. (1) bizonyitdsdhoz a Zorn-lemmét fogjuk alkalmazni. Legyen H =
{Y C X :Z CY ésY fiiggetlen }. Ekkor H-t a tartalmazés részbenrendezi. H
minden linearisan rendezett részhalmazanak uni6jat is tartalmazza, mert ha Hy C H
egy ilyen linearisan rendezett rész, akkor Z C UH, C X. Tovabba, UH| fiiggetlen is:
ha a € ¢(UHy — {a}) teljesiilne valemely a € UHy-ra, akkor mivel ¢ algebrai lezarasi
operator is, lenne olyan véges £ C UHy — {a}, melyre a € ¢(E). De H linearisan
rendezett, ezért lenne olyan G € H, melyre a € GG, E C G is fennall. Ez azonban
lehetetlen, mert G € H miatt G fiiggetlen.

A Zorn-lemma tehat alkalmazhaté H-ra, legyen I € H maximalis. Ekkor Y C [
és [ fiiggetlen. Azt kell igazolni, hogy I generalja X-t. Tegyiik fel, hogy ez nincs
igy. Ez azt jelenti, hogy van egy a € X — ¢(/) elem. [ maximalitdsa miatt
I'U {a} nem lehet fiiggetlen. Ez csak tugy lehet, hogy van egy b € I elem, melyre
bec((I—{b})U{a}). Azonban I fiiggetlen és c geometriai lezaréasi operator, ezért
ekkor a € ¢(I — {b} U {b}) = ¢(I) kovetkezne, ellentmondva a valasztasanak.

(2) igazolasadhoz indirekt modon tegyiik fel, hogy Y és Z két bazisa X-nek, és
hogy |Y| < |Z|. Elgszor vizsgaljuk azt az esetet, amikor |Z| végtelen. Mivel c¢
algebrai lezaréasi operator, Y minden y eleme benne van Z egy alkalmas véges Z,
részének generdtumaban. Ezért Y C ¢(Uyey Z,) és mivel Y generalja X-t,

(%) X =c(Y) = c(Uyey Zy).

Tovabba, ha Y véges akkor, U,y Z, is az, illetve, ha Y végtelen, akkor |Y| =
| Uyey Z,|. Mindkét esetben | Uyey Z,| < |Z|, ezért van egy z € Z — Uyey Z,. Ez
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viszont (*) miatt azt jelenti, hogy Z nem fiiggetlen.

Végiil azt az esetet vizsgaljuk, amikor Y és Z is véges. Megmutatjuk, hogy ha Y
nem részhalmaza Z-nek, akkor Z atalakithato egy olyan Z' bazissa melyre |Z| = | Z'|
és Y NZ| < |YNZ'| Ehhezlegyen y € Y — Z és sorolujk fel Z elemeit tugy, hogy
Z NY elemeit tessziik elére: Z = {2z, ..., 2,_1}. Mivel Z bazis, van egy legkisebb
i < n szam, melyre y € c¢({zo, ..., z;}). Tovabba, mivel YV fiiggetlen, y & c(()), ezért
y € c({z0, ..., zi}) — c({z0, ..., zi_1}). c egy geometriai lezarasi operator, ezért

(xx) 2z € ({20, -, 2im1, Y })-

Vegyiik még észre, hogy z; € Y, mert ellenkezs esetben a felsorolas vilasztasa miatt
20, ..., 2i—1 € Y kovetkezne, ami (%) miatt ellenkmondana annak, hogy Y fiiggetlen.
Legyen Z' = Z — {z;} U{y}. Vilagos, hogy |Z| = |Z'| és hogy |ZNY| < |Z'NY].
Ezért azt kell ellenérizni, hogy Z’ egy béazis. Az is nyilvanvald, hogy (#*) miatt
zi € ¢(Z') és igy persze Z C ¢(Z'). Ezért X = ¢(Z) = c(Z') azaz Z' az X egy
generatorrendszere. Most megmutatjuk, hogy Z’ fiiggetlen is.

Ha y € ¢(Z' — {y}) teljesiilne, akkor (k%) miatt

2z € ({20, 21, 9}) € e(e(Z" = {y})) = (2" = {y})

kovetkezne, vagyis, mivel 7' — {y} = Z — {z;}, azt kapnank, hogy Z nem fiig-
getlen.

Legyen most j # i és tegyiik fel, hogy z; € ¢(Z' — {z;}). Mivel Z bézis volt,
z; & c¢(Z' — {z;,y}) Emiatt, mivel ¢ geometriai lezarasi operator, y € ¢(Z’' — {y}).
Ez viszont lehetetlen az el6z6 bekezdés szerint.

Induljunk ki Z-bél, és az el6z6 gondolatmenet alapjan térjiink at a 2/, Z”,...
bézisokra egészen addig, mig Y teljes egészében része nem lesz valamelyik Z* bazis-
nak. Mivel |Z| = |Z*| > |Y|, van egy z € Z* —Y elem. Ez azonban lehetetlen, mert
mivel Y az X egy bazisa, z € ¢(Y), ugyanakkor Z* is bazis, ezért a Z* — {z} DO Y
halmaz lezartja nem tartalmazhatné z-t. |

6.58. Lemma. Legyen A és B két L-struktira és leqgyen f eqy elemi leképezés az
X C A ésY C B halmazok kizétt. Ekkor f kiterjeszthetd egy g : acl(X) — acl®(Y)
elemi leképezéssé.

Bizonyitas. Transzfinit rekurziéval konstrualjuk meg g-t. Legyen acl*(X) — X =
{a; : i < Kk}, legyen fy = f. Legyen j < k és tegyiik fel, hogy megadtuk méar elemi
leképezések egy nové (f; : i < j) sorozatat tigy, hogy minden i < j-re a; € dom(fii1)-
Ha j limeszrendszdm, akkor legyen f; = U<, f;. Legyen most j = ¢ + 1 rakovetkezd.

Ekkor a; algebrai X felett, tehat van olyan ¢(v,z) € Form(Lx) formula és
n € w, hogy A = ¢(a,z) és | ||¢(v,2)]]4| = n. Valasszuk -t gy, hogy a hozz4
tartozé n a lehetd legkisebb legyen. Egy ilyen ¢ formula a p = tp*(a;/X) tipust
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izolalja, hiszen ha egy ¥ € p formula nem kévetkezne p-bél, akkor ¢ A 1) egy a;-t
szintén tartalmazo, de n-nél kisebb halmazt definidlna A-ban. Mivel f; elemi leké-
pezés, a ¢ = fi(p) szintén izolalt tipus B-ben, és igy realizalhato6 is B-ben; legyen b
a g egy realizacioja. Végiil legyen f; az a kiterjesztése f;-nek, mely a;-t b-re képezi.
Vilagos, hogy igy elemi leképezést kaptunk.

Allitjuk, hogy g = f. a keresett leképezés. Az vilagos, hogy g egy acl”(X)-n
értelmezett elemi leképezés, csak az szorul magyarazatra, hogy ¢ értékkészlete az
egész acl®(Y) halmaz. Ezt igy gondolhatjuk 4t: legyen b € acl®(Y). Ekkor van
olyan ¢(v,y) € Form(Ly) formula és n € w hogy B = (b, %) és | ||e(v, 3]|®] = n.
Mivel f elemi leképezés, | ||o(v, f~H@)||A] = n. Ezért g a H = ||p(v, f~1(@))||A
halmazt (mely része acl*(f~1(y))-nak) injektiv modon képzi K = ||p(v,7)||5-be.
Mivel azonban |H| = |K| = n véges, gy : H — K injektivitasabol sziirjektivitasa
is kovetkezik. |

Most igazolunk egy, a 6.52 tétel megforditasaval kapcsolatos eredményt.

6.59. Tétel. Legyen A minimdlis L-struktira.

(1) Ha van olyan s : w — w fiigguény, hogy minden X C [A]<“-ra |acl*(X)| <
s(|X|), akkor A teljesen kategorikus.

(2) Tegyiik fel, hogy minden A-val elemien ekvivalens struktira minimdlis és k
olyan végtelen szdmossdg, hogy ha B =. A,|B| = k akkor minden X € [B|~"-ra
laclB(X)| < k. Ekkor Th(A) k-kategorikus.

Bizonyitas. Az (1) allitast vissza fogjuk vezetni (2)-re. Tehat (1) feltételei mellett
el6szor azt igazoljuk, hogy minden A-val elemien ekvivalens struktira minimalis.
Legyen ugyanis p(v,w) € Form(L) tetsz6leges, ahol w mondjuk n valtozobol all.
Ekkor A-ban, és igy minden vele elemien ekvivalens struktaraban igaz lesz, hogy

»Vw (ha van legalabb s(n) 4 1 kiilénb6z6 vy, ..., vs(n) elem, melyekre ¢(vy, w) A ... A
©(vs(ny, w), akkor legfeljebb s(n) kivétellel minden v-re teljesiil (v, w))”.

Emiatt minden, 4-val elemien ekvivalens struktiraban csak véges vagy kovéges hal-
mazok definidlhatok. S6t, ez a gondolat azt is mutatja, hogy ha B elemien ekvivalens
A-val, akkor B egy n elemii részhalmazanak algebrai lezéartja legfeljebb s(n) elemii.
Legyen most k > N, tetszGleges végtelen szamossag és legyen B =, A egy k szé-
mosségi modell. Ha X € [B]<" akkor acl®(X) = Uy¢xj<wacl®(Y). Ha X véges,
akkor ez utobbi halmaz legfeljebb s(|X|) elemt, ha X végtelen, akkor pedig |X]|
elemti. Ezért ha (1) feltevései teljesiilnek A-ra, akkor minden végtelen x-ra (2) fel-
tételei is teljesiilnek ré.

Ezért elég (2)-t megmutatni. Legyen most k tetszGleges végtelen szamossig,
mely eleget tesz (2) feltételeinek és legyenek B és C x szamossagi, A-val elemien
ekvivalens struktirak. A feltevéseink szerint B és C szintén minimélis. Ezért a 6.55
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lemma miatt acl® és acl® egyarant geometriai lezarasi operatorok. Tehat a 6.57 (2)
lemma miatt beszélhetiink B és C' (részhalmazainak) dimenzi6irél. B-nek (és ha-
sonloan C-nek is) « a dimenzidja, mert ha X C B egy fiiggetlen halmaz, és | X| <
akkor |acl®(X)| < k, szintén (2) feltevései szerint. Ezért B-ben (és hasonléan C-ben)
minden bazis k szamossagu.

A 6.57 lemma miatt léteznek X C B és Y C (' bazisok, és az el6z8 bekezdés
szerint létezik koztiik egy f bijekcio.

Allitjuk, hogy f elemi leképezés. Legyen ugyanis ¢(vo,...,vp_1) € Form(L)
tetszéleges formula. A szabad valtozok n szama szerinti indukciéval belatjuk, hogy
minden zg,...,x,—1 € X-re B = ¢(zg,....,2n-1) < C E ¢(f(x0),..., f(xn_1)). Ha
n = 0, vagyis -ben nincs szabad valtozé, akkor allitdsunk igaz, mert B és C
elemien ekvivalensek. Tegyiik most fel, hogy minden, n-nél kevesebb szabad val-
tozot tartalmazéd formuléra igazoltuk mar az allitast és legyenek zg,...,z, 1 € X
tetszGleges, paronként kiilonboz6 elemek. Tegyiik fel, hogy B = ¢(xq, ..., Typ_1).
Mivel X bazis, x¢ transzcendens {zy,...,z,_1} felett, ezért B minimalitdsa miatt
o(v,x1, ..., 1) legfeljebb véges sok, mondjuk m kivétellel minden B-beli elemre
teljesiil. Ez els6rendii formulaval leirhato, ezért indukciés feltevésiink értelmében C-
ben is p(v, f(z1), ..., f(zn_1)) legfeljebb m kivétellel fennall. Ezért e kivételek mind
algebraiak Yy = {f(z1),..., f(z,_1)} felett, vagyis, minden Yj felett transzcendens
elem kielégiti (v, f(x1),..., f(xn—1))-t. Mivel Y is bazis, f(z() transzcendens Y
felett, és ezért C = o(f (o), ..., f(zn_1)), ahogyan &llitottuk.

Végiil a 6.58 lemma segitségével f-et kiterjeszthetjiik egy B és C kozti elemi
leképezéssé. Ez a leképezés természetesen az atomi formuldkat is megérzi, ezért ez
a keresett izomorfizmus. |

Feladatok. 1. Legyen A Ny-kategorikus, minimalis struktiara. Igazoljuk, hogy
ha X C A egy bazis A-ban, akkor X elemei minden rendezés szerint megkiilonboz-
tethetetlenek.

2. Legyen V vektortér egy tetszGleges test felett, és legyen X C V egy bazis.
Igazoljuk, hogy X elemei minden rendezés szerint megkiilonbéztethetetlenek.

Az el6bbi bizonyitas szerint az olyan minimalis struktirakban, melyekben vé-
ges halmazok algebrai lezartjainak mérete véges marad és csak az eredeti halmaz
méretétdl fiigg, tetsz6leges bazisok kozti leképezés kiterjeszthets egy izomorfizmussa.
Ez egyrészt erésen emlékeztet (véges testek feletti) vektorterekkel kapcsolatos klasz-
szikus tételekre, masrészt azt sugallja, hogy a minimélis struktirak automorfizmus-
csoportjai nagyon nagyok.

A minimalis struktirak automorfizmuscsoportjainak tovabbi vizsgalataval foly-
tatjuk a fejezetet. Legyen GG egy permuticiécsoport az A halmazon. Ha X C A,
akkor G x-el jeloljiik G-nek azokat az elemeit, melyek A-t, mint halmazt, Gnmagara
képezik. (Itt nem arrél van sz6, hogy Gy elemei identikusan hatnanak X-n, hanem
csak arrdl, hogy Gx elemei X elemeit X-be viszik.) Vildgos, hogy Gy részcsoportja
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G-nek.

6.60. Definicié. Legyen G egy permutdcidcsoport az A halmazon. Azt mondjuk,
hogy G simdn approrimdlhato, ha egyrészt oligomorf, mdsrészt teljestl a kovetkezd:
minden n € w-ra és minden véges X C A-ra van olyan véges X CY C A, hogy
Gy-nak ugyanazok a pdlydi ™Y -n, mint az egész G-nek.

Ez a fogalom akkor érdekes, ha X végtelen. Egy (végtelen alaphalmazi) siméan
approximalhaté permutaciocsoport nagyon gazdag: azt hogy két véges sorozat azo-
nos palyan van, olyan permutaciok is tantusitjak, melyek hatéasai egy tetszéleges
modon elére adott véges halmazon végesek maradnak.

Feladatok. 1. Igazoljuk, hogy w-n a szimmetrikus csoport, mint permutaciécsoport
siman approximéalhato.

2. Legyen V végtelen dimenzids vektortér egy véges test felett és legyen G a
V invertalhato linearis leképezéseinek csoportja (a kompoziciéval, mint miivelettel).
Igazoljuk, hogy GG siman approximéalhaté permuticiécsoport.

6.61. Tétel. Legyen A egy No-kategorikus, minimdlis struktira. Ekkor A automor-
fizmuscsoportja simdn approxrimdlhato.

Bizonyitas. Az 5.13 tétel szerint Aut(A) oligomorf. Legyen most n € w rogzitett
és legyen X C A adott véges halmaz. Legyen Y = acl*(X), ez a 6.52 tétel miatt
véges. Azt fogjuk belatni, hogy ha a,b € ™Y olyan sorozatok, melyek aut(A) szerint
azonos palyan vannak, akkor van A-nak Y-t 6nmagéra, és a-t b-re képezd automor-
fizmusa.

Legyen a és b két ilyen sorozat, és tegyiik fel, hogy az f € Aut(A) automor-
fizmusra f(a) = b. Legyen fy = f lact4(a), €z nyilvan egy elemi leképezés A-ban,
melyre dom(fy) C Y. Meg fogjuk adni ilyen elemi leképezések egy szigoriian nove
sorozatat.

Tegyiik fel, hogy f; egy mar adott elemi leképezés, melyre dom(f;) C Y egy
algebrailag zart halmaz. Ha ez még nem az egész Y, akkor van egy a € Y — dom(f;)
elem, mely dom(f;) felett transzcendens. Mivel f; elemi leképezés, értelmezési tar-
tomanya és értékkészlete azonos tipusi. Ezért az 5.13 tétel szerint f; kiterjeszthets
egy g automorfizmussa. Vilagos, hogy a g(a) elem range(f;) felett transzcendens,
és hogy Y — range(f;)-ben is van egy range(f;) felett transzcendens b elem. A 6.53
lemma miatt tp*(g(a)/range(fi)) = tp™(b/range(f;)) ezért elemi leképezést kapunk,
ha f;-t agy terjesztjiik ki, hogy a-t a kiterjesztés b-be vigye. E kiterjesztés a 6.58
lemma miatt kiterjeszthets egy acl(dom(f;) U{a})-n értelmezett elemi leképezéssé;
ez legyen fi.q.

Mivel Y véges, az el6z6 bekezdésben megadott leképezés-sorozat valamelyik f;
eleme az egész Y-n értelmezve lesz. Megint, mivel f; elemi leképezés, dom(f;) és
range(f;) tipusa azonos, ezért az 5.13 tétel miatt f; kiterjesztheté A egy h auto-
morfizmusava. FEz a h automorfizmus Y-n tgy hat, mint f;, azaz Y-t sajitmagara
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képezi. Végiil, mivel fy C f; C h, azt kapjuk, hogy h(a) = h(b). |

A 6.61 tétel szintén érvényben marad Np-stabil, No-kategorikus struktirakra is:
minden ilyen struktiranak siman approximéalhaté az automorfizmuscsoportja. En-
nek a megforditasa nem igaz: vannak olyan nem Ng-stabil struktirdk, melyeknek
szintén siman approximalhat6é az automorfizmuscsoportja.

Az w-n megadhat6 siman approximalhaté permutaciécsoportok teljesen le van-
nak irva: van 7 darab (egyenként végtelen sok ilyen csoportot add) konstrukcios
mod, melyek w Gsszes siman approximélhaté permutéicidocsoportjat megadjak. Ezek
kozott vannak nagyon érdekes, furcsa csoportok is.

Mint mar emlitettiik, a Zilber, Cherlin, Harrington, Lachlan tétel szerint az N,-
kategorikus, Ny-stabil struktirdk elméletei nem axiomatizalhatok végesen. Ennek
igazolasa a kovetkez&képp torténik. Meg lehet mutatni, hogy minden ilyen struk-
tura alaphalmazénak (mint definidlhaté halmaznak) véges a Morley-rangja, és a
Morley-rang szerinti indukciét alkalmazhatunk. Az els6 nemtrividlis lépés a 6.54
tétel igazolasa. A 6.47 lemmat segitségiil hivva, minden Ny-stabil struktiraban tala-
lunk egy minimélis halmazt. E halmazhoz tartoz6 pregeometridkat osztélyozva atte-
kinthet6k az 1-el nagyobb Morley-rangt halmazok szerkezete, aztan a 2-vel nagyobb-
aké, és igy tovabb. Az attekintés sordn erdsen hasznaljuk a minimalis struktirak
automorfizmuscsoportjainak szerkezetét; ezek segitségével, szinte melléktermékként
olyan struktiratételeket is nyeriink, mely az Ny-kategorikus, R-stabil modellek fi-
nomszerkezetét is leirjak. Az indukcios 1épésben az ,algebrai fiiggés” fogalménak
altalanositasa kozponti jelent&ségii, mely egyben sok tovabbi vizsgéilati irany kiin-
dulépontja is. Ezért, habar ebben a jegyzetben nem fogjuk hasznalni (csak késGbbi
valtozataiban), ezt a definiciot idézziik az alabbiakban.

Legyen A egy Ng-stabil L-struktira és legyen X CY C A. Legyen p € SA(Y). A
plx € SA(X) tipust igy definidljuk: p|x = {¢ € Form(Lx) : ¢ € p}. Azt mondjuk,
hogy p eldgazik (angolul ,forks”) X felett, ha p Morley-rangja szigorian kisebb, mint
p|x Morley-rangja. Végiil az a € A elem fiiggetlen X felett Y-t6l, ha tp*(a/Y) nem
agazik el X felett.

E fiiggetlenségfogalom Ny-stabil struktirakban kiilondsen szépen viselkedik és to-
vabb altalanosithaté gyengébb stabilitas-feltételeknek eleget tevd esetekre is; ezek az
altalanositasok szintén kozponti szerepet jatszanak tovabbi modellelméleti vizsgéla-
tokban.

Végiil megjegyezziik, hogy nem Ny-kategorikus de W;-kategorikus, végesen axio-
matizalhato elméletre Paljutyin adott példat.
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6.5. Algebrai Alkalmazasok

A korabbi fejezetekben tobbszor utaltunk ra, hogy néhany modellelméleti fo-
galom definiciojat klasszikus algebrai fogalmak motivaljak, illetve modellelméleti
eredményeink némelyike az algebraiak altalanositasainak tekinthet6k. Ebben a fe-
jezetben a forditott kapcsolatot vizsgéaljuk: példakat adunk arra, hogy a jegyzetben
kiépitett technikdk segitségével hogyan vizsgalhatok algebrai (elsGsorban testekkel
kapcsolatos) kérdések. Itt csak néhany érdekes tovabbi kapcsolatra szeretnénk fel-
hivni a figyelmet, nem célunk a teriilet szisztematikus bemutatasa.

A technikai elGkészitések utan elGszor Steinitz klasszikus tételét igazoljuk majd:
adott karakterisztikdji, megszadmlalhaténal nagyobb szidmossagt algebrailag zart
testek izomorfizmus erejéig egyértelmiiek (modellelméleti terminolégiaval: az ilyen
testek elmélete minden k > N, szdmossagon kategorikusak). Ezutan igazoljuk majd
a Lefschetz-elvet, mely durvan szolva azt mondja ki, hogy egy els6rendd formula
akkor és csak akkor igaz a komplex szdmok testében, ha végtelen sok kiilonb6zé p
primszamra igaz algebrailag zart p karakterisztikaju testekben. A Lefschetz-elv al-
kalmazasaképpen egy komplex algebrai sokasadgokra vonatkozo, algebrai geometriai
lemmaét igazolunk. Végiil, érdekességképpen véazoljuk Hilbert Nullhelytételének egy
egyszerd modellelméleti bizonyitasat.

Kezdjiik a technikai el6késziiletekkel. Emlékeztetiink ra, hogy egy F test akkor
és csak akkor algebrailag zart, ha minden F feletti legalabb els6fokti polinomnak
van gyoke F-ben. Ez a gyfirtik nyelvén végtelen sok formulaval leirhat6é (minden
n € w-ra 1-1 formulaval kifejezhetjiik, hogy a legalabb els6foki és legfeljebb n-
edfokt polinomoknak van gyoke).

6.62. Lemma. Jeldljik L-el a testek nyelvét és legyen F egy algebrailag zdrt test.
Legyen A C F és legyen a,b € F két azonos hosszisdgu véges sorozat. Ekkor a
kovetkezd dllitisok ekvivalensek.

(1) F-ben a-ra és b-re ugyanazok a kvantormentes Form(L 4)-beli formuldk igazak.

(2) F-nek van olyan A feletti (azaz A-t elemenként fizen hagyd) automorfizmusa,
mely a-t b-re képezi.

(3) tp”(a/A) = tp* (b/A).

Bizonyitas. ElGszor is, legyen A’ az A altal generélt résztest. Ekkor A’ minden
eleme az L nyelv egy termjének értéke valamilyen A-beli sorozaton, ezért minden
Form(Ly/)-beli formulaban az A’ — A-beli paramétereket az el6bbi termekre cserélve
az eredetivel F-ben ekvivalens, Form(L4)-beli formulat kapunk. Ezért A-t esetleg
A'-re cserélve feltehetjiik, hogy A részteste F-nek.

(1) = (2) igazolaséhoz tegyiik fel, hogy (1) igaz. A sorozatok hossza szerinti
indukeot alkalmazunk; elGszor tegyiik fel, hogy a = @ és b = b egy-egy eleme F-nek.
Ha a transzcendens A felett, akkor egyetlen Alx]-beli polinomnak sem gyoke, és ez
kifejezhetd (végtelen sok) Form(La)-beli kvantormentes formulaval. Ezért ekkor b
is transzcendens A felett. A transzcendens testb&vitések unicitési tétele miatt van
egy A feletti a-t b-re képezd izomorfizmus A(a) és B(a) kozott. Mivel F algebrailag
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zart, ez az izomorfizmus kiterjeszthet6 F egy automorfizmusava. Ha a algebrai A
felett, akkor legyen A feletti minimalpolinomja p. Mivel b azonos A feletti kvnator-
mentes formulakat elégit ki, b is gyoke p-nek. Ezért b is algebrai A felett, legyen ¢ a
miniméalpolinomja. Hasonléan, a gyoke ¢g-nak, ezért p és q A feletti irreducibilitasa
és 1-re normélt f6eggyiithatoik miatt p = q. Ezért most az algebrai testbovitések
unicitastétele miatt van egy A feletti, a-t b-re képez§ izomorfizmus A(a) és A(b)
kozott, mely F algebrai zartsaga miatt kiterjeszthet§ F egy automorfizmusava.

Tegyiik most fel, hogy allitasunk n hosszu sorozatokra igaz és a = a~a’,b = bl
ahol @ és b’ hossza n. Ekkor F-nek van egy A feletti, a’-t b'-re képezd f au-
tomorfizmusa. Ezért a~a’ és f(a)"b ugyanazokat a kvantormentes formulakat
elégitik ki A felett. De ekkor f(a) és b szintén ugyanazokat a kvantormentes for-
muldkat elégiti ki A(b) felett és igy az el6z6 bekezdés szerint van egy A(b) feletti
g A(V)(f(a)) — A()(b) izomorfizmus, mely f(a)-t b-re képezi. Mivel F algebrai-
lag zart, ¢’ kiterjeszthet6 F egy ¢g automorfizmusava. Végiil a g o f automorfizmus
A-t elemenként fixen hagyja és a-t b-re képezi.

(2) = (3) a 6.4 lemma miatt igaz (mely egyébként az 1.9 tétel dtfogalmazasa) és
(3) = (1) nyilvanvalo. |

Testek esetében az algebrai lezartat kétféleképp is érthetjiik: egyszrészt klasszi-
kus értelemben, méasrészt pedig a 6.48 definici6 szerint, modellelméleti értelemben.
Ezért egy F test X részhalmaza felett (algebrai értelemben vett) algebrai elemei-
nek osszességét AC'L” (X)-el, modellelméleti értelemben vett algebrai lezartjat, mint
eddig is, acl” (X)-el fogjuk jeldlni.

6.63. Tétel. Legyen F algebrailag zdrt test, jeloljik L-el e test nyelvét.
(1) Minden Form(Lp)-beli formula F-ben ekvivalens egy kvantormentes
Form(Lp)-beli formuldval.
(2) F minimdlis struktira.
(3) acl” = ACL”.

Bizonyitas. (1) igazolasahoz tegyiik fel, hogy ¢(v,¢) € Form(Lp) és legyen G az
F egy Ny-szaturalt elemi bévitése. Legyen & = {1(v) € Form(L;) : 1 kvantormen-
tes és F = o(v,¢) — ¥(v)}. Allitjuk, hogy ® U {—¢} ellentmondésos. Ellenkezs
esetben ugyanis lenne egy b € GG, mely realizalna ezt a formulahalmazt. Legyen o a
G-ben b-re teljesiils dsszes kvantormentes Form(Le)-beli formulédk halmaza. Ekkor
o U {p} végesen realizdlhaté G-ben, mert kiilsnben b olyan kvantormentes formula-
kat is kielégitene, melyek negaltjai kovetkeznének -bél, tehat a negaltak lennének
®-ben, ami b valasztdsa miatt lehetetlen. Ezért van olyan ¢ € G, ami o U {¢}-t
realizalja. De ekkor G-nek a 6.62 lemma miatt van &t b-re képezd automorfizmusa
és ezért az 1.9 tétel miatt G = (b) kdvetkezne ellentmondva b vélasztasanak.
Végiil azt figyeljiik meg, hogy ® egy véges részébsl kovetkeznie kell p-nek, ellen-
kez6 esetben ® U {—p} minden véges része (és igy ez az egész halmaz) realizalhato
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lenne G-ben, ellentmondva az el6z6 bekezdésnek. E véges részhalmazban szerepld
formulak konjunkciojat véve kapjuk a ¢(v,¢)-vel F-ben ekvivalens kvantormentes
formulat.

(2) igazolasahoz legyen F' az F tetszéleges elemi bévitése. Elgszér figyeljiik meg,
hogy ha egy halmaz a testek nyelvén definidlhaté F’-ben, akkor a gytirik nyelvén
is az. A gytriik nyelvén az 1 szabad valtozot és esetleg F’-beli paramétereket tar-
talmaz6 atomi formuldk mind ekvivalensek egy p(v) = 0 alakd formulaval, melyben
p € F'[x] egyvaltozos polinom. Ennek az algebra alaptétele szerint véges sok gyoke
van (vagy F’ minden eleme gyoke neki). Ezért az ilyen formulak altal definialt hal-
mazok végesek (vagy az egész F'). Most vegyiik észre, hogy F’ véges vagy kovéges
részhalmazainak metszete, unidja és komplementuma is véges vagy kovéges. Ezért
F'-ben egyvaltozos kvantormentes formulaval csak véges vagy kovéges halmazok de-
finidlhatok. Végiil legyen ¢ € Form(Lg:) tetsz6leges 1 szabad valtozot tartalmazo
formula. (1) miatt ez F'-ben ekvivalens egy kvantormentes formulaval, melyrél lat-
tuk méar, hogy véges vagy kovéges halmazt definial. Ezért F minimalis struktira.

(3)-hoz tegyiik fel, hogy X C F ésa € ACL” (X). Ekkor van (az X altal generalt
test felett) egy p nem azonosan nulla polinom, melynek a gyoke. Ez formuléval ki-
fejezhetd, és mivel p-nek csak véges sok gyoke van, ezért a € acl” (X). Forditva, ha
a € acl” (X), akkor akkor van egy ¢(v,Z) € Form(Lx) formula és n € w tigy, hogy
F E ¢la,z) és | ||o(v,7)||7| = n. Az el6bb igazolt (1) szerint ¢ ekvivalens egy
kvantormentes formulaval, mely esetleg az X altal generélt résztest elemibdl véges
sokat paraméterként tartalmazhat. Nevezziik literalnak a 0-ra rendezett polinom-
egyenleteket, illetve ezek tagadasait. Konnydi meggondolni, hogy ¢ ilyen literalok
diszjunkciéinak konjunkcidjaval ekvivalens. Mivel o véges halmazt definiél, legalabb
az egyik konjunkcids tag szintén véges halmazt definiadl. Az ebben szerepl§ literalok
csak egyenletek lehetnek (vagyis nem lehetnek egyenletek tagadésai), mert az egyen-
letek tagadésai végtelen halmazokat definidlnak. Ez mutatja, hogy a gyoke egy, az
X &ltal generalt test feletti nemtrivialis polinomnak, azaz a € ACL” (X). |

Feladat. 1. Legyen F algebrailag zart test és legyen X C F'. Igazoljuk, hogy X
modellelméleti értelemben akkor és csak akkor bazisa F'-nek, ha X egy transzcen-
dencia bazis, azaz olyan generdtorrendszer, melynek minden eleme transzcendens a
tobbi altal generalt test felett.

Most igazoljuk Steinitz klasszikus tételét.

6.64. Tétel. (Steinitz.) Az adott karakterisztikdji, nem megszdmldlhato algebrailag
zdrt testek izomorfia erejéig egyértelmien léteznek.

Bizonyitas. Csak az unicitassal foglalkozunk; az egzisztenciat algebrai tanul-
méanyainkbol ismertnek tekintjiik, és implicit médon eddig is hasznaltuk mar. Legyen
Kk > Ny tetsz6leges szamossag és legyenek F és G azonos karakterisztikaju, algebrai-
lag zart xk szamossagu testek. Ha X € [F]<“ akkor a 6.5 (1) tétel bizonyitasa szerint
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S7(X) megszdmlalhato. X felett azonos tipusii, X felett algebrai elembdl csak véges
sok van, mert ezek benne vannak ugyanabban a véges, X felett definialhato relacio-
ban. Ezért F' (és hasonloéan () véges részhalmazai felett csak megszamlalhato sok
algebrai elem van.

A 6.59 tétel mintajara konstrualunk egy izomorfizmust a két test kozott. Legyen
F={a:1<kr}ésG={b i<k} Mivel F és G azonos karakterisztikajiak,
primtesteik kozott van egy fy izomorfizmus. Tegyiik fel, hogy j < k és definidltuk
mar az (f; : i < j) leképezések egy novs sorozatat, melyekre teljesiil, hogy minden
1 < j-re:

|dom(fi)| < |i| + Ro egy résztest,

{ar : k < i} Cdom(f;),

{br : k < i} Crange(f).

Ha j limeszrendszam, akkor legyen f; = U;;f;, erre nyilvan teljesiilnek az elgbbi
kirovasok. Végiil tegyiik fel, hogy j = i + 1 rdkovetkezd. Feladatunk f;-t ugy
kiterjeszteni, hogy a; bekeriiljon a kiterjesztés értelmezési tartomanyaba és b; az
értékkészletébe.

Ha a; € dom(f;), akkor legyen g = f;. FEgyébként a; vagy algebrai, vagy
transzcendens dom(f;) felett. Az els§ esetben legyen p az a; dom(f;) feletti mi-
nimélpolinomja; f;(p)-nek van egy b gyoke G — range(f;)-ben. Az algebrai test-
bévitések unicitastétele miatt f; kiterjeszthet6 egy olyan g izomorfizmussa, melyre
dom(g) = dom(f;)(a;) és g(a;) = b. Ha a; transzcendens dom(f;) felett, akkor te-
kintsiik range( f;) algebrai lezartjat G-ben. Mivel |f;| < |i| + Ny, ez az algebrai lezart
kisebb, mint k, ezért van egy b transzcendens elem G —range( f;)-ben. Mint elébb, a
transzcendens testbdvitések unicitastétele miatt f; kiterjeszthets egy dom(f;)(a;)-n
értelmezett, a;-t b-re képezd izomorfizmussa.

Az el6z6 bekezdésben leirtakat alkalmazzuk g inverzére és b;-re, az eredményiil
nyert kiterjesztés legyen f;. Ez eleget tesz kikotéseinknek. Végiil f,. lesz a keresett
izomorfizmus. |

Feladatok. 1 (csak algebristaknak, test-elmélet specialistdknak). Adjunk kovzet-
len bizonyitast arra, hogy két azonos karakterisztikaju algebrailag zart test elemien
ekvivalens.

2 (minden érdekl6dének). Az el6bbi feladat segitségével adjunk Steinitz el6zé
tételére egy masik rovid bizonyitast a 6.59 (2) tételt alkalmazva.

Az algebrailag zart testek nem Ny-kategorikusak. Legyen ugyanis F a racionéalis
test algebrai lezartja, és legyen G az a test, melyet F-bdl tigy kapunk, hogy ad-
jungalunk hozza egy transzcendens elemet és ennek vessziik az algebrai lezartjat.
Vilagos, hogy F és G is 0 karakterisztikaju megszamlalhato, algebrailag zart test.
Mégsem izomorfak, ugyanis minden racionalis szam definidlhaté benniik, ezért ha
f G — F egy izomorfizmus lenne, akkor f identikus lenne a racionélis szamok
halmazan. Tovabba f raciondlis szdmok felett algebrai elemeket csak ilyen elemeken
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vehet fel értékiil. Ezért f|r méar sziirjektiv lenne, tehat a G-beli extra” transzcen-
dens elemnek nem talalunk képet.
Most igazoljuk a Lefschetz-elvet.

6.65. Tétel. (Lefschetz-elv.) Legyen ¢ egy elsérendi formula (a gyirik nyelvén).
Ekkor a kovetkezd két dllitds ekvivalens.

(1) A komplex szamok testében igaz .

(2) Végtelen sok primszimra teljesiil, hogy ¢ igaz valamely p-karakterisztikdju
algebrailag zdrt testben.

Bizonyitas. Minden ¢ € w-ra legyen A; egy p; karakterisztikaji, megszamlal-
hato algebrailag zart test, ahol a p;-k paronként kiilénb6z6 primszamok. Legyen U
egy regularis ultrasziir6 w-n és legyen A = Il;c, A;/U. A 2.29 tétel szerint ekkor
|A] = 2% és mivel véges sok kivétellel egyik A;-nek sem p; a karakterisztikdja, ezért
A 0-karakterisztikaju. Ezért a 6.64 tétel miatt a komplex szamok teste izomorf A-
val.

Ha tehat (1) teljesiil, akkor az el6bbi izomorfizmust és a 2.19 tételt (Los tételét)
hasznalva adodik (2). Forditva, ha (2) igaz, akkor a ¢-t kielégit véges karakterisz-
tikaja testek megszamlalhato elemi részeire attérve és ezek ultraszorzatat képezve
az el6z6 bekezdés szerint, a komplex testtel izomorf testet kapunk. Mivel a felsorolt
konstrukciok ¢ igazsdgat megérzik, (1) is teljesiilni fog. |

A fejezetet a Lefschetz-elv egy algebrai geomoetriai alkalmazaséaval folytatjuk.
Legyen F egy test, egy F feletti sokvaltozds polinom gyokeinek halmazat algebrai
sokasdgnak nevezziik. Polinomleképezésen egy olyan f : "F — ™F fiiggvényt
értiink, melyhez vannak olyan py, ..., p,,—1 n-valtozos polinomok, hogy minden = €

"F-re f(i‘) = <p0(j‘), "'7pm—1(j)>'

6.66. Tétel. A komplex szdmok teste felett, ha [ egy polinomleképezés, mely a V
algebrai sokasdgot injektiven képezi sajitmagdba, akkor f szirjektiv is V-n.

Bizonyitas. Az f polinomleképezés V-vel egyiitt véges sok polinommal leirhato, e
polinomoknak 6sszesen mondjuk n darab egyiitthat6ja van. Ha n-et rogzitjiik, akkor
allitasunkat egy V3-formulaval formalizalhatjuk: akarhogy is vesziink n elemet, ha
az ezekbdl az igy és igy definialt polinomleképezés az igy és igy definialt sokasagot
injektiven képzi sajatmagaba, akkor sziirjektiv is”. Ezért azt kell igazolnunk, hogy
minden n-re igazak az el6bbi alaki V3-formulak.

Rogzitsiik n-t és egy el6z6 alaki ¢ formulat. A 6.65 Lefschetz-elv szerint azt
kell belatni, hogy ¢ végtelen sok véges karakterisztikaju testben igaz. Legyen p tet-
szGleges és legyen A, egy megszamlalhato, p-karakterisztikaja algebrailag zart test;
megmutatjuk, hogy ¢ igaz A,-n.

Ha B egy véges test, akkor ezen ¢ igaz, mert véges V' halmazokon minden V-t
sajatmagéaba képzs injektiv fiiggvény sziirjektiv is. Legyen A, = {a; : i < w} és
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legyen B; az {ay, ...,a;—1} elemek altal generalt résztest A,-ben. Mivel A, karakte-
risztikdja véges, ezért mindegyik B; véges és igy igaz rajta . Végil A, = U;c,B; és
az 1.19 tétel miatt ez a lancképzés megérzi a V3-formulak igazsagat. Ezért A, = ¢,
ahogy allitottuk. ]

Végiil Hilbert Nullhelytételének egy modellelméleti bizonyitasat vazoljuk.

6.67. Tétel. (Hilbert Nullhelytétele.)

Legyen F algebrailag zdrt test, I C Flxy,...,z,| egy nemirividlis idedl és f €
Flx1,...,x). Ha f minden olyan pontban eltinik, melyben I minden eleme elti-
nik, akkor van olyan k € w melyre f* € I.

Bizonyitas. Csak vazoljuk a bizonyitast. Tegyiik fel, hogy nem igaz az allitas. Ek-
kor a Zorn-lemma miatt van olyan J maximalis /-t tartalmaz6 ideal, mely egyetlen
k € w-ra sem tartalmazza f*-t. Igazolhato, hogy ez a J egy primideél (azaz, ha egy
szorzat benne van, akkor valamelyik tényezs is benne van). Ezért Flxq, ..., x,]/J egy
integritasi tartomany, legyen G ennek az integritasi tartomanynak a hanyadosteste
és legyen H a G algebrai lezartja. Ekkor z gydke I minden elemének, de mivel f*
egyetlen k € w-ra sincs [-ben, ezért * nem gyoke f-nek. Ismert, hogy J végesen ge-
neralt ide4l, mondjuk a py, ..., p, polinomok generaljak. A 6.63 (1) tétel miatt H-ban
minden formula ekvivalens egy kvantormentessel; ezt hasznalva igazolhato, hogy F
elemi része H-nak. Ezért F-ben is van olyan a mely nem gyoke f-nek, de gyoke
mindegyik p,-nek. Mivel {py,...,p.} generalja J-t és [ C J, ezért a-n [ mindegyik
eleme eltiinik, de f nem, ez ellentmond a feltevésnek. |

A modellelméleti modszerek algebrai geometriadban val6 alkalmazasa jelenleg is
aktiv teriilet. Hrushovski és Pillay munkassaga nyoméan nagyon sok tovabbi kap-
csolatra deriilt fény. Példaul, ha V irreducibilis algebrai sokasig egy algebrailag
zart test felett, akkor V' definidlhaté halmaz, ezért a 6.5 (1) és 6.36 tételek és a
6.38 definici6 miatt V-nek van Morley-rangja. Ez pontosan a V-n elting polino-
mok (prim)ideéaljanak Krull-dimenzidja (azaz az a legnagyobb szdm, amilyen hosszi
szigorian n6évé primideél-sorozat van, melynek az elgbbi ideal az els6 (legkisebb)
eleme).

A témakor szisztematikus tanulmanyozésa meghaladja a jegyezet kereteit, az ér-
dekl6ds olvasonak [2]-t ajanljuk; ebben részletesen ismertetik, hogyan oldotta meg
Hrushovski modellelméleti modszerekkel az algebrai geometria egyik nevezetes régi
problémajat, az igynevezett Mordell-Lang sejtést. Ennek az eredménynek csak mo-
dellelméleti, stabilitaselméleti moédszereket hasznal6 bizonyitasai ismertek.
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6.6. Kitekintés

Ebben a fejezetben a modellelmélet néhany tovabbi vizsgélati irdnyat vazoljuk,
és kiegészitjiik, perspektivaba helyezziik eddigi eredményeinket. A kategoricitas fo-
galménak altalanositasaval, a spektrum-fiiggvény bevezetésével kezdjiik. Ezutéan
igazoljuk Vaught tételét: egyetlen teljes és megszamlalhatoé 7' elméletre sem teljesiil,
hogy pontosan két nem izomorf megszamlalhatéan végtelen modellje van. Ismertet-
jik Ehrenfeucht példajat is: van olyan 7" elmélet, melyre teljesiil, hogy pontosan 3
nem izomorf megszamlalhatéan végtelen modellje van. A jegyzet befejezéseképpen
Shelah klasszifikdcios programjat és ennek jelentGségét tekintjiik at.

6.68. Definicid. Legyen T egy elmélet és k egy szdmossdg. Ekkor I(T,k) a T,
pdronként nem izomorf, k szdmossdgi modelljeinek szdmossdaga. I-1 spektrum-fiigg-
vénynek nevezzik.

Ezek szerint a T elmélet pontosan akkor Ro-kategorikus, ha [(7T,Rq) = 1, illetve
Morley kategoricitas-tételét (pontosabban a 6.35 kévetkezményt) tugy is fogalmaz-
hatjuk, hogy megszdmlalhaté nyelven adott 7' elméletre és tetszéleges k > Ng-ra
I(T,Ny) =1 és I(T,x) = 1 ekvivalensek. Az I spektrum-fiiggvénynek sok érdekes
tulajdonsiga van, most egy elGkésziileti lemma utan Vaught tételét igazoljuk.

6.69. Lemma. Legyen T eqy teljes elmélet a megszimldlhato L nyelven. T-nek
akkor és csak akkor van megszimldlhato szaturdlt modellje, ha minden n € w-ra
teljesiil, hogy |Sn(T)| < N,.

Bizonyitas. Ha T-nek C egy megszamlalhaté szaturalt modellje, akkor minden
n € w-ra minden p € S,(T) realizalhat6 C-ben. Mivel C megszamlalhato, ezért
Sn(T) is megszamlalhato.

Forditva, most azt tegyiik fel, hogy minden n € w-ra |S,(T)| < W,. Legyen
D = T egy Np-szaturalt modell és legyen Dy ennek egy megszamlalhaté elemi része.
Tegyiik fel, hogy n < w és definidltuk mar D megszamlalhato elemi részeinek egy
(Dj,j < n) elemi lancat ugy, hogy minden j < n-re D;; szaturalt D; felett. Tet-
sz6leges X € [D,|= esetén |ST(X)| < \Sﬂlw(@)\ = |S141x|(T)| és ez utébbi meg-
szamlélhato. Ezért D,, minden véges részhalmaza felett csak megszamlélhato sok
tipus van és D Ny-szaturdltsaga miatt ezek mindegyike realizalhaté D-ben. Mivel
[[D,]<®] = Ny, ha D,, minden véges részhalmaza felett minden tipust realizélunk,
ez Osszesen megszamlélhato sok elem. Vegyiik e realizaciokat D,-hez, és ezzel a bé-
vebb halmazzal generaljunk D-ben egy megszamlalhat6 elemi részt, ez legyen D, ;.
Ekkor a 2.43 (1) tétel szerint a (D,, : n < w) lanc limesze Ny-szaturalt lesz, és mivel
mindegyik D,, megszamlalhato, e limesz maga is megszamlalhaté. Tehat e limesz T’
egy megszamlalhaté szaturalt modellje. |

6.70. Tétel. (Vaught). Legyen L megszimldlhatd nyelv és T teljes elmélet L-ben.
Ekkor 1(T,X,) # 2.
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Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy T-nek mégis pontosan kett6 nemizomorf
megszamlalhato modellje van; legyenek ezek A és B. Legyen D = T Ng-szaturalt.
Legyen n € w tetszéleges. Ha p € S, (T') akkor p realizalhatéo D-ben, a realizacié
benne van D egy megszamlalhat6 elemi részében, ez az elemi rész pedig vagy A-val
vagy B-vel izomorf. Ezért S, (7") minden eleme realizalhato T' egy megszamlalhato
modelljében. Mivel ilyenbél izomorfizmus erejéig csak kett van, |S,(T)| = R. Igy a
6.37 definicio el6tti feladat szerint .S, (T)-ben az izolalt pontok halmaza stiri. Ezért
a 4.8 tétel miatt T-nek van megszamlalhaté atomos modellje.

A 6.69 lemma miatt T-nek van megszamlalhato szaturalt modellje, legyen ez A.
A 2.44 tétel miatt ebbe 7" minden megszdmlalhaté modellje elemien bedgyazhato.
Ezért, ha A atomos lenne, akkor (az atomos modellek definici6ja miatt) 7" minden
megszamlalhaté modellje atomos lenne, és igy az atomos modellek 4.9 unicitastétele
miatt T' No-kategorikus lenne. Ezért 4 nem atomos. Mivel azonban a bizonyitas elsé
bekezdése szerint T-nek van megszamlalhaté atomos modellje is, ez csak az A-val
nem izomorf B lehet.

A bizonyitas tovabbi részében meg fogjuk konstrualni 7" egy olyan megszamlal-
hat6 modelljét, mely nem szaturédlt és nem atomos. E harmadik modell tehat sem
A-val, sem B-vel nem lesz izomorf, ellentmondva I (7', Xy) = 2-nek.

Mivel A nem atomos, realizalhaté benne egy nem izolélt tipus is, mondjuk a € "A
olyan, hogy tp*(a/0) nem izolalt. Ekkor az A" = (A, a) szintén megszamlalhato
szaturalt struktira, ezért a 6.69 tétel miatt minden n-re S, (Th(A")) megszamlal-
hato és igy ezekben a terekben a 6.37 definici6 el6tti feladat szerint az izolalt pontok
halmaza stird. Ezért a 4.8 tétel miatt Th(A™)-nak van egy C* = (C, ¢) megszam-
lalhato atomos modellje. Vildgos, hogy C = T. Allitjuk, hogy ez T harmadik
megszamlalhaté modellje.

C nem lehet atomos, mert tp©(¢/0) = tp*(a/0), ez a tipus tehat Sjz)(T)-ben nem
izolalt.

Tovabba ha C™ Ny-kategorikus lenne, akkor az 5.13 tétel miatt Aut(C*) auto-
morfizmuscsoportja oligomorf lenne. Mivel Aut(CT) < Aut(C), ebbdl az kiovetkezne,
hogy C, és igy T No-kategorikus lenne. Ezért CT nem Ny-kategorikus. Vegyiik észre,
hogy C* nem lehet szaturalt a kovetkezék miatt.

Ha ugyanis C* szaturalt lenne, akkor a 2.44 tétel miatt C™ N;-univerzalis lenne.
Ezért, C™ atomosséga miatt és az atomos modellek definicioja miatt, Th(C*) minden
megszamlalhaté modellje atomos lenne, és igy az atomos modellek 4.9 unicitastétele
miatt C* Ny-kategorikus lenne. Igy C* valéban nem szaturalt.

De ekkor C sem lehet szaturalt. |

Az el6bbi tétel érdekes kontrasztjat adja Ehrenfeucht alabbi tétele.
Feladatok. 1. Legyen A = (Q, <) a raciondlis szamok halmaza a szokéasos ren-

dezéssel. Igazoljuk, hogy az a,b € "A sorozatok pontosan akkor vannak Aut(A)
szerint azonos palyan, ha azonosan vannak rendezve.
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2. Igazoljuk, hogy a végpont nélkiili stirt rendezések elmélete Ny-kategorikus; és
hogy az egy végponttal rendelkezd stirii rendezések elmélete Ny-kategorikus.

6.71. Tétel. (Ehrenfeucht.) Van olyan megszamldlhatd L nyelv és ezen egy teljes
T elmélet, melyre 1(T,Ny) = 3.

Bizonyitas. Legyen L az a nyelv, melyben ,,<” egy kétvaltozos relacidszimbolum és
{c, : n € w} konstansszimbolumok egy végtelen halmaza. Legyen T az az elmélet,
mely szerint a < egy végpont nélkiili stirii rendezés és minden n € w-ra ¢, < c,y1.
Allitjuk, hogy ennek a T-nek pontosan 3, paronként nem izomorf megszamlalhato
modellje van.

Most megmutatjuk, hogy I(7,RXy) > 3. Ehhez megadunk 3 strukturat. Mind-
h&rom struktira alaphalmaza legyen a racionalis szdmok Q halmaza. Legyen minden
ncwrach =n,c2=1-1/nésc’ = (1+1/n)". Végiil legyenek

Al = <Q7 < Cﬁl>n€w "42 = <Qv < Cﬁ2>n€wv -’43 = <Q7 < Ci‘3>n€wa

ahol < a racionélis szdmok szokisos rendezése. Az vilagos, hogy e harom struktira
modellje T-nek. Tovabba (c*',n € w) nem korlatos, mig a masik két struktirdban
a c¢,-ek korlatos sorozatot alkotnak. Emiatt A; sem A,-vel sem As-al nem izomorf.
Végiil tegyiik fel, hogy f : Ay — Aj egy izomorfizmus. Figyeljiik meg, hogy ha
X C Q-ra sup(X) € Q, akkor f(sup(X)) = sup{f(z): v € X}. Ezért ekkor az
f(1) racionélis szdm lenne a {c*, n € w} halmaz szuprémuma. Ezért A, és A; sem
izomorfak.

Legyen most B = T' egy megszamlalhato struktira. A tétel allitasa el6tti 2. fel-
adat szerint B alaphalmaza rendezésizomorf a racionalis szamok halmazaval, ezért
feltehetjiik, hogy B = Q. A (cf,n € w) sorozat, mivel szigorian monoton névé,
haromféle lehet:

(1) nem korlatos, vagy
(2) racionélis szaimhoz konvergélo, vagy

(3) irracionalis szamhoz konvergalo.

Az (1) esetben a tétel elstti 2. feladat szerint a

(—o0, B, (5, B, (B, B, ...
intervallumok rendre izomorfak a
(_007 0’641]7 (a’641 ) a‘th crey (a’;;‘l? aéi—l]v

intervallumokkal, ezeknek az izomorfizmusoknak az uni6ja ad egy B és A; kozti
izomorfizmust.
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A (2) esetben legyen b = lim,,_,, cZ. Ekkor hasonléan, a
(=00, ¢5], (cf.cf], - (s ezl ooy [b,00)
intervallumok lesznek rendre izomorfak a
(—00,a3?], (ai,ai?], ..., (a2, a24], ..., [1,00)

intervallumokkal. Ezért ekkor B = A,.
A (3) esetben ismét legyen b = lim,, .., c5. Ekkor a

(—o0, 5], (5, B, ...(B. B, ..., (b,oo)

intervallumok lesznek rendre izomorfak a

(_007 0’643]7 (a6437 afSL ceey (a’é37 a;LAiIL ...(6, OO)

intervallumokkal. Ezért ekkor B = As;.

Végiil még T teljességét kell igazolni. ElGszor is, A;, As és Aj elemien ekviva-
lensek, ugyanis, ha ¢(v) egy formula a rendezések nyelvén, akkor a tétel el6tti 1.
feladat szerint ha = € ||¢(0)||< és ¥ € Q rendezésizomorf Z-el, akkor § € ||¢(0)||<.
Figyeljiik meg, hogy ha L-b&l kivalsztunk véges sok ¢ konstansszimbélumot, ezek
interpretaltjai A;-ben, As-ben és As-ban rendezésizomorfak lesznek, ezért egyszerre
elégitik ki vagy teszik hamissa ¢-t. Ha most B,C | T tetsz6legesek, akkor (mivel
a cp-ek interpretaltjai paronként kiilonbozok), ezek végtelenek. B és C megszam-
lalhato elemi részeit véve A;, As vagy Asz egy izomorf mésolatat kapjuk, melyek az
el6bbiek szerint elemien ekvivalensek. Ezért B és C is elemien ekvivalens, tehat T
val6ban teljes. |

Ismert, hogy minden 2 # n € w-hoz van olyan teljes 7" elmélet egy alkalmas
megszamlalhat6 nyelven, melyre (7, Ry) = n.

Az I spektrumfiiggvénnyel kapcsolatos sok tovabbi érdekes eredmény és nyitott
probléma ismert. Példaul a kérdés természetességéhez képest meglepGen nehéz iga-
zolni, hogy rogzitett T' elmélet esetén (T, k) k-ban monoton névs. Ez az allitas
igaz, Shelah bizonyitotta. Vaught egy probléméaja a kovetkezd: ha T teljes elmélet
egy megszamlalhaté nyelven, akkor

(x)  vagy I(T,Rg) <Ny, vagy I(T,N,) = 2% (ennél nagyobb nem lehet).
Ezzel kapcsolatban Morley bizonyitotta, hogy I(T,Rg) < Ry vagy I(T,Ry) = 2%

és Shelah egy masik eredménye szerint, ha T Ng-stabil, akkor (x) igaz. Shelah egyik
tovabbi eredménye szerint, ha x kell6en nagy T' szdmossagahoz képest, akkor
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(%) vagy I1(T,%;) < exp,, (k+w) vagy I(T,R,) = 2%

(az els6 mennyiség sokkal kisebb lehet, mint a méasodik); itt expy (k) = K, €xpat1(K) =
2¢ePa(r) 65 exp, (k) = sup{exps(k) : B < a}, ha a limeszrendszam.

Az ilyen eredményeket sorolhatnénk tovabb is. A modellelmélet kozponti fela-
data az, hogy ,megértsiik” az els6rendli formulahalmazok modelljeinek szerkezetét,
vagyis, hogy 4t tudjuk tekinteni, mimédon valhatnak igazza bizonyos formuldk. A
cél tehat valamiféle strukturatételek bizonyitasa lenne, melyek segitségével osztaly-
ozhatjuk a lehetséges modelleket, dtlathatjuk egymassal valé kapcsolatukat és, hogy
hogyan konstrualhatok valamilyen elemi épitéblokkokbol. Vagy, ha ez a program
keresztiilvihetetlen, akkor igazoljuk, hogy bizonyos formulahalmazok modelljei elvi-
leg attekinthetetlenek és az el6bbi jellegii struktiratételek elvileg nem létezhetnek,
tovabba jellemezziik azokat a formulahalmazokat, melyek modelljeire bizonyithatok
struktiratételek és azokat is, melyekre ez reménytelen.

Ez a Shelah kezdeményezte ambiciozus ,klasszifikaciés” program valdéban fontos
és természetes, de sajnos nem elég konkrét. Nem vilagos, hogy mit jelent a modellek
osztalyozhatatlansaga, mit jelent attekinteni egy modellosztalyt, mit jelent hasznal-
hato struktiratételeket bizonyitani, stb.

Az I (és méas) spektrumfiiggvények vizsgalatanak jelentGségét az adja, hogy mint-
egy ,melléktermékként”, a bizonyitas részeként addédnak az elGbbi struktiuratételek,
ugyanakkor a kérdések konkrétak annyira, hogy vizsgalatuk azonnal megkezdhetd.
Valoban, [ vizsgilata kozben sok esetben sikeriilt ,hasznalhaté” struktiratétele-
ket nyerni bizonyos formulahalmazok modelljeire. A klasszifikaciés programmal és
a (xx)-hoz hasonlo eredményekkel kapcsolatban W. Hodges [9]-ben azt irja, hogy
Arisztotelész 6ta ez a matematikai logika legnagyobb eredménye.

Altalanosan elfogadott vélemény, hogy ha egy elméletnek adott szdmossagon a
szamossaghoz képest sok modellje van, akkor ezek a modellek osztalyozhatatlanok;
szép, hasznalhatod struktiratétel nem létezhet. Ez els6re nem nyilvanvald, hiszen
attol, hogy sok modellt kell osztélyozni, még elképzelhets, hogy van attekinthets
osztalyozas. Ez a fajta osztélyozhatatlansag tapasztalati tény, mely moégott végtelen
halmazok kombinatorikdjara vonatkoz6, nehéz, s6t néhanyszor Z F'C-t6l fiiggetlen
kérdések hiuzodnak meg.
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