Matematikai képletek gytjteménye (1. részlet)

2005/2006 tanév, tavaszi félév

Térvektorok

Jelolések: v = (vy,v9,v3), W = (wy,ws,w3), ¢ = (c1,¢0,¢3), t € R, i = (1,0,0), j = (0,1,0),
k = (0,0,1).

Vektormiiveletek.

tv = (tvy, tug, tvg) = turi + tvoj + tugk

v+ w = (v1 + wiy, Ve + we, vz + w3)

v w = |v| |[W|cos(v, W) = vjw; + vowy + vws és teljesiil v-w =0 <= v L w

VI = V¥ = ol R 0
i j k

vxw=det | vi v vy |, |[vxw|=]|v||wlsin(v,w)=/v2w? — (v w)2, v X w mer6leges
w1 Wy W3

v-re és w-re, és v, w, v X w jobbrendszert alkot. Teljesiil v x w =0 <= v || w.

Azonossagok:

WXV=—-VXW, t{(vxw)=((v)Xxw=vX(tw), vXx (wWt+u)=vxw+vxu (W+u)xv=

W XV+uXyV.

V1 Uy Us

vwu= (vxw)-u=det | wy wy ws |, és teljesil vwu = wuv = uvw = —wvu = —vuw =
Uy U2 U3

—UuUwv.

Egyenes.

Ha po = (%0, Y0, 20) az egyenes egy rogzitett pontja, p = (z,y,2) egy tetszbleges pontja és v az
irAnya, akkor

az egyenes paraméteres egyenlete: p = pg + tv,

az egyenes paraméteres egyenletrendszere:

r = xg-+tn
= Yo + tUg
z = zp+tus

Az egyenes egyenletrendszere (ha egyik koordinatasikkal sem parhuzamos, (azaz vivevs # 0):

T—To Y—Yo <Z— 20

(%1 V2 U3

Sik.

Ha po = (o, Yo, 20) a sik egy rogzitett pontja, p = (x,y, 2) egy tetszéleges pontja és n = (ny, n, ng)
a norméalvektora, akkor

a sik vektoregyenlete: n - (p — pg) =0

a sik altalanos egyenlete ni(z — xo) + na(y — yo) + n3(z — 20) = 0 (vagy nix + ngy + nzz = A).
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Méretes feladatok.
Két pont pg = (xo, Yo, 20) és p1 = (1,y1, 21) tavolsaga:

d(po, P1) = \/(901 —20)% + (y1 — ¥0)? + (21 — 20)%

|PQXQR]

\PQl -
azo+byo+c )
VR
Egy p = (o, %0, 20) pont és S : ax + by + cz + d = 0 sik tavolsaga: d(p, S) = %\/bf’;fgﬂ

Kitérg e és f egyenesek tavolsiaga, ahol E) és F az e, F és F, az f egyenesen van:

Egy P és pont és e egyenes tavolsiga, ha @) és R az e két pontja: d(P,e) =
(Ugyanez sikban, ha p = (g, yo) pont és e : ax + by + ¢ = 0 egyenes: d(p,e) =

<E1E2 X F1F2) . E1F1
‘ElEQ X FlFQ‘

d(e, f) =

Az ABCD paralelogramma teriilete: |AB x BC|
Az ABC haromszog teriilete: ML;BC'

Egy v irdanyvektort e egyenes és egy n normélvektora S sik szoge: sin(e, S) =

Elemi fiiggvények

Polinomok.
f(x) = apa™ + ap12™ '+ - +ag =Y 1 ax’, ahol n € N, a; € R (vagy a; € C) és a,, # 0.

Rolle-gyoktétel: Ha a; € Z, f <§> = 0 és p, q relativ prim egészek, akkor p | ag és q | a,.

Exponencidlis és logaritmus fiiggvény.
a® definidlt, ha a > 0, értelmezési tartomanya R, értékkészlete a pozitiv szamok (R*), ha a # 1.
Haa>1, lim a” =0, lim a” = oco.

r— —00 T—00

log, (x) definialt, ha a > 0, a # 1, értelmezési tartoméanya R, értékkészlete R.
Ha a > 1, lim log,(z) = —o0, lim log,(z) = occ.
z—0 T—00
Teljesiil minden z-re log,(a®) = z és x > O-ra a'°%(®) = 7.
Azonosségok:
a®v =a*a¥, (ab)* = a*b", (a*)? = a™.

logy (z)

log, (xy) = log,(x) +1og,(y), log,(x) = 52tay» log, (¢¥) = ylog,(z).

Trigonometrikus, hiperbolikus fiiggvenyek és inverzeik.

sh(z) = “5—, ch(z) = “5=, th(z) = 32, cth(z) = §42.

sin(z) + cos?(z) )
cos?(z) — sin?(z) = ( ) sh2(:c))

sin(2z) = 2sin(z) co (:1:) sh(2x

||
Q
=
[\
—
8
|
n
=
[\
—
g
I
Q, =

sin(x 4+ y) = sin(z) cos(y) £ cos(z) sin(y) sh(z £ y) = sh(z)ch(y) & ch(z)sh(y)
cos(z £ y) = cos(x) cos(y) F sin(x) sin(y) ch(z £y) = (;h(x)ch(y) + sh(z)sh(y)
i) = cos(a) = S5

Sll’l2<.§l]) _ 170025(21 Sh2<l’) _ ch(2§)71

cos? () = 1+c025(2x) ch?(z) — ch(2§)+1

sin(x) + sin(y) = 2sin(a) cos(b) sin(x) — sin(y) = 2 cos(a) sin(b)
cos(z) + cos(y) = 2 cos(a) cos(b) cos(z) — cos(y) = —2sin(a) sin(b),

az utobbi négy egyenlGségnél a = xTer, b= %5¥, masképpen: x =a+0b,y =a—b.



arcsin(z) + arccos(z) = arctg(z) + arcctg(x) = 7§

arsh(z) =In (z + V2> +1)  arch(z) =In (z + Va2 — 1)
arth(z) = 21n (1££) (Jz| < 1) arcth(z) =1 ln (M) (Jz] > 1)

lim arctg( ) =73 lim th(x) =

r—00 r—00

l\?|=\

Trigonometrikus fiiggvények néhany konkrét értéke:

0°;0 | 30° & | 45° 7 160 % 1 90°% §
sin | 0| 20| & | 8]
cos| 1 ? % % 0
tg 0 % 1 V3 —
ctg | — V3 1 % 0

Trigonometrikus fiiggvények elGjele:

térnegyed: \ I. I1. III. 1V.
sin + 4+ - —
COos + -  + —

Differencialszamitas

f'(wo) = lim LI Slletve f(x) — f(xg) = f'(z0)(x — o) + £(x)(z — xo), ahol lim =(x) = 0.

f(x) f'(z) f(z) f'(x)

z" na™ !t z* (x> 0) "(1 +In(x))

e o a® a®In(a)

In(z) (x> 0) - log,(z) (z > 0) ﬁm)

sin(z) cos(x) cos(z) —sin(x)

te(r) (27 5 +hn) i = 1+ tg2(s) | cte®) (e £ kr)  —od = —1 — ctg?()
sh(z) ch(x) ch(x) sh(z)

th(z) c}1+(;c) =1 —th*(x) | cth(z) —ﬁ =1 — cth?(x)
arcsin(z) (2] <1) arccos(z) (Jz] <1) ——=

arctg(z) TR arcctg(z) o

arsh(z) $++1 arch(z) xé_l

arth(z) (o] <1) L arcth(z) (jz] > 1) 5

Derivalasi szabalyok.

(F+9) = 1"+ (ef) = ef's (Fo)' = [+ 19, (L) = L5 (o)) = '(g(@))g/ (@)

Ha f(z) paraméteres megadasa (x(t),y(t)) és &(t) # 0, akkor f'(x) = y(—, f(x) = W

Ha f inverze g, akkor f'(z) =

Fiiggvények érintkezése.

f(z) zo-beli érintéjének egyenlete y — f(xo) = f'(x0)(z — xp).

Az f(x)-hez tartozo nem fiiggéleges aszimptotak egyenlete y = mx + b, ahol

m = lim (x) és b= hm (f(z) —mx), a masik pedig m = lim @ és b= lim (f(x)— mz).

T—00 r——00 r——00

f(z) zo- beh s1mu10korenek egyenlete (x — u)? + (y — v)? = r?, ahol

1 14/ (z0) L7 (w0)) "
v = flao) + S w = — o) el s 7 = %




Fiiggvényvizsgalat.
Ha n € N* olyan, hogy f*)(z¢) = 0 minden 1 < k < n esetén és f*)(zq) # 0, akkor

‘ f(n)<l’0) >0 f(n)<l’0) <0
To minimum To maximum
f nove zo-ban  f csokkend xg-ban

n paros
n paratlan

Ha n € NT olyan, hogy f*)(29) = 0 minden 2 < k < n esetén és f*)(xq) # 0, akkor

‘ f(n) (.To) >0 f(n)<l’0) <0
f konvex xg-ban f konkav xg-ban
xo-ban inflexiés pont van

n paros
n paratlan

Taylor-formula. (n foka zq koriili Taylor-polinom, Lagrange-maradéktaggal):

" flk) (n+1)
f(z) = Z / k('llfo) (z — 20)* + JEnTl()é')(x — 0)"™, ahol € € (z0, ) vagy & € (x, )
— ! !

(Nevezetes fiiggvények Taylor-sorait 1asd a Sorok, sorozatok, fiiggvénysorok cimii részben.)

Sorozatok, sorok, fiiggvénysorok

Nevezetes hatéarértékek:
lim ¢" =0, ha |¢| < 1; lim /g =1, hag>1;és lim {/n=1.
lim (1+21)"=eés lim (1+2)" ="

n—oo n—oo
lim 528 —

z—0 xm

lim €= =1, lim &=~ =1
z—0 rz—1 In(z)

, . . , . n n 1_qn+1 , = n 1
Mértani sor n-edik részletlosszege: kz—:oq = 5L, ésha lg| < 1, akkor kz:_oq =1
N = -
>~ - konvergens, ha a > 1 és divergens, ha o < 1.
n=1
S n
S5 E )
n=1
Hatvanysor konvergenciasugara: r = lim |-2=—

n—oo | 4n+1

Néhany fiiggvény Maclaurin-sora (0 koriili Taylor-sora):

o=y o Iz +1) = 3 G 1 <a <l
n=0 n=1
. o0 —1 n$2n+1 0 -1 nx2n
sin(e) = 3. cos(z) = 3
0 Z,2n+1 s $271,
sh(z) = Z—:o (2n+1)! ch(z) = Z—:o (2n)!
arctg(z) = > %, |z] <1 arth(z) = ”;:::11, lz] <1

n=0 n=0
(T4 2)* =3 (%)a", ahol (%) = w (binomiélis sor)
Fourier-sor: ha f egy 2p szerint periodikus fiiggvény:

Z (an CoS (@) + b, sin (@)) , ahol
‘ p p

n=
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Integral
/(@) [/ /(x) [ f(z)dz
" (han # —1) 7:11 1 lngx)
sinl(a:) — cos(z) cosl(a:) sin(x)
cos?(x) tg(ﬂf) sin?(x) _Ctg<x)
sh(z ch(z) ch(z) sh(z)
Ch21(m) th(z) Shgl(m) —cth(z)
o arctg(z), vagy — arcctg(r) | 7 (haa#0) jarctg (%)
—— (ha 2| <1) arth(z) — (ha |z| > 1) arcth(z)
11332 arsh(x)
11_962 arcsin(x), vagy — arccos(z) ﬁ arch(z)

Integralasi szabalyok. Legyen F az f egy primitiv fliggvénye, ¢ € R. Ekkor

Jaf(z)de =a [ f(z)dz, [ f(x) (z)dz = [ f(z)dz + [ g(z)dzx

J f( ax+b)dx— (aHb +c (haa;éO)

[ f() fr(z)de = f’:ig:v +c(han # 1), [ J}((; =In|f(x)|+c, [ ¢ (2)f (9(z))dz = F(g(x))+ec.
Parcialis integralas. [ f'(z)g(z)dz = f — [ f(z)d(x

Néhany tipikus alkalmazas: Legyen p( ) pohnom t( ) asin(x), cos( ), sh(x), ch(x), e* fiiggvények
valamelyike és a(x) arcus vagy area fiiggvény.

—_

t(ax + b)p(x) (annyi parciélis integralas, amennyi p(x) foka)

[\

. 2¥In"(z), ahol n € N, v € R, v # —1 (n parcialis integralas, amennyi p(z) foka)
3. ti(ax + b)ta(cx + d) (két parcidlis integralas)

4. a(x)p(z)

Helyettesités. [ f(z)dz = [ f(u(t))u'(t)dt, ahol = u(t) invertalhato.
Néhany tipikus alkalmazas:

1. R(sin(x),cos(x)). A helyettesités tg (£) = t. Ekkor x = 2arctg(t), sin(z) = 135, cos(z) =

142
1-t2 . de 2
1442 dt = 1442°
2. R(e”). A helyettesités e” = ¢t. Ekkor z = In(t) és 9 = 1.

3. R(z,v/1—2?). A helyettesités z = sin(t). Ekkor VI — 22 = cos(t) és % = cos(t).
4. R(z,v/1+ 2?). A helyettesités z = sh(t). Ekkor v/1 — 22 = ch(t) és S = ch(t).

5. R(z, Va2 —1). A helyettesités = ch(t) (z > 0). Ekkor v/1 — 22 = sh(t) és 9% = sh(¢).



Egyszeres integral alkalmazéasai.
b

[ 7]
ittt

B
Az r(p) 4ltal meghatérozott szektor teriilete az [a, 8] intervallumban: 1 [ 7%(¢)de.

Gorbe alatti teriilet az [a, b] szakaszon:

Gorbe alatti teriilet, paraméteres megadassal:

Szektor teriilete paraméteres megadéssal: z(t)y(t) — @ (t)y(t)dt.

b
Gérbe ivhossza: [ 1/1+ f*(z)dzx

b
Gorbe ivhossza paraméteres megadassal: [ \/@2(t) + y2(¢)dt.

8 —

1
2

B
Gorbe ivhossza polarkoordinatas megadassal: [ /r2(¢) + 72(¢)de.

Kettds és harmas integral transzformaécidja.
dr OJzx Oz

o oxr Oz P u v Qw

Jacobi-determinans: 2E% — det [ v 8o ), illetve 2@ — ge [ %2 9y Oy
O(u,v) _y 9y ’ O(u,v,w) U v Qw

ov 9z 0z 0z

ou Ov Ow

Keétvaltozos fiiggvénynél z = x(u,v), y = y(u,v) és igy

//f:cydxdy—//f x(u,v) uv))‘ggzzi

harom valtozosnal x = z(u, v, w), y = y(u,v,w), z = z(u,v,w), ezzel

// flz,y, 2 dxdydz—///f x(u, v, w) (uvw)z(uvw))'ggfj’w))

Néhany fontos valtozotranszformacio:

dudv;

dudwv.

1. Polarkoordinatak: = = rcos(p), y = rsin(p), a Jacobi-determinéns abszolat értéke r.
2. Hengerkoordinatak: = = rcos(y¢), y = rsin(p), z = m, Jacobi-determinans abszolut értéke r.

3. Gombi koordinatak: x = rsin(d) cos(p), y = rsin(d) sin(p), z = rcos(v?), Jacobi-determinans
abszoltt értéke 72 sin(v)).

Tobbvaltozos fiiggvények derivalasa

grad(f) = (. f), f1).
iranymenti derivalt: f, = e-grad(f) (ha |e| = 1),

(cos(a),sin(av)) irdnyban: f/, = f; cos(a) + f, sin(a).

Osszetett f(u(z,y),v(x,y)) fiiggvény parcialis derivalasa: fl = flul + fiv, és fl = flu, + fiv)
Teljes differencidl: df = h-grad(f) (két valtozéban: df = f,dx + f,dy).

Lokalis széls6érték.
Sziikséges: f,(0,y0) = f, (0, y0) = 0 (altaldban: grad(f)(xo) = 0).
Elégséges: az elobbi és f,! (zo,y0) fy, (70, Yo) — g’c’y2(:c0,y0) >0; f/ > 0= min; f/ < 0= max.

(tobbvaltozos esetben a J = (f;, ) matrix bal felss sarokaldetermmansalt kell nézni: ha +++.

akkor min, ha — + — + ..., akkor max)



Differencidlgeometria

Gorbe r(t) t € a,b] (feliileti) r(u,v) u=u(t), v=ov(t),

érintg iranyvektora r(t) r 4o
b
ivhossz [ ()] de f VEW? +2Fu0 + Godt (E=r.? F=rr,, G=r°)
Feliilet r(u,v) (u,v) € z = f(z,y) f(z,y,2) =0
normalis n=r, X I'U(t) (_ o~ qlﬂ 1) ( : 7IJ’ fl)
i f’2+f’2+f;2
felszin g ln| dudv = g VEG — F2dudv | [[ /27 + fi7 4+ 1dady | [, VI ¥ dady

Kisérd triéder.

ivhosszparaméterre | tetszGleges paraméterre
érints t(s) = r'(s) t(t) = 1o
fonormalis | £(s) = £ £(t) = b(t) x t(t)
binormalis t(s) x f(s) b(t) = s
v —x(to) y—y(to) 2z—2(to)
Simulosik egyenlete: det Z(to) y(to) Z(to) =0
i (to) j(to) Z(to)
Gorbiilet: G(t) = |t)(x)7§, ll tvhosszparaméterrel G(s) = |r”(s)|.
Torzio: T'(t) = %, ivhosszparaméterrel T'(s) = %

Vektor-vektor fiiggvények

oo (0 8 o ftor A — 92 4 92 9%
nabla operator: V = (aw B Bz)’ Laplace-operdtor: A = 7 + 52 T o2

Legyen v = v(z,y, z) vektor-vektor fiiggvény, u = u(x,y, z) skalar-vektor fiiggvény.

divergencia: div(v) = V - v, rotacio: rot(v) =V x v.

Osszefiiggések:

div(grad(u)) = Au, div(rot(v)) = O, rot(grad(u)) = 0, grad(div(v)) = rot(rot(v)) + Av.

Gorbementi integral: f ~dr = f (r(t ))( )dt

Feliiletmenti integral: f -dF = ff +v(r(u,v)) - (r, x r))dudv (ahol F : r(u,v), (u,v) € D)
F

Stokes-tétel: [rot(v)(r)-dF = f -dr
)dV =¢v(r)-dF

F
Gauss—Osztogradszkij-tétel: fdlv
1% F



