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1. Elozo orarol maradt

1.1. Tétel:
Legyen I' Skolemformulék halmaza. A kévetkez6 allitdsok ekvivalensek:
(1) T-nak van modellje (azaz létezik <1, hogy <1 =T)).

(2) I'-nak van olyan modellje, melynek I' Herbrand-univerzuma az alaphalmaza.

Bizonyitas:
(2) = (1): Trivialis.
(1) = (2): Tegyiik fel, hogy <1 =T,

Legyen A0 = { Tbeli konstansok =2-beli jelentése — ha I-ban nincs konstans, akkor tegyiik 2o-ba <4

egy tetsz6leges elemét .

Ha An adott, akkor legyen An+1 = Ap U {f(ag . ag—1): ag a1 € Ay, f k valtozés fliggvény-

szimbdlum T nyelvében }.
Legyen B = UnenAn. Ekkor B zart az <A-beli miiveletekre: ha f k véltozés fiiggvényszimbolum T
nyelvében ég Ap e dlg—q EB= Hic.... j'l{—l: dp = J'!'.Li_nj dq = J'!'.Li__._J vy Ajp—q = Ai.l,:_-_,

Legyen ] = max{ig ... ix—1] Ekkor 20 - 2k-1 € A = f*(a5..ax 1) €A, CB

Legyen B az a részstruktira <1-ban, amelynek B az alaphalmaza. Ekkor B = I' (a nov. 18-i mese miatt
univerzalis (Skolem)formulék igazsaga részstruktirakra 6roklédik).

Legyen H I' Herbrand-univerzuma, legyen: ®: H =B,

@(t) = {

c*? ha t = ¢ konstans szimbélum
£4((ty) .. @t hat = £ty ..t,))

Ha R n véltozds relaci6szimbSlum r nyelvében, akkor legyen
R® = {(t, ..ta) € H™ (@(t) . 0(t)) €RF)  Ekkor @Ry 2B Giirjekity
homomorfizmus (sziirjektiv, mert B-re képez, és homomorfizmus, mert @-t igy csinéltuk).

Legyen @ € T tetsz6leges.

Allitas:

(H, f, R, ) Fieljejker @,



Bizonyitas:

Indirekt: tegyiik fel, hogy (H: fi Ry € Fierjerkex =@, A nov. 16-i (1b) 4llités miatt ekkor B = —a,
ami ellentmondas, tehat az allitas igaz.

Ezért (H. fi. Ry, o) Eiejepiex I

Megjegyzés:

1-rend{i rezoliciéban mindig egyenléségmentes nyelveket néziink.

1.2. Tétel:
Legyen I' 1-rendii kl6zhalmaz. A kovetkez allitdsok ekvivalensek:

(1) T'-nak nincs A alaphalmazi modellje.

(2)T(A) Fr O,

Bizonyitas:
(2) = (1): Indirekt: tegyiik fel, hogy I'-nak A modellje, de rA) Fg O,
Legyen:

iJhEl 8y wedy = Rﬁ
I(R(a aq)) = { 151:['11&&11]3&11

(R":Ell ey ): itéletvaltozo; B: relaciészimbolum; &1 - a5 € A).
I =T(A) ezért I =0, mert a rezoliiciés kalkulus teljes. Ezzel ellentmondasra jutottunk.

. . (%) . e .
(1) = (2): I'-nak nincs A alaphalmazii modellje = r(A) kielégithetetlen. A rezolicid teljessége miatt
I(A) g O,

(*)  részletesebben: ha T(A)t kielégitené egy | interpretici6, akkor legyen
R41={(a; ..a,) € A% = R(a ...a,)]}. Ekkor 4 = (A, R<,...) modellje lenne I'-nak. ®

Megjegyzések:

1) Alaprezoliciénal 0-rendii rezoliciét hasznalunk 1-rendii kl6zhalmazra. Most az itéletvaltozok
neveinek van szerkezete, pl. R(f(ab),a) 1 db itéletvdltozd. Az itéletvaltozok akkor
rezolvalhatok, ha karakterr6l karakterre megegyeznek, pl.:

. R(agb) és —R(f(a),b) nem rezolvalhato,
. R(ag®)¢s —R(ag(d)) rezolvalhato.

2) Alaprezoltcion kiviil vannak mas rezolticios mddszerek is, melyek 1-rendben alkalmazhatok.



2. Feladatok

2.1. Példa:

a) Formalizaljuk els6rendii nyelven az alabbi mondatokat:

1. Van olyan autd, amely minden biciklinél gyorsabb.
2. Ha egy auto gyorsabb egy biciklinél, akkor drdgdbb is ndla.

3. Minden biciklinél van drdgdbb autd.

A(x): x autd

B(x): x bicikli

G(x,y): x gyorsabb y-nal

D(x,y): x dragabb y-nal

1. 3x(AG) AWY(BG) = G(x,y)))

2. vy ((AG) ABY)AGEY)) = Dixy))

3. vx(BG) = 3y(aG) AD(,9))

4. Alaprezoliciéval ldssuk be, hogy t1.,2.} & 3.;

e Skolem normalformara hozas:

1. =3x(A6) AVy(-BG) VG y))

= 3xvy (4G A (B V 6 1))

= vy (A() A (=BG v G(c,¥)) ) Skolem
2. =Vvxvy(-A() v =B(y) v =G(xy) v D(x,y)) Skolem
~3.= (vx (=BG v3y(A®) ADE,))

= 3x (B(:) A Vy(-AG)V ~D(y,2))



= IxVy (B(X} A(—AG) v —ln‘:}’:?‘f}})

= ¥y (B(d) A (=AG)V -D(y,d)) ) Skolem

» Elsorendi kl6zhalmaz megaddsa:

Alc)
—B(y) v Glc,v)
=+ -AE) V-By)v Gk v)VDEy)
B(d)
—A(y) v =D(y,d)

* Herbrand-univerzum megadasa:

H=/{cd}

e Rezolucié:

1. ~A(c) v =B(d) v —G(c,d) v D(c,d) felt.
2. Alc) felt.
3. =B(d) v =G{c,d) v D(c,d) R(1,2)
4. B(d) felt.
5. =G(c,d) v D(c,d) R(3,4)
6. ~B(d) v G(c,d) felt.
7. D{c,d) v —B(d) R(5.6)
8. —A(c) v —D(c,d) felt.
9. =B(d) v —-A(c) R(7,8)
10. —A(c) R(4,9)
11. O R(2,10)

2.2. Példa:

Teljességi tétel felhaszndldsa nélkiil igazoljuk a kévetkezé dllitdst: ha £ Uia} B ¢s ZU{-a} kB
akkor £ + B,

Biz.:

. ZU{a}rp pont akkor, ha £ Y {a,—B} ellentmondasos pont akkor, ha £ U {-B} - -



e TU{-a}rp pont akkor, ha £V {—a, B} ellentmondasos pont akkor, ha £ Y {-Bita

Z U {—B} igy ellentmondasos, tehat £ F B.

2.3. Példa:
Adjuk meg az aldbbi formula eqy modelljét: € = vxvy3z(R(x, z) AR(z,7)).
1. megoldas: A = {0},
Rzy) e x=y,
A=A@=)Fg@
2. megoldas: A =1{1,2,3} (egy konkrét graf csicsai),

Rxy) < gl megy az abra szerint x és y kozott,

A=(AREQ



