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1. Tablazatbdl formula

Példa Egy nem tul nagy, nem tul kis tablazat, 3 valtozéval:

X |y |z | |¢1] P2 b6
i|i]i|i|i |h |h
i|i|h|i|h |i |h
i|h|i|h|h |h |h
i|h|h|h|h |h |h
hfi|i|h|fh [h |h
hfi|h|i|h |h |i
hfh|i|h|fh [h |h
hih|{h|h|h |h |h

keressiink formulat, melynek pont ez a tablazata.
o1 =x ANy A z - ez csak az elsé sorban igaz.

P2 = Ay A~z - ez csak a masodik sorban igaz.
¢ = x Ny A\ -z - ez csak a hatodik sorban igaz.

f=¢1V oV g jo lesz.

Definicié Logikai miiveletek egy F halmazat funkciondlisan teljesnek nevezziik,
ha minden f : {i, h}" — {i, h} kifejezheté F-beli miiveletekkel.

1.1. Tétel. {—, A, V} funkciondlisan teljes.

Bizonyitas Legyen f : {i,h}" — {i, h} tetszOleges. Ha s € {i, h}", akkor
legyen

€T, =

5 {xj ha s j. koordinatdja igaz
j

—x; hasj. koordinatdja hamis
f a kovetkezo formula tablazata:

Vp)=i(@i Axs Ao Aay) (diszjunktiv normélforma, DNF.)

A zaréjelen beliili rész csak s-ben lesz igaz. Rogzitett s-re xf A ... A z:
elemei konjunkcié. |

Bizonyitas (masik.) Legyen f: {i,h}" — {i,h}. Ha s € {i, h}", akkor

€T ha s, =h
!(xj)s:{] ’

—x; has;=1
f a kovetkezo formula téblézata:
/\s:f(s):h((xl)s V (22)s V ... V (z,)s) (konjunktiv normalforma, KNF.)

A zéardjelen beliili rész csak s-ben lesz hamis. Rogzitett s-re (z1)s V ... V
(n)s: elemi diszjunkcié. |



Kovetkezmény:
1.2. Tétel. Minden ¢ formuldhoz van ¢' DNF: ¢ = ¢’ .
Bizonyitas ¢ tablazatdhoz van 6t leir6 DNF, ez lesz a ¢'. |
Megjegyzés . Ugyanez igaz KNF-re is.
1.3. Tétel. {A,} is funkciondlisan teljes.

Bizonyitas Elég: z V y kifejezhetd.
zVy=--(zVy) =-(-zA-y) |}

Emlékezteto: a fenti a De Morgan azonossagok miatt igaz.
Diszjunkciéra: —=(z V y) = -z A .
Konjunkciéra: =(z Ay) = -z V —y.

1.4. Tétel. {Vv,} is funkciondlisan teljes.
Bizonyitds t Ay = ——(z Ay)=-(-zV-y). |
1.5. Tétel. {=,—} is funkciondlisan teljes.
Bizonyitas =z Vy =z =y. |

Mese:

1. {A, V} nem funkciondlisan teljes: Osszetettség szerinti indukciéval igazolhatd,
hogy az ezekkel felirt fiiggvények minden valtozéjukban monoton névekvoek,
a negacio viszont nem az, emiatt nem fejezheto ki.

2. {—} nem funkciondlisan teljes. Indoklds: az ezzel felirt fiiggvények egy
valtozdsak, és példaul a A két valtozos.

3. Legyen x|y a kovetkez6 miivelet (Sheffer-féle sem-sem):

|y |y
i i h
i |hlh
h|i|h
h|h|i

1.6. Tétel. Ez funkciondlisan teljes.



Bizonyitas -z = x|z,

zVy=-(zly) = (zly)(zly). B

Megjegyzés .

1. {—,V, A} dramkori elemekkel megvaldsithato.

2. Kevés jelet tartalmazo6 formulat "nehéz” taldlni (optimum megtalalasa
NP-teljes).

3. Kevés igaz érték esetén DNF-et célszerti keresni, kevés hamis érték
esetén KNF-et.

2. Elsorendiu formulak kozott normalformak keresése

Definicié Legyen ¢, v elsérendii formula. ¢ = 1, ha tetszoleges A-ra és k-ra

A E ¢[k] pont akkor, ha A = 9[k].
Ismert: altalanositott De Morgan szabalyok:
o —dxop = Va—o.
o —Vr¢p = Jr—¢.
Tovabbi példak:

e Univerzilis kvantor disztributiv az A-re:

Vr(P(x) AQ(x)) = (VaP(X)) A (VeQ(x)).

e Egzisztencialis kvantor disztributiv a V-ra:

(P (x) v Q(x)) = BaP(x)) v B2Q(x)).

e De: Vz(P(z) V Q(x)) £ (VaP(z)) V (VzQ(x)).
Indoklas: Legyen A = N, P(x) : x paros, Q(z) : x paratlan.
' N = (A, P,Q). Ekkor
N EVz(P(z) VQ(x)) és
N ¥ (VaP(z)) V (V2Q(z)).

Definicié Legyen ¢ formula, x véaltozo.

o r egy el6forduldsa ¢-ben szabad, ha x nincs rd vonatkozé kvantor
hataskorében.



e 1 el6fordulasa ¢-ben kotott, ha nem szabad.

e ¢ formula egy mondat, ha minden valtozéjanak minden el6fordulasa
kotott.

2.1. Tétel. Legyen ¢ formula, A struktira, k és | értékelések A felett gy,
hogy ha x szabad ¢-ben, akkor k(z) = l(x). Ekkor

(x)A = ¢lk] pontosan akkor, ha A = ¢[l].

Azaz ¢ igazsaga csak szabad vdltozoitol fiigg.

Bizonyitas (x)-ot ¢ Osszetettsége szerinti indukciéval igazoljuk.
Atomi formuldkra (x) trividlis.
Tegyiik fel, hogy (x) igaz ¢, 1¥-re (és minden k-ra).

Kell: =¢-re oroklédik, mert

A = —¢[k] pont akkor, ha

A £ ¢[k] pont akkor (indukcid), ha
A W= ¢[l] pont akkor, ha

Al

o A P-re:

A = ¢ A lk] pont akkor, ha

A | ¢lk] és A | ¢[k] pont akkor (indukcid), ha
A = ¢[l] és A |= ¢[l] pont akkor, ha

Ak 6 Al

Jrp-re: A = Jzg[k] pont akkor, ha
(%) van k =" k’ (x-kozel): A = o[K].

lly) hay#ux

Legyen F(y) = {/{;'(:1:) kiilénben.

Mivel k" és ' megegyezik ¢ szabad valtozdin, az indukcids feltevés miatt
(xx) ekvivalens azzal, hogy van I' =* [: A | ¢[l']. Ez viszont pont akkor
teljesiil, ha, A = Jzo[l].

{—, A, 3}-al minden formula kifejezhetd. |

A fentiek kovetkezménye: A kotott véaltozok a jelentés megvaltoztatdsa
nélkil dtnevezhetok.



Altaldnos kvantor-kiemelési szabaly:
(Qzo) V AN = Qx(¢ V AY), ha x nem fordul el6 ¥-ben szabadon.
@ lehet 3,V; VA lehet A, V. (Nem bizonyitjuk.)

Definicié A ¢ prenex-forméju, ha ¢ = Q1r1Q2x5...Q,x,1, ahol Q...Q,
kvantorok és 1 kvantormentes formula (n = 0 is megengedett, ekkor nincs
kvantorblokk a formula elején).

2.2. Tétel. Tetszdleges elsérendii ¢p-hez van prenex alaki ® gy, hogy ¢ =
¢

Bizonyitas Hajtsuk végre a kovetkezo algoritmust:
1. &, = kikiiszobolése (V, A, —-re cserélése);
2. — hataskoreinek redukaldsa (De Morgan, disztributivitds);

3. Az egyes valtozokat esetleg atnevezve alkalmazzuk az dltalanos kvantor-
kiemelési szabalyt.

Példa . Formula prenex-alakra hozasa:
—Vy(JzrP(x) = Vy(P(x) V R(z, f(y)))) =
“Vy(~(FzP(x)) vV Vy(P(x) V R(z, f(y))))
~Vy(Yz=P(z)) v Vy(P(x) V R(z, f(y)))
Jy(~Vz=P(z)) A =Vy(P(z) vV R(z, f(y)))
Fy(BaP(x) A y(=(P(x)) A -R(z, f(y))))
A baloldali x valtozot z-re nevezziik at, hogy kiemelhessiik:
Fy32(P(2) A Jy(~P(x) A —R(z, f(y)))) =
A jobboldali y valtozét v-re nevezzik at:

JyIz3v(P(z) A (=P () A =R(x, f(v)))).

Ez mar prenex-alak.



