Matematikai logika
13. eléadas

2010. december 7.

13.1. Definicio:

Legyen T elmélet (formulahalmaz), legyen k szamossag. T k-kategorikus, ha teljesiil a kovetkez6: ha
A,BET é |A|=|B| =K, akkor A = B. (Azaz izomorfia erejéig T-nek 1 db k szamossagu
modellje van.)

13.1. Tétel:

Tr Ro-kategorikus.

Bizonyitas:

Legyen A,B = Tg és |A| = |B| = X, .

Ekkor A = {a,: n € N} és B = {b,: n € N}, mert A, B megszamlalhato.
Minden n-re: megadunk egy f,, fliggvényt ugy, hogy:

M n<m=f, <f,

(2) D(f,) véges

3) {a; ..a,_y} € D(£,) és {by ..by_1} € R(F,)
(4) f, izomorfizmus D(f,,) és R(f,) kozétt.

(Jelolés: D: értelmezési tartomany, R: értékkészlet)
Legyen f, = @ és feltessziik, hogy f;, adott.
e Haa, € D(f,), akkor:
legyen g = f,,.
e Haa, & D(f,), akkor:
legyen X = {f,(a): (a,a,) € E(A),a € D(f,)}és Y = {f,(a): (a,a,) € E(A),a € D(f,)}.
(Jelolés: E: él)

B = Tr miatt van b € B, hogy b Gssze van kdtve X elemeivel, és nincs Osszekotve Y
elemeivel.

Legyen g = f, U {{(a, b)}.



Mindkét esetben g olyan véges fliggvény, ami izomorfizmus értelmezési tartomanya ¢és értékkészlete
kozott, egyuttal f-nek egy olyan kiterjesztése, ami a,-t b-re képezi le.

Az igy kapott g inverze Kiterjeszthetd ugy, hogy gt értelmezve legyen by, -re. Ez a kiterjesztés legyen
fheq. Végil legyen f = Upen fi-

Ekkor fj-ra alkalmazva az el6bbi kiterjesztést egy izomorfizmust kapunk A és B kozott. m

13.2. Tétel: (Los (ejtsd: [ 'woe])—-Vaught-teszt)
Ha T Xj-kategorikus elmélet egy megszamlalhatd nyelven, akkor T teljes.
Bizonyitas:
Indirekt: tegyiik fel, hogy ¢ olyan formula, hogy T ¥ ¢ és T ¥ — . Ekkor:
o Létezik A, hogy A =T és A E —.
TH(A) megszamlalhato és ellentmondastalan.

A nov. 11-i el6adas ¢) pontjahoz tartozd megjegyzés miatt 1étezik megszamlalhatd A', hogy
A ETé A E .

o Létezik B, hogy B =T és B E .
Az el8z6hoz hasonléan: l1étezik megszamlalhato B', hogy B' = T és B’ E .

Mivel A’ és B' megszamlalhato modellek, ezért a kategoricitas miatt A" = B’ (lasd: nov. 16-i eldadas
1. pontja). Ez ellentmondasra vezetett, tehat T teljes. m

Kovetkezmény:

Tr teljes.

13.3. Tétel: (01 torvény)

Legyen ¢ a grafelmélet tetszleges formuldja. Ekkor limy_. P(Gy &= @) € {0,1}. (Azaz annak a
valdszinlisége, hogy a k csucst G grafon ¢ igaz, k — oo esetén vagy 0, vagy 1.)

Bizonyitas:

Legyen A E Tr megszamlalhato modell.

Elég megmutatni, hogy ha A E @, akkor lim;_,, P(G, E @) = 1.

Tegyiik fel, hogy A E @. A tétel el6tti kovetkezmény miatt T teljes, tehat Ty E @. A kompaktsagi
tétel miatt van véges ' = {(pnln1 (Pnlnl} C Tgr, hogy I" E ¢. Ekkor:

P(Gi = 9) 2 P(G = T) =1 P(Gy #T) 2 1 — (P(Gye # @uyn,) + -+ P(Gi # @y, ) — L
mert a zarojelben 1évo tagok kiilon-kiilon 0-hoz tartanak. m

Megjegyzés:

A 0-1 térvény nem igaz, ha a nyelv tartalmaz fliggvényszimbolumot. Példaul:

Legyen @ = Vx(x # f(x)), legyen Ay, a k elemii véletlen struktira. Ekkor:

(k—1)k k—-1\% _
P(le=¢7)= Kk :(T) k—>—)ooe 1.



Kitekintés

o Tovabbi vizsgalati iranyok:
o rezollciods stratégiak,
o  mas automatikus tételbizonyité modszerek,

o adatbazisok elmélete.

o Klasszikus logika:

o Dbizonyitaselmélet

13.4. Tétel: (Godel nemteljességi tétele)
Legyen N = (N, +,-,0, <, =) (a természetes szamok struktiraja).

Ha T' € TH(WNV) rekurziv halmaz, akkor I' nem teljes (és ezért még kevésbé
kategorikus).

Kovetkezmény:

TH(NV') részhalmazaira a kovetkezé 3 tulajdonsag nem teljesiilhet egyszerre, csak
legfeljebb barmelyik 2 ezek koziil: ellentmondastalan, teljes, rekurziv.

o modellelmélet
- axiomatizalhatosag,
- definialhatosag,

- véges modellelmélet (klasszikus kérdések véges modellekre).

13.5. Tétel: (Morley tétele)
A kovetkez0 allitasok ekvivalensek:

(1) T elmélet R;-kategorikus.
(2) T elmélet k-kategorikus minden k > R, -re.

o Végil:
o mas logikak (2-rendii logika, id6logikak, programlogikak,...)

,,Végtelen sok logika van, de ez egy véges kurzus, ugyhogy vége.”



