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1. 2-SAT P-beli

Jeloljiik az irdanyiott utat a ~» szimbolummal!

1. Definici6é. LegyenG irdnyitott grif és legyena,b € V(G) csicsok. Azt
mondjuk, hogy a ~ b, ha a ~ b és b~ a.

1. Tétel. A ~ ekvivalencia reldcio. Az ekvivalencia osztdlyok a grdf erdsen
osszefiiggd komponensei.

2. Definicié. Legyen ¢ olyan KNF, melyben a diszkjunkcios komponensek
< 2 vdltozdt tartalmaznak. Ekkor megadhato egy grif(amit G,-vel jeldlink)
p-hez:

o a csiucsok: o vdltozoi és ezek negaltjar.
o az élek a kévetkezd modon vannak definidlva :
» Ha x Vy elemi diszkjunkcio p-ben, akkor fel kell venni a ~x —

y, Yy — x éleket.

» Ha —xVy elemi diszkjunkcio p-ben, akkor fel kell venni az x —
y, Yy — —x éleket.

» Ha xV —y elemi diszkjunkcio @-ben, akkor fel kell venni a ~x —
-y, y — x €leket.

» Ha —xV —y elemi diszkjunkcio o-ben, akkor fel kell venni az x —
-,y — —x éleket.

2. Tétel. Ekvivalensek.

(1) ¢ kielégithetd.



(2) G, egyetlen dsszefiiggd komponense sem tartalmaz vdltozdt és negdltjdt
eqyszerre.

Bizonyitds. (1) = (2) Legyen k olyan értékelés, hogy k = .

o ha k | x, akkor az z-bdl indul6 utakon szerepld csicsoknak is igaznak
kell lennie k-ban, mert kiilonben az elemi diszkjunkcioknak megfeleld
implikaciok nem lennének igazak ( a KNF miatt minden ilyennek
igaznak kell lennie).

o ha k ¥ x, akkor az el6z6 pontban leirtak miatt az z-be bejov6 utakon
szereplG csucsoknak is hamisnak kell lennie k-ban.

Igy (2) mar kovetkezik, mert viltozo és negaltja nem veheti fel ugyanazt az
értéket, szoval nem lehetnek egy tton.

(2) = (1)

(2) miatt z és —x kozott legfeljebb az egyik iranyban van ut. Ha egyetlen
iranyban sincs, akkor fel kell venni egy @j  — —z élet. Igy elérhets, hogy
minden z-re pontosan egy iranyba legyen ut x és —x kozott. Legyen az igy
kapott graf G, és legyen

| igaz ha van —z ~» z 1t,
k() = { hamis  kiilonben.

Megmutatjuk, hogy az igy kapott k esetén k |= ¢.

Ehhez indirekt modon tegyiik fel, hogy k egy -beli x V y diszkjunkcids
komponenst nem elégit ki. Tehdt k£ ¥ = és k ¥ y, vagyis x és y is hamis.
Ekkor k konstrukcioja miatt G -ben léteznie kell x ~ —x és y ~» —y utaknak
valamint a z V y diszjunkciés komponens miatt -x — y, -y — x élek. Ekkor
—x ~» x ut is 1étezik, ami ellentmondés. O

3. Tétel. A 2-SAT P-ben van.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel alapjan lathato, hogy elegendé G, elsallitésa
valamint az erGsen Osszefiigg6 komponenseinek megkeresése, tesztelése.
Mindkett6 megy polinom id6 alatt. O

2. Véletlen grafok

3. Definicio. A grifok nyelvének szokdsos jelolését haszndlva megadjuk a Tg
formulahalmazt. Legyen

Tgp = {Vo—E(z,z),YaVy(E(z,y) = E(y,x))} U{@nm : n,m € N}, ahol
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Onom = Vo1 ... Y2, Yy1 .. . Vyn3z{x1, ... Tp, Y1, ... Ym pdronként kilénbozd N

4. Tétel. Tr-nek van modellje.

Bizonyitds. (1)

5. segédtétel. Ha G véges grdaf, akkor van véges G’ grdf tigy, hogy
G feszitett része G'-nek és ha XY C V(G),X NY = 0, akkor van
z € V(G"), hogy minden a € X, b €Y : E(a,z),~E(b, 2).

Bizonyitds. G-nek minden péaronként csucsdiszjunkt részhalmaz-
parjahoz fel kell venni 1 1j csticsot, amit a megfelel6 modon 6ssze kell
kotni a pontjaikkal. O

Legyen Vi = {0}, E1 =10, Gy=(W,E).

Ekkor megadhatjuk grafok sorozatat, az el6z6 segédtétel alapjan, oly modon,
hogy G,+1 = G/, legyen.

Végiil legyen V* = UpenVi, E* = UpenEn, G = (V*, E*).
Megmutatjuk, hogy G* jo, vagyis G* = Tk.

Ugyanis tetszleges X, Y C V* véges részhalmazra, ahol X NY = (), a
konstrukciobol addéddan van olyan n, hogy X, Y CV,,, igy V,,,1-ben van
olyan z, amire:

Vo e XE(z,2) és Yy € Y-E(y, 2).

Bizonyitds. (II)

Legyen V = N ha i,j € N,i # j, akkor legyen i* = min (¢,7), j* =
= max (7, j)

és legyen (i,7) él, ha j* binaris alakjaban az ¢* helyen 1 all(a poziciokat
0 -t6l szamozzuk). Lathato, hogy ha (i, 7) él, akkor (j,17) is él.

Példaul: a (2,6) él, mert 6 = 110 a kettes szamrendszerben, és a 2. helyen
1 all.



Az igy elkészitett G(V, E) graf modellje Tr-nek, mert tetszéleges X,Y C
C N, XNY = 0 esetén legyen Y > X. Ekkor van z, hogy minden X-beli
elemmel és egyetlen Y-beli sincs 0sszekotve. Ilyen 2-t példaul tgy kaphatunk,
hogy a binaris alakjaban minden X-beli pozici6ba 1-t irunk, mig minden Y-
beli pozicidba 0-t.

O

4. Definicié. k csiucsi véletlen grdf:
Olyan grdf, melynek k pontja van és a csucspdrok kizitt eqymadstol fiiggetlendil

5 valosziniséggel keriilnek behiuzdsra az élek.

6. tétel. Legyen Gy eqy k csucsu véletlen grdf. Ha n,m réogzitett, akkor

Bizonyitds. Az ellentett esemény valdszintiségét vizsgaljuk meg.

EN\ (k—n 1 1
G, F < k—(m+n) < fmtn _ = N—(n+m)q_
P( k @n,m) = (n) ( m )(1 2n+m) <k (1 2n+m) (1

Az els6 egyenl6tlenség abbol adodik, hogy igy egy olyan grafot, mely nem
modellje ¢, ,,-nek, esetleg tobbszor is leszimlalunk. A harmadik tényezdje
azt fejezi ki, hogy a kivalasztott n és m pontokon kiviili minden pontja
"rossz" kell, hogy legyen. A méasodik egyenlGtlenség végén kapott szorzat elsd
tényezGje k polinomja, a mésodik k-ban konstans, mig a harmadik k-nak egy
exponenciélis fiiggvénye, egynél kisebb alappal. Igy igaz, hogy:
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