Bevezetés az Algebraba 2

3. feladatsor 2026. 3.2. - 3.9.

Definicié. Legyen K test, V vektortér K felett. V dudlis tere

V* = {f: f linearis leképezés V-bsl K-ba }.

A duélis tér mas tantargyakbol sokszor szoba fog még keriilni.

1. (a)

Igazoljuk, hogy V* (a fiiggvények szokésos Gsszeadasaval, szammal szorzasaval) is vektortér K
felett.

Tegyiik fel, hogy V véges dimenzios és {e;, ..., } bazis V-ben. Igazoljuk, hogy V' = @;_; span{e;}.

Minden j < n-re legyen f; a span{e;}-re valo vetités V = @i, ;;span{e;} mentén. Igazoljuk,
hogy {f : j < n} bazis V*-ban.

Igazoljuk rovid érveléssel, hogy V és V* izomorfak. Igazoljuk ezt Ggy is, hogy megadunk koztiik

egy “természetes" izomorfizmust.
Legyen V = R[] a valés egyiitthatos polinomok vektortere, és minden s = (s; : i € N) € R-
n n
re (végtelen hosszi valos szamsorozatra) legyen fs: V — R, fs(z cixt) = Z s;c;. Mutassuk
i=0 i=0
meg, hogy minden s-re f; € V*. Ezek alapjan
i. Mennyi dim(V') és mennyi dim(V*)?
ii. Izomorf-e V' és V*7
iii. Mdkodik-e ugyanez az érvelés, ha V = @;enW tetszbleges, megszamlalhatéan végtelen
taga direkt Gsszeg (amiben az Osszeadandok ugyanazok)?

(f) Adott a € V-re legyen g, € (V*)* az a-t behelyettesitts fuggvény: g.(f) = f(a). Igazoljuk,
hogy a ¢ : V. — (V*)*, ¢(a) = g, injektiv homomorfizmus (azaz bedgyazas) akkor is, ha

dim(V') végtelen. Igazoljuk, hogy ha dim(V') véges, akkor ¢ izomorfizmus.

2. Igazoljuk, hogy RN-ben (a végtelen hosszt valés szamsorozatok szokasos vektorterében) a mértani
sorozatok halmaza linedrisan fiiggetlen. Ezek alapjan mennyi dim(RY)?

3. Legyen V vektortér, f : V — V linearis leképezés és a € V. Ha n € N, akkor f(O = Id és
f = fofo..of (ajobboldalon n darab f van).
(a) igazoljuk, hogy U = span{f™(a) : n € N} invarians altere f-nek.
(b) Igazoljuk, hogy az elébbi U a legkisebb olyan a-t tartalmazoé altere V-nek, mely invarians f-re,
azaz igazoljuk, hogy ha W C V olyan altér, mely invaridns f-re és ¢ € W, akkor U C W.

4. Legyen V vektortér K felett, legyen U C V altér, és legyen f : V' — V linearis leképezés. Igazoljuk,
hogy az alabbi esetekben U invaridns altere f-nek.

Im(f) CU;

U C Ker(f);

f-nek vannak olyan (nem feltétleniil azonos sajatértékekhez tartozo) sajatvektorai, melyek ge-
neraljak U-t. Specidlis esete-e ennek e feladat korabbi kérdéseinek valamelyike?

Az aldbbi métrixok koziil melyekre igaz, hogy (valamilyen bazisban) egy vetités méatrixai?

Az alabbi métrixok koziil melyek hasonldak R felett? A hasonloakra adjuk meg az atkonjugalo
matrixot. (Hasznéljuk a determindnsok szorzastételét, és azt, hogy hasonlé méatrixok karakte-
risztikus polinomjai, és igy sajatértékeik azonosak).
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. Legyen V a legfeljebb 2-odfoku, R feletti polinomok vektortere, éslegyen f : V — V, f(p) = (z—1)p’
(itt p’ a p derivaltja). Hatarozzuk meg f Osszes sajatértékét, és a hozzajuk tartozo sajatvektorokat.

-1 -1 -1
. Legyen A= | 1 1 1 |. Hatarozzuk meg A sajatértékeit és sajatvektorait.
3 1 3

10
. Legyen A = <0 2).

(a) Hatéarozzuk meg az A™ hatvanyokat minden n € N-re.
(b) Tegyiik fel, hogy B hasonlé A-hoz. Mit mondhatunk B™-r¢l?

. Legyen V a Zs feletti 2025-dimenziés vektortér, legyen F' C V linearisan fiiggetlen vektorhalmaz és
legyen k = |F|.

a) Hany eleme van span(F')-nek?

b)

¢) Hany médon lehet F-t kiterjeszteni V' egy bazisava?
d)

—_~ o~

Hany darab olyan vektor van V-ben, mely linearisan fiiggetlen F-t617

~ o~

Hany médon lehet V-t két altere direkt Osszegére bontani? (V dimenzi6ja azért paratlan, hogy
ez a kérdés picit kdnnyebb legyen; ha van kedved, gondold meg 2026 dimenziéra is, nem sokkal
nehezebb).



