Algebra-1 3. feladatlap megoldasvazlatokkal 2026. szept. 23.

1. (Az 1. feladatlap 7. feladata és a 2. feladatlap 5. feladata.)
Legyen K tetszoleges test. Igazoljuk, hogy K egyszeri (csak trivialis kongruenciarelacioi vannak).

Megoldas. Megtalalhato az 1. és 2. feladatlapok megoldasvazlataiban.
2. (A 2. feladatlap 9. feladata.) Igazoljuk, hogy minden véges félcsoporthan van idempotens elem.
Megoldas. Legyen A = (A, -) véges félcsoport, legyen a € A tetszsleges. Mivel A véges, ezért az

{a":neN}CA

halmaz is véges. Van tehit i < j € N gy, hogy a' = o/. Emiatt o't = o/, a't2 = o/ 12, illetve
altalaban tetszéleges ¢ € N-re és k > i-re a* = akteli=1), Legyen k = i(j — ¢). Ekkor k > i. ezért
a¥ € {a’,...a’"'} és emiatt

akak — ak+k — ak+1(g—1) — ak.

3. Legyen G csoport, H, K, L C G komplexusok, a,b € G. Igazoljuk, hogy
(a) ha H < @G, akkor b € aH < aH = bH;

Megoldas. =: Azt latjuk be, hogy bH C aH és aH C bH.
beaH ~bH CaHH ~ bH C aH.

Ebbdl két moédon is befejezhetjiik az érvelést:
e tudjuk, hogy aH és bH is ekvivalenciaosztalya o-nak, ezért aH = bH. Vagy
ebcaH ~a'be H~ (a'b)"' € H'=H ~ b 'a € H~ a € bH, innen, mint el6bb
aH CbH.
«<: bH =aH ~b=be € bH = aH.
(b) a(HUK)=aHUaK s6t, LHUK)=LHULK és (HUK)L=HLUKZL;

Megoldas. u € a(HUK) ©van he€ (HUK): u=ah < u=ah € aHUaK. A tobbi rész
hasonléan.

(¢) HKNL)C HKNHL és (KNL)HC KHNLH;

Megoldas. v € HKNL) < van h€ Hke KNL:u=hk~ hk € HK és hk € HL. A
tartalmazas nem fordithat6é meg, mert ha u € HK N HL, akkor csak annyit tudunk, hogy van
hi,hes € Hyk € K ésl € L, hogy u= hik és u = hol. A tobbi rész hasonlban.

(d) (HK)"' =K~'HL.

Megoldas. Csoportokban is: szorzatot gy invertdlunk, hogy a tényezdk inverzeit forditott
sorrendben szorozzuk 6ssze: (ab)~! = b~la~!. Itt a jobboldal tényleg inverze ab-nek, mert
b~la"lab=b"'b = e. Ezért

we(HK) 'su''cHK & vanhc HkecK: u'=hksu=(hk) ' =k 'heouec K 'H "

4. Legyen Ds-ban t az AC oldal felez6merdlegesére valo tiikrozés. Hany eleme van (t)-nek? Soroljuk
fel H Gsszes baloldali és Gsszes jobboldali mellékosztalyait. Igaz-e, hogy mindegyik baloldali mellék-
osztaly jobboldali mellékosztaly is?

Megoldas. Mivel a tiikrozést 2-szer megismételve az identitast kapjuk, a () ciklikus csoportnak
2 eleme van ~» Lagrange tétele szerint 3 darab baloldali és 3 darab jobboldali mellékosztalya van.
Elsadason volt, hogy D3 elemeit azonosithatjuk a szabalyos ABC héaromszog csicsainak permuté-

cidival. Tehat D3 egy elemét (‘3 ]; S) alakban adhatjuk meg, mely azt a permutaciét jeldli,

amely A-t, B-t és C-t rendre z-re y-ra, z-re képezi (itt tehat z,y és z is az ABC haromszog paron-
ként kiilonb6z6, de meg nem hatéarozott cstcsait jeloli).

e (t) 3 darab (kiilon-kiilon 2-elemii) baloldali mellékosztalya (f jeloli a kozéppont koriili, 120°-os
porzitiv irAnyua forgatast):



e(t): ee—<A B C> et—(A B C>'
A B C)’ C B A)

B B

C C

A
A
(0 5) (30 )

e (t) 3 darab (kiilon-kiilén 2-elemt) jobboldali mellékosztalya:

e e (A B C e (A B CY.
(}e.ee—ABC, ¢e=\c B 4)
wra=(5 0 %) u=(3 5 )

(20 5) (12 5)

Mivel az elsé lista mésodik sora nem egyezik meg a masodik lista egyik soraval sem, ezért az f(t)
baloldali mellékosztaly nem jobboldali mellékosztaly.

5. Van-e Sym([10])-nek 2026 elemii részcsoportja?

Megoldas. Lagrange tétele szerint, ha lenne ilyen részcsoport, akkor 2026 osztoja lenne |[Sym([10])| =
10-nak, de 10! minden primtényezdGje kisebb, mint 10. Ugyanakkor 2026-nak az 1013 egy 10-nél na-
gyobb primosztdja ~» 2026 J10! ~» nincs ilyen csoport.

6. Legyen G = (G, -, 7! e) véges csoport. Igazoljuk, hogy G generalhaté legfeljebb 1 + log,(|G|) darab
(s6t legfeljebb log, (|G|) darab) elemével (azaz van olyan X C G, melyre | X| < log,(|G]) és (X) = G).

Megoldas. Amig lehet, megadjuk G elemeinek egy (xg,x1,x2,...) sorozatat gy, hogy minden k-ra
a Gy, = ({zo,...x1}) csoportra |G| > 2%. Legyen ¢ = e. Ha xy,...xx_1 adott mar, és Gp_1 # G,
akkor legyen zp, € G — Gj_1 tetszéleges. Mivel G valddi részesoportja G-nak, és Lagrange tétele
miatt |Gy_1| osztéja |Gi|-nak, ezért |G| > 2|Gyr_1| > 2251 = 2k, A konstrukcié akkor akad
meg, ha Gj,_; = G. Ekkor egyrészt |G| = |G_1| > 2571 azaz log,(|G|) > k — 1, mésrészt Gj,_1-et
generélja a k-elemd {xo,...x;_1} halmaz. A generalo elemek koziil xy = e el is hagyhato, mert e-t
ugyis begeneralja a tobbi elem.

7. Legyen m € N. Emlékeztetd:

e R C Negy RMR (redukalt maradékrendszer (mod m), ha |R| = p(m) és R elemei paronként
inkongruensek (mod m) (ezért N minden eleme kongruens R valamelyik elemével (mod m)).
e Euler-Fermat-tétel: Ha (a,m) = 1, akkor a®("™ = 1(mod m).

(a) Igazoljuk, hogy ha R egy RMR (mod m), akkor V = {a/(mod m) : a € R} részcsoportja
Zy, szorzésra vett reduktumanak (itt Z,, a (mod m) maradékosztalyok szokésos gytirtje).

Megoldas. V zart a szorzéasra, mert m-hez relativ primek szorzata is relativ prim marad
m-hez. Tovabba V zart az inverzképzésre is: legyen a € R; mivel (a,m) = 1, ezért (pl. a
Bev.Alg.-1 JegyzSkonyv 3.27. tétele szerint) az ax = 1 (mod m) megoldhato, a megoldas (na-
radékosztalya) lesz a/(mod m) inverze. Ez az inverz benne lesz V-ben (szintén a Bev.Alg.-1
JegyzSkonyv 3.27. miatt ).

Mas moédon is belathatjuk, hogy V' zart az inverzképzésre. Tanultuk, hogy ha R elemeit egy
m-hez relativ prim a-val szorozzuk, akkor aR is RM R marad (ez volt a Bev. Alg.-1 Jegy-
z6konyv 3.40. tétele). ezért, ha a € R, akkor aR is RMR, tehat van b € aR gy, hogy
b=1 (mod m). Mivel b € aR, ezért van ¢ € R, hogy b = ac. Ezekbdl ac = b (mod m) azaz
ac=1 (mod m)~> cinverze a-nak. Emiatt V invertalasra is zart.

(b) A csoportelméleti Lagrange-tételt hasznalva adjunk révid bizonyitast az Euler-Fermat-tételre.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy (a,m) = 1. Legyen az a/ (mod m) € V elem rendje V-ben k.



V egységelemét e"-vel jeldlve egyrészt ¢V = 1/ (mod m), masrészt Lagrange tétele szerint
ekkor k osztoja |V| = ¢(m)-nek, mondjuk ¢(m) = kn. Ekkor viszont

o(
a?(m) = gk — (a®)* =€V =1 (mod m).
8. Adjunk meg egy olyan végtelen G csoportot, melynek minden végesen generélt részcsoportja véges
(ilyenkor azt is mondjuk, hogy G lokalisan véges).
1. Megoldas. Az Gtlet az, hogy megadunk egy végtelen G csoportot, mely elGall véges részcsoport-
jainak noévé unidjaként: azaz
G={JGn

neN

teljesiil a véges G,, részcsoportokra. Ha sikeriil ilyen szituaciot talalni, akkor készen vagyunk, mert
ekkor, minden véges X C G-hez van n € N, hogy X C G,. Viszont ekkor (X) C G,, ami G,
végessége miatt véges marad. Legyen

G={z€C: (In eN) z egy 2"-edik egységgyok}.

Vilagos, hogy G zart a komplex szamok szokasos szorzaséara és a reciprokképzésre, ezért ezekkel a
miveletekkel G csoportot alkot. Végiil minden n € N-re legyen

G, ={z € C: z egy 2"-edik egységgyok}.
Vilagos, hogy mindegyik G,, véges, és hogy G = UpenGyp.

2. Megoldas. Legyenek a G,, csoportok azok, mint az elbb (vagy lehetnek akar barmilyen, kevésbé
konkrét n-edrendd ciklikus csoportok is). Legyen

H={se H G, : majdnem minden n-re s(n) = 1}.

Konnyii meggondolni, hogy H részcsoportja a [ [, cy Gn direktszorzatnak, H végtelen (mert a Gj,-ek
egyre nagyobbak). De ha X C H, akkor van N € N gy, hogy minden s € X-re és n > N-re
s(n) = 1. Ezért (X) minden eleme is 1 marad N felett (azaz, ha s € (X) és n > N, akkor s(n) = 1.
De ilyen fajta elembdl csak véges sok van, mert mindegyik G,, véges).

9. Igazoljuk, hogy ciklikus csoportok minden részcsoportja is ciklikus.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy a ciklikus G csoportot generdlja az a € G elem, és legyen H < G. Azt
kell belatni, hogy H ciklikus. Mivel H C G = (a), ezért {k € N: a* € H} # (). Legyen

n =min{k € N:a" € H}.

Allitjuk, hogy (a™) = H. Ebbdl (a") C H vilagos (mert a™ € H). A forditott irAnyt tartalmazashoz
legyen b € H tetszleges. Mivel H < G, ezért van olyan m € N, hogy b = a”. Osszuk maradékosan
m-et n-el ~» vannak ¢, € N, hogy 0 < r < n és m = gn + r. Ekkor

ar — aqn+r7qn — aqun — amafqn
és a jobboldal mindkét tényezGje H-beli ~ a” € H, ami n és r valasztasa miatt csak az r = 0 esetben

lehet. Ezért n|m igy b = a™ = a9 = (a™)? € (a™). Mivel b € H tetsz6leges volt, ezért H C (a™).
Az eddigiekbdl: H = (a™), vagyis H ciklikus, mert a™ (egyetlen elem) generalja.

A feladatlap letolthetd innen:
https://users.renyi.hu/~sagi/algebral-2026osz-letoltesek.html

Az érdekes kitekintésre nem irok megoldasokat.



