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JLMf<9�V�V8NPAGCc�:�8;=?j3=[<!:VG'dZ>?GH8;BIE�D =�>z��D
F � E�=S8N8UGCc�:�8;=?j3=[<!:VGHM H1 = (V,E1)

<!BHP
H2 = (V,E2)
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H1∪H2 = (V,E1∪E2)
��GVJLK[G~<!=S8�JLMSD @AD =?:VGVJLK�>SD

F
dZ<!BHP���8UPV8;BHD >S8�>?GVJLM�BC^V@���8;=��Zc

DF (H1,H2) �i� D =9<IKND WRWL8NK;>?JLD B
C
D!E�GZcZ:�8;=?j3=[<!:VGHMO>?GH8

C � E�=S8N8/PmJLM?>[<!BHKN8/D!E�>)��D
C � E�=S8N8GCc�:g8;=?j3=[<!:VGHM~��>?G,<!>OJLM

F � E�=S8N8/E�D ="<!WRW
F ∈ C � JLM

DC(H1,H2) =
∑
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¬�­1®3¯�®b°z­²±U³µ´�¶�·�¸m¹gºm¶�¸m¹g»�»�¶�¼%½1¾�½²¼!·

[n] ¿ ¼!À�¸Z»;¼!Á�»�¶�¼µÁ�¼
»A¸ZÂi»�¶�¼%Ã1·�Á[»
n

½]¸�Á�ÄÅ»�ÄÅÆ�¼QÄ�ÀV»;¼
ºm¼!·ÇÁ!È¾�À ¿ Â�¸m·"¾�ÀVÉ�ÁÇ¼
»
S
Èg»;¶g¼IÁÇ¼
»/¸�Âf¾�Ê�Ê

k Ë ¼
Ê�¼
Ì`¼
ÀH»"ÁÇ¹�Í�ÁÇ¼
»;Á/¸�Â
S

Ä�Á ¿ ¼!À�¸�»�¼ ¿ ÍHÉ (

S
k

) Î
Ï?ÀÑÐÓÒbÔ9ÄÅ»�Ä�ÁQ½g·�¸3Æm¼ ¿ »�¶1¾Z»%ÄÕÂ

F1,F2

¾Z·�¼Ö»?×�¸ØÄ�ÀV»;¼
·�ÁÇ¼!Ù
»�Ä�À�º�Âz¾ZÌ`ÄÅÊ�Ä�¼
ÁA¸�Â"Á�¹�ÍgÁ�¼
»�Áµ¸�Â/¾�À
n Ë¼!ÊÅ¼!Ì§¼!ÀV»I¹�À ¿ ¼
·�ÊÕÉ�ÄÅÀ�º�ÁÇ¼
»!È�»;¶g¼!ÀÚ»�¶�¼§À,¹gÌQÍ]¼
·~¸ZÂ ¿ ÄÅÁ�ÛÇ¸mÄÅÀH»I½1¾ZÄ�·�ÁA¸�ÂOÁ�¼«»;Á�ÄÅÀÜ»�¶�¼§¹�À�Ä�¸�ÀÚ¸�Â�»;¶�¼»?×�¸ÖÂz¾�Ì§Ä�Ê�ÄÅ¼!Á9ÄÅÁ�¾C»�Ì§¸mÁÇ»

3n−2 È6¾ZÀ ¿ »;¶gÄ�Á�Ä�Á�Á�¶1¾�·Ç½Ø¾�Á/Ä�Á�Á�¶�¸3×"À�ÍVÉ�»;¶�¼IÂz¾�Ì`ÄÅÊ�ÄÅ¼!Á
Fi = {F ⊂

[n] : i ∈ F},Fj = {F ⊂ [n] : j ∈ F}
Â�¸m·"¾�ÀVÉ ¿ ÄÅÁÇ»;ÄÅÀ�Ù
» i, j

Î�Ý Ä�ÀgÙ!¼A¾�ÀVÉ ¿ ÄÅÁ�ÛÇ¸mÄÅÀH»9½1¾�Ä�·�ÄÅÀ�»;¶�¼¹�À�ÄÅ¸mÀÞ¸�ÂO»?×�¸�ÄÅÀV»;¼!·ÇÁ�¼
Ù
»;ÄÅÀ�º�Âz¾�Ì`ÄÅÊ�ÄÅ¼!Á�Á�¶�¸3×"Á~»�¶1¾Z»A»;¶g¼§¹gÀ�Ä�¸mÀÜÄ�Á�Àg¸�»~¾�ÀÚÄÅÀV»;¼!·ÇÁ�¼
Ù
»;ÄÅÀ�º�Âz¾�Ì`ÄÅÊÅÉ�È»;¶g¼IÀH¹�Ì�Í]¼
·�¸ZÂ ¿ ÄÅÁ�ÛÇ¸mÄÅÀV»�½1¾�ÄÅ·�Á�Ù ¾ZÀ�Í²¼AÙ!¸mÀ�ÁÇÄ ¿ ¼
·�¼ ¿ ¾�Á�¾ ¿ ÄÅÁÇ»N¾ZÀ�Ù!¼ Ë Ê�ÄÅß�¼�Ù
¸mÀ�Ù!¼
½g» Îà/¸3×áÙ!¾�ÀÜ×�¼µºm¼!Àg¼!·;¾ZÊ�Ä�â
¼Q»;¶�ÄÅÁAÙ!¸mÀ�Ù
¼!½g»AÂ�¸m·A¸�»�¶�¼!·A¶VÉ,½]¼
·�ºm·�¾�½�¶Ü½�·�¸�½]¼
·Ç»;ÄÅ¼!Á;ãåäæ¶g¼!¹�·ÇÄ�ÁÇ»�Ä�Ù¾�½�½g·�¸V¾�ÙN¶çÄ�Á�èz¶�¾3Æ,ÄÅÀ�ºÚ»?×�¸é¶VÉ,½]¼
·�ºm·�¾�½�¶�Á
H1 = (V, E1),H2 = (V, E2)

Í]¸Z»;¶êÁ;¾Z»�Ä�ÁÇÂ�É,ÄÅÀ�ºé¾½�·Ç¸m½]¼
·Ç»?É
P ë »;¸ìÙ
¸m¹�ÀV»�»;¶�¼ÞÁ�¹gÍ�¶VÉ�½²¼!·Çºm·;¾Z½�¶�Á�¸ZÂ

H1 ∪ H2 í ÁÇ¶�¸3×"Ä�À�º í »�¶1¾Z»
H1 ∪ H2 =

(V, E1 ∪ E2) ¿ ¸�¼
ÁÖÀ�¸Z».¶1¾ Æm¼�½�·�¸m½²¼!·[»?É
P

èz¾�À ¿î¿ ¼
À�¸�»�¼�»�¶�¼!ÄÅ·`ÀH¹�ÌQÍ²¼!·`ÍVÉ
DP (H1,H2) ë Î´�¶�¸m¹gºm¶Øºm¼!Àg¼!·;¾ZÊ�ÊÅÉ�ÄÕ»�ÄÅÁ�À�¸�»�Ù!ÊÅ¼ ¾�·/¶�¸3×ï¾§Âz¾�Ì`ÄÅÊÅÉ�¸ZÂU¶HÉ,½²¼!·Ç¼ ¿ ºm¼
Á�Ù ¾�ÀØÁÇ¶�¸3×ð»�¶1¾Z»/»;¶�¼�×"¶g¸mÊ�¼¶VÉ,½]¼
·�ºm·�¾�½�¶ ¿ ¸�¼
Á%À�¸�»µÁ�¾Z»;ÄÅÁÇÂ�Éñ¾Ø½�·Ç¸m½²¼!·Ç»?É�È�ÄÅÀñÙ!¸mÀgÙ!·�¼«»;¼�¼«òg¾�Ì§½�ÊÅ¼!Á%ÄÅ»QÄ�Á%¸mÍVÆ,Ä�¸m¹gÁQ×"¶1¾Z»%×�¼Á�¶g¸m¹�Ê ¿ Ù
¸m¹�ÀV» Î

ó�ô�¯1õÚöf÷�ø,ù�³9ú�¼
»
P

Í²¼�»;¶g¼�½�·�¸m½²¼!·[»?ÉÖ¸ZÂ�Ä�À�Ù
Ê�¹�ÁÇÄ�¸mÀ Î ´�¶1¾Z»�ÄÅÁOÂ�¸m·O¾�ÀVÉÖ½1¾ZÄ�·O¸ZÂ�¶HÉ,½²¼!·Ç¼ ¿ ºm¼
Á
H1, H2

¼!ÄÕ»;¶�¼
·
H1 ⊆ H2

¸m·
H2 ⊆ H1

Î ´�¶�¼!·Ç¼
Â�¸m·Ç¼�Â�¸m·6»?×�¸/¶VÉ,½]¼
·�ºm·�¾�½�¶�Á�¸�Â,ÁÇ¼
»;Á�×"ÄÕ»;¶A½�·�¸�½]¼
·Ç»?É
û



P
×�¼"Á�¶�¸�¹�Ê ¿ Ù
¸m¹�ÀV»�»;¶�¼�½�¾�Ä�·ÇÁ�¸�Â²¶VÉ�½²¼!·Ç¼ ¿ º�¼!Á H1, H2

ÄÅÀQ»;¶�¼�¹gÀ�Ä�¸mÀQÂ�¸�·f×"¶�Ä�ÙN¶µÍ²¸�»;¶
H1 6⊆ H2¾�À ¿ H2 6⊆ H1

¶�¸�Ê ¿ Î�ü ¾Cò�Ä�Ì`¾�Ê�¶HÉ,½²¼!·Çºm·;¾�½g¶�Á�×"ÄÅ»;¶Ø½g·�¸m½²¼!·[»?É
P

¾�·Ç¼%Á;¾Z»�¹�·;¾C»;¼ ¿ ÙN¶1¾ZÄ�À�Á Î èzäÙN¶1¾�ÄÅÀ
C = {C0, C1, ..., Cn}

Ä�Á�Á�¾Z»;¹�·�¾Z»;¼ ¿ ÄÕÂUÂ�¸m·A¾�Ê�Ê
j
È
|Cj| = j

¶�¸mÊ ¿ Á Î ë ´�¶�¼µ¼!Ì§½g»?ÉØÁÇ¼
»IÄ�Á¾�Á�¹�Í�ÁÇ¼
»�¸�Â�¼ ¾ZÙN¶éÁ�¼«» Èf¾�À ¿ ¼!¾�ÙN¶éÁÇ¼
»~Ä�ÁI¾�ÁÇ¹�Í�ÁÇ¼
»Q¸ZÂO»;¶g¼§×"¶�¸�Ê�¼µ¹�À ¿ ¼
·�ÊÕÉ�ÄÅÀ�º�Á�¼
»
[n]

È�Á�¸�»;¶�¼Ì`¾Cò�Ä�ÌQ¹�ÌïÀ,¹gÌQÍ]¼
·�¸ZÂ5½1¾�ÄÅ·�Ái¸�Â5¶VÉ,½²¼!·�¼ ¿ ºm¼
Á9À�¸mÀ�¼/¸�Â6»�¶�¼!ÌýÙ
¸mÀV»N¾�ÄÅÀ�Ä�À�ºA»;¶g¼/¸�»�¶�¼!·
È,×"¶g¼!·�¼�»;¶�¼¼ ¿ ºm¼!ÁI¾�·Ç¼µ»;¾�ß�¼
ÀÜÂ�·Ç¸mÌþ»?×�¸�ÙN¶1¾�Ä�ÀgÁ
C1, C2

è�»;¶gÄ�Á�Ä�Á
D 6⊆(C1, C2) ë È�ÄÅÁA¾Z»AÌ`¸�ÁÇ»

(n − 1)2
Î ä�À ¿Â�¸m·�¾�ÀVÉ�½1¾ZÄ�·�¸ZÂUÁ;¾Z»�¹�·;¾Z»�¼ ¿ ÙN¶1¾ZÄ�À�Á�¸ZÂ�»;¶�¼QÂ�¸m·ÇÌ

C = {C0 ⊆ C1 ⊆ C2 ⊆ ... ⊆ Cn−1 ⊆ Cn}¾�À ¿ C ′ = {Cc
n ⊆ Cc

n−1 ⊆ ... ⊆ Cc
1 ⊆ Cc

0}
×"¶g¼!·�¼

Ac ¿ ¼!À�¸Z»;¼!Á�»�¶�¼QÙ
¸mÌ`½gÊ�¼!Ì§¼!ÀV»/¸�ÂU»;¶�¼�Á�¼
»
A
È�×�¼A¶1¾ Æm¼

D 6⊆(C, C ′) = (n − 1)2
Î

ä�Á~¾�À�¸�»�¶�¼!·A¼Xò�¾ZÌ`½�ÊÅ¼�È�Ê�¼«»
P

Í]¼%»�¶�¼`½g·�¸m½²¼!·[»?ÉÞ¸�Â�è�½1¾�ÄÅ·Ç×"Ä�ÁÇ¼ ë�¿ ÄÅÁ�ÛÇ¸mÄÅÀH»�À�¼!ÁÇÁ`èzÄ Î ¼ Î Â�¸m·�¼«Æ Ë¼!·[É
F1, F2 ∈ F F1 ∩ F2 = ∅ ë Î ´�¶�ÄÅÁ§»�Ä�Ì§¼�ÌÖ¾Cò�ÄÅÌÖ¾�ÊO¶HÉ,½²¼!·Çºm·;¾�½g¶�Á.¾�·Ç¼�½1¾�·Ç»�ÄÅ»�Ä�¸mÀ�Á
ÈO¾ZÀ ¿

D 6∩(F1,F2) = |{(F1, F2) : Fi ∈ Fi

¾ZÀ ¿ F1 ∩ F2 6= ∅}
Î ÏÿÂiÂ�¸m·�¼«Æm¼!·[ÉÜÄ�ÀV»;¼
·�Á�¼
Ù
»�Ä�À�º�½1¾�ÄÅ·�¸�Â¼ ¿ ºm¼!Á~Ä�ÀÚ»�¶�¼§¹�À�Ä�¸�Àé¸�Â�»?×O¸�½�¾�·Ç»�ÄÅ»;ÄÅ¸mÀ�Á�×�¼Ö½²¸mÄ�ÀV»~¸m¹g»�¾�Àé¼
Ê�¼
Ì`¼
ÀH»I¸�ÂO»;¶�¼`Ä�ÀV»;¼
·�Á�¼
Ù
»�Ä�¸mÀ5È�×�¼ºm¼«»�¾ZÀÜÄÅÀCÛÇ¼!Ù«»;ÄÕÆm¼µÌÖ¾Z½�½�Ä�ÀgºÖÂ�·�¸mÌþ»;¶�¼µÀ�¸mÀ Ë?¿ ÄÅÁ�ÛÇ¸mÄÅÀH»�½1¾�Ä�·ÇÁ�»;¸�»;¶g¼§Í�¾�Á�¼µÁ�¼«» ÎÖÝ ¸�»;¶�¼µÀH¹�ÌQÍ²¼!·¸�Â�ÁÇ¹�ÙN¶î½1¾ZÄ�·�Á§Ù ¾ZÀ Í²¼�¾Z»`Ì§¸mÁÇ»

n
Î �1¸m·§¾�ÀVÉê½1¾�·[»;ÄÅ»�Ä�¸mÀ

F
×�¼�Ù!¾�À Ù
·�¼ ¾C»;¼�¾ZÀ�¸�»;¶g¼!·§½1¾�·Ç»�Ä Ë»;ÄÅ¸mÀ

F ′ ÍVÉ�ÙN¶�¸�¸�Á�Ä�Àgº.¾�À�¼!Ê�¼
Ì`¼
ÀV»/Â�·Ç¸mÌ�¼ ¾ZÙN¶�¶VÉ�½²¼!·Ç¼ ¿ º�¼�»;¸µÂ�¸m·�Ì ¾§¶VÉ�½²¼!·Ç¼ ¿ º�¼�Ä�À
F ′ È'»;¶�¼
À¾�ºV¾ZÄ�À ÙN¶�¸,¸mÁÇÄ�À�º�¸�À�¼�¼!ÊÅ¼!Ì§¼!ÀV»QÂ�·�¸�Ì�¾ZÊ�Êi·�¼!Ì`¾�ÄÅÀ�Ä�À�º�À�¸mÀ Ë ¼!Ì§½g»?ÉÚ¼ ¿ ºm¼
Á!È�¾�À ¿ ÁÇ¸Ø¸mÀ »;¸Ø¶1¾ Æ�¼

D 6∩(F ,F ′) = n
Î

´�¸§Ì`¾�ß�¼�»;¶gÄ�À�ºmÁ�½g·�¼!Ù
Ä�ÁÇ¼A×�¼AÀ�¼!¼ ¿ »�¶�¼�Â�¸mÊ�ÊÅ¸b×"ÄÅÀ�º ¿ ¼«Ã1À�ÄÕ»;Ä�¸�À�Á Î��ø��f±�°�®b°�­²±��êÏÿÂ
F

¾�À ¿ G
¾�·�¼Ø¶VÉ,½²¼!·�º�·;¾�½�¶gÁ!È�»�¶�¼!À

G
Ä�Á

F �	��

�
� ÄÅÂA»;¶g¼!·�¼ÞÄÅÁ.À�¸ìÁ�¹�Í Ë¶VÉ,½]¼
·�ºm·�¾�½�¶å¸ZÂ
G

×"¶�ÄÅÙN¶åÄÅÁ�ÄÅÁ�¸mÌ§¸m·�½g¶�Ä�Ù�»�¸
F

Î ÏÿÂ
H1

¾�À ¿ H2

¾�·�¼Þ»?×O¸
F Ë Â�·�¼
¼Ü¶VÉ,½²¼!· Ëºm·�¾�½�¶�Á
È9»;¶�¼
À »;¶�¼
Ä�·

F �	��
��
���������������
� DF(H1,H2)
ÄÅÁ§»�¶�¼�ÀH¹�Ì�Í]¼
·Ö¸�Â�ÁÇ¹�Í�¶VÉ,½]¼
·�ºm·�¾�½�¶�Á�¸ZÂ

H1 ∪ H2

×"¶�Ä�ÙN¶é¾�·�¼%ÄÅÁ�¸mÌ§¸m·�½g¶�Ä�Ù�»�¸
F

Î ÏÿÂ
C

Ä�ÁA¾�Ù!¸mÊÅÊ�¼!Ù«»;ÄÅ¸mÀ�¸�Â�¶VÉ�½²¼!·Çºm·;¾Z½�¶�Á~¾�À ¿ H1

¾�À ¿
H2

¾�·�¼�»?×�¸
C Ë Â�·Ç¼!¼`èzÄ Î ¼ Î

F Ë Â�·�¼
¼�Â�¸m·"¾�Ê�Ê
F ∈ C ë ¶VÉ,½²¼!·�º�·;¾�½�¶gÁ!È1»;¶�¼
À�»�¶�¼!ÄÅ·

C �	��
��
���������������
� ÄÅÁ
DC(H1,H2) =

∑

F∈C DF(H1,H2)
Î

�/¸�»�¼�»;¶1¾Z»�»�¶�¼!ÁÇ¼ ¿ ¼
Ã1À�ÄÕ»;ÄÅ¸mÀ�Á�Ù!¸3Æ�¼!·/¾�Ê�Ê]½�·�¸m½²¼!·[»;ÄÅ¼!Á�×O¼A¶1¾ Æ�¼�¾�ÊÅ·�¼!¾ ¿ ÉÖ»�·�¼!¾Z»;¼ ¿ Î

� �! #"9¤f¢$"9¤%�'&)(5£*",+ (
��ø-��±�°�®3°z­²±.�iäÑ¶VÉ,½]¼
·�ºm·�¾�½�¶

F
ÄÅÁUÁ;¾�Ä ¿ »�¸~Í²¼�¾0/21 ��
�����
3��45���6��7 ÄÕÂ

F1 6⊆ F2
Â�¸m·i¾�ÀVÉ ¿ Ä�Á[»;ÄÅÀ�Ù
»

F1, F2 ∈ F
Î~Ý ¸`»;¶�¼ ¿ ÄÅÁÇ»;¾�À�Ù!¼�¸�ÂU»?×O¸ Ý ½²¼!·ÇÀ�¼!·�Á[É,ÁÇ»;¼
Ì`Á�ÄÅÁ

D⊆(F ,G) = |{{A1, A2} : Ai ∈
F ∪ G

¾�À ¿ A1 ⊆ A2}|
Î

�1¸m·6»;¶g¼�½�·�¼
Ù!Ä�ÁÇ¼ ¿ ¼
Ã1ÀgÄÅ»;ÄÅ¸mÀ98 C⊆ = {Gk,l : k ∈ N, l ∈ N}
×"¶�¼!·Ç¼

Gk,l = {{1, ..., k}, {1, ..., k+
l}}

Ä�Á9»;¶g¼IÙ
¸mÊ�ÊÅ¼!Ù«»;Ä�¸�À�¸�Â�Â�¸�·�Í�Ä ¿�¿ ¼!À�¶VÉ,½]¼
·�ºm·�¾�½�¶�Á
È²¾�À ¿ D⊆(F ,G) = DC⊆(F ,G)
Î

:�; øH­=<bø,õ >5³@?)A � F ,G ⊆ 2[n] ��

�B�DCFE /21 ��
�����
G��45���6��7��
H.�JIK���
D⊆(F ,G) ≤ D⊆(F0,G0)

CLIK��
�� F0 ���M�NIK�BIO4 1 ��
�P�
Q� 1 IRCS�J�JIT�U�VPO�W�V��� (

[n]
k1

) H G0 �����NIK�BIO4 1 ��
�P�
Q� 1 IRCS�J�JIX�U�VPO�W�V��� (

[n]
k2

)Y
k1 < k2 Z ��[K�
I\�NI]���^�U�O�
I�E_� k1, k2 − k1, n− k2 ��� `a��
Bbc4!����7dEV���FEe���cf A � 1 ��
��D����[hgi��
�H.� �kj

l



���JmV�D�O�
� n H.�JIK��� F0 ���a�NIK�nIO4 1 ��
@P�
Q� 1 I$CS�J�JI��U�VPO�o�V��� (

[n]
n/3

) ���=� G0 ���nIO4 1 ��
@P�
Q� 1 IdCS�J�NIR�U�VPO��V��� (

[n]
2n/3

) fp�°D<Cù
®Üöq<b­5­sr��Rt Î Ê Î ¸ Î º Î ×O¼�Ù!¾�Àê¾�Á�ÁÇ¹�Ì`¼.»�¶1¾Z»%Í²¸�»�¶
F

¾�À ¿ G
¾�·Ç¼�ÌÖ¾bògÄÅÌÖ¾ZÊ Ý ½]¼
·�À�¼
·ÁÇÉ,Á[»;¼!Ì§Á!È'ÁÇÄ�À�Ù
¼~¾ ¿�¿ Ä�Àgº§Àg¼
× ¼ ¿ ºm¼
Á�»�¸µ»�¶�¼A¶VÉ�½²¼!·Çºm·;¾Z½�¶�Á�Ù ¾�À�Àg¸�» ¿ ¼!Ù
·�¼!¾�Á�¼I»;¶�¼ ¿ ÄÅÁÇ»N¾ZÀ�Ù!¼ Îu ¹�·~º�¸V¾�Ê�Ä�Á�»�¸�ÁÇ¶�¸3×á»;¶1¾Z»IÍVÉÜÁÇ»;¾�·Ç»�Ä�À�º�×"ÄÅ»�¶é¾ZÀHÉÜ½1¾ZÄ�·�¸�Â Ý ½]¼
·�À�¼
·�Á[É�Á[»;¼
Ì`Á

(F ,G)
È�ÄÅÀÃ1À�ÄÕ»;¼
ÊÅÉ.Ì`¾�ÀVÉ.Á[»;¼
½�Á

(F i,Gi)
×�¼IÙ ¾�À�·�¼!¾�ÙN¶

(F0,G0) = (Fm,Gm)
Á�¹gÙN¶�»;¶�¾Z»

D⊆(F ,G) ≤ D⊆(F1,G1) ≤ D⊆(F2,G2) ≤ ... ≤ D⊆(Fm,Gm) = D⊆(F0,G0)./ �_� 1wv
ú�¼
»

C = F ∩ G
¾ZÀ ¿ ½�¾�·Ç»�ÄÅ»;ÄÅ¸mÀ

F
¾ZÀ ¿ G

ÍVÉ
F = C ∪ F1 ∪ F2

¾ZÀ ¿ G = C ∪ G1 ∪ G2

×"¶�¼
·�¼
F1 = {F ∈ F :

»�¶�¼!·Ç¼AÄ�Á
G ∈ G G ( F}, F2 = {F ∈ F :

»;¶g¼!·�¼IÄ�Á
G ∈ G G ) F}¾�À ¿ G1,G2 ¿ ¼«Ã1À�¼ ¿ Á�ÄÅÌ`ÄÅÊ�¾�·ÇÊÅÉ Î ��¸�»;¼ZÈ�»�¶1¾Z»I¾�ÀVÉ

F ∈ F
Ù
¸mÀV»N¾�ÄÅÀ�Á�¸m·AÄ�Á�Ù
¸mÀV»N¾�ÄÅÀ�¼ ¿ Ä�ÀÞÁÇ¸mÌ`¼

G ∈ G
È5Í]¼
Ù ¾�¹gÁ�¼Q¸�»�¶�¼!·[×"Ä�ÁÇ¼�×O¼%Ù
¸m¹�Ê ¿ ¾ ¿�¿ ÄÕ»/»�¸

G
È6×"¶�ÄÅÙN¶�×O¸�¹�Ê ¿ Ù
¸mÀV»;·�¾ ¿ Ä�Ù«»�»�¶�¼QÌ`¾Cò�Ä�Ì`¾�Ê½�·Ç¸m½]¼
·Ç»?ÉÖ¸�Â

G
È1¾�À ¿ À�¸

F ∈ F
Í²¼!Ê�¸�À�ºmÁO»�¸%Í]¸�»�¶

F1,F2

Èg¸�»;¶�¼
·Ç×"ÄÅÁ�¼�»;¶g¼!·�¼�¼Xò�Ä�ÁÇ»
G1, G2 ∈ GÁ�¹gÙN¶�»�¶1¾Z»

G1 ( F ( G2

Ù!¸�ÀH»�·;¾ ¿ Ä�Ù
»�Ä�À�º~»;¶�¼ Ý ½²¼!·ÇÀ�¼!·�½g·�¸m½²¼!·[»?É.¸�Â
G
Î�Ý ¸

C,F1,F2

ÄÅÁ9·�¼!¾�Ê�ÊÕÉ¾%½1¾�·[»;ÄÅ»�Ä�¸mÀ�¸ZÂ
F

Î�/¸3× Ê�¼«»
F1 = C ∪ F1 ∪ G1

¾�À ¿ G1 = C ∪ F2 ∪ G2

Î Ïÿ»�Ä�Á�¼ ¾�Á[É�»;¸ÖÙN¶g¼!ÙNß�»;¶1¾Z»�Í²¸�»;¶
F1¾�À ¿ G1 ¾�·Ç¼ Ý ½]¼
·�À�¼
·�ÁÇÉ,ÁÇ»�¼!Ì§Á Î ´�¶g¼QÂz¾�Ù
»�»�¶1¾Z»

D⊆(F ,G) = D⊆(F1,G1)
Â�¸mÊ�ÊÅ¸b×"Á/Â�·�¸mÌ »;¶�¼Âz¾�Ù«»�»;¶1¾Z»

E(F) ∪ E(G) = E(F 1) ∪ E(G1)
Î

x�ÉÞ»;¶�¼Ö¾�Í²¸bÆ�¼ÖÙN¶1¾ZÀ�ºm¼Ö¸ZÂ9»;¶�¼`ÁÇÉ,ÁÇ»�¼!Ì§Á~»�¶�¼!·Ç¼ÖÄ�ÁIÀ�¸
F ∈ F1 Â�¸m·A×"¶�ÄÅÙN¶é»;¶�¼
·�¼`¼«ò�Ä�Á[»;ÁQ¾

G ∈ G1 ×"ÄÅ»;¶
F ⊆ G

È1Á�¸µ×O¼IÙ ¾ZÀ�·Ç¼
Â�¼!·�»�¸
F1 ¾ZÁ"»�¶�¼I¹�½�½²¼!· Ý ½²¼!·�Àg¼!·"ÁÇÉ,ÁÇ»�¼!Ì�È²¾�À ¿ »;¸

G1 ¾�Á»;¶g¼IÊÅ¸3×O¼
·�Á[É,ÁÇ»;¼
Ì Î
�1·�¸mÌ À�¸3×ð¸mÀ�Ä�À�¾�ÀVÉ�¼
Æ�¼!ÀÞÁÇ»�¼!½�×�¼%·�¼
½�Ê�¾�Ù
¼QÁ�¸�Ì`¼~¸�Â�»;¶�¼�¼ ¿ ºm¼
Á�¸�Â�»;¶g¼Q¹�½�½²¼!· Ý ½²¼!·ÇÀ�¼!·ÁÇÉ,Á[»;¼!ÌýÍVÉµ¸�»�¶�¼!·U¼ ¿ ºm¼!Ái¸�Â]Ê�¾�·Çºm¼!·�ÁÇÄ�â!¼ZÈ,¾�À ¿ Ä�À`¾�ÀVÉ%¸ ¿g¿ Á[»;¼!½§×O¼ ¿ ¸A»;¶�¼"Á�¾�Ì`¼�»�¸~ÁÇ¸mÌ`¼�¼ ¿ ºm¼
Á¸�Â�»;¶�¼AÊÅ¸b×�¼!·"Á[É�Á[»;¼
Ì Î
/ �_� 1Xyzf¾�·[»;ÄÕ»;Ä�¸�À

F1 ÄÅÀH»�¸�»?×O¸�Á�¹gÍ�ÁÇÉ,ÁÇ»�¼!Ì§Ác8
F1

1 = {F ∈ F1 : |F | > n/2},F1
2 = {F ∈ F1 :

|F | ≤ n/2}
Î zU¹�»

F2 = F1
1 ∪ {F ∈

(

[n]
dn/2e

)

:
»;¶�¼
·�¼AÄ�Á

F ′ ∈ F1
2

Á�¹�ÙN¶�»;¶1¾C»
F ′ ⊆ F}

¾ZÀ ¿
G2 = G1

Î Ïÿ»"Ä�Á"Ù!ÊÅ¼ ¾�·9»�¶1¾Z»
F2 Ä�Á"¾ Ý ½]¼
·�À�¼
·"ÁÇÉ,ÁÇ»�¼!Ì Î

D⊆(F1,G1) ≤ D⊆(F2,G2)
Â�¸mÊÅÊ�¸3×"Á/Â�·Ç¸mÌ Ý ½]¼
·�À�¼
·c{ Á�Ê�¼
Ì`Ì`¾�Ð}|CÔ�Á[»N¾Z»�Ä�À�º�È²»;¶1¾C»�ÄÅÂ

G
Ä�Á�¾

k Ë ¹�À�ÄÕÂ�¸m·�Ì ¶VÉ�½²¼!·Çºm·;¾Z½�¶Ü×"ÄÕ»;¶
k ≤ n

2

È5»;¶�¼
À
|∇G| ≥ |G|

È�×"¶�¼!·Ç¼
∇G = {G′ ⊂ [n] : |G′| =

k + 1
¾�À ¿ »;¶�¼
·�¼AÄ�Á

G ∈ G
ÁÇ¹�ÙN¶�»�¶1¾Z»

G ⊆ G′}
Î

/ �_� 1 j�/¸3×å×�¼A×9¾�ÀV»"»;¸§½�¹�ÁÇ¶�»�¶�¼AÊ�¸3×�¼!·"ÁÇÉ,ÁÇ»�¼!Ì�¹�½6È1Á�¸µ×O¼I·�¼
½�Ê�¾�Ù
¼A¾�Ê�Ê²»;¶�¼AÁÇÌÖ¾�ÊÅÊ5Á�¼«»;Á Î

G2
2 = {G ∈ G2 : |G| < d

dn
2
e

2
e}; G2

1 = G2 \ G2
2

Ò



G3 = G2
1 ∪ {G ∈

(

[n]

d
dn

2
e

2
e

)

:
»�¶�¼!·Ç¼~ÄÅÁ

G′ ∈ G2
2

×"ÄÕ»;¶
G′ ⊆ G}; F3 = F2

~�¹�ÁÇ»�¾�ÁAÄ�ÀØ»�¶�¼§¾�·�ºm¹gÌ`¼
ÀH»IÄÅÀ Ý »;¼!½ l
G3 Ä�ÁA¾ Ý ½²¼!·ÇÀ�¼!·IÁÇÉ,ÁÇ»�¼!Ì�Èf¾ZÀ ¿ ¹gÁ�Ä�Àgº�»�¶�¼§¸m·�ÄÅºmÄ�À1¾ZÊ½�·Ç¸�¸�Â�¸�Â Ý ½²¼!·ÇÀ�¼!·�{ÓÁ�»�¶�¼!¸m·Ç¼!Ì ¸mÀ�¼�Ù ¾ZÀ�Æ�¼!·ÇÄÅÂ�ÉÖ»�¶1¾Z»9Â�¸�·�¾�ÀVÉÖÃgò�¼ ¿ F ∈ F3 = F2 »;¶�¼�ÀH¹�ÌQÍ²¼!·¸�Â�¼ ¿ º�¼!Á�Ä�À

G3 Ù
¸mÀV»N¾�ÄÅÀ�¼ ¿ ÍVÉ
F

ÄÅÁ"¾Z»"Ê�¼!¾�ÁÇ»�»�¶�¼AÀ,¹gÌQÍ]¼
·"¸�Âf¼ ¿ ºm¼
Á/ÄÅÀ
G2 Ù!¸�ÀH»;¾�Ä�Àg¼ ¿ ÍVÉ

F
Î

Ý ¹�½�½²¸mÁÇ¼A×�¼A¾�ÙN¶�ÄÅ¼
Æ�¼ ¿ Ä�À Ý »�¼!½
2k

»�¶1¾Z»9»�¶�¼�¶VÉ,½]¼
·�¼ ¿ ºm¼!Á"Ä�À.»�¶�¼�¹�½�½²¼!·OÁÇÉ,ÁÇ»�¼!Ì�¶1¾ Æm¼�ÁÇÄ�â
¼¾Z»�Ê�¼!¾�ÁÇ»
ckn

È�¾�À ¿ Ä�À Ý »;¼
½
2k +1

»�¶1¾Z»O¾�Ê�Ê�»�¶�¼/¼ ¿ ºm¼
ÁOÄ�Àµ»;¶g¼�Ê�¸3×�¼!·iÁÇÉ,ÁÇ»�¼!Ìæ¶1¾ Æm¼/Á�Ä�â
¼�¾C»OÊÅ¼ ¾�Á[»
dkn

Î ´�¶�¼!À`Ä�À Ý »�¼!½
2(k+1)

×�¼"×"Ä�Ê�ÊgÁ�¶�¸3× »;¶�¾Z»�¾�Ê�Ê�¼ ¿ ºm¼
Á�ÄÅÀµ»�¶�¼�¹�½�½²¼!·iÁÇÉ,ÁÇ»�¼!Ìý¶1¾ Æm¼�Á�ÄÅâ!¼/¾Z»Ê�¼!¾�ÁÇ»
ck+1n = dkn + d1−dk

2
ne

È�¾�À ¿ Ä�À Ý »;¼
½
2(k + 1)+ 1

»�¶1¾Z»�»;¶�¼�ÁÇ¼
»�Á9¸�Â5»�¶�¼�ÊÅ¸b×�¼!·�ÁÇÉ,ÁÇ»�¼!Ì¶1¾ Æm¼%ÁÇÄ�â
¼%¾Z»�ÊÅ¼ ¾�Á[»
dk+1n = d ck+1n

2
e
Î �1¸m·ÇÌÖ¾ZÊ�ÊÅÉ Ý »;¼
½

2(k + 1)
¾�À ¿ Ý »;¼!½

2(k + 1) + 1
¾�·Ç¼

¿ ¼«Ã1À�¼ ¿ ¾�Á�Â�¸mÊ�ÊÅ¸3×"Ác8
/ �_� 1 2(k + 1)
ú�¼
»

F2k+1 = F2k+1
1 ∪ F2k+1

2

È�×"¶�¼!·Ç¼
F2k+1

1 = {F ∈ F2k+1 : |F | > dkn + d1−dk

2
ne}¾�À ¿ F2k+1

2 = F2k+1 \ F2k+1
1

Î ´�¶�¼
À�ÊÅ¼
»

F2(k+1) = F2k+1
1 ∪ {F ′ ∈

(

[n]

dkn + d1−dk

2
ne

)

: ∃F ∈ F2k+1 Á�¹�ÙN¶�»;¶1¾Z»
F ⊆ F ′}

¾�À ¿ Ê�¼«»
G2(k+1) = G2k+1./ �_� 1 2(k + 1) + 1

ú�¼
»I¹�Á�½1¾�·[»;ÄÕ»;Ä�¸�À
G2(k+1) Ä�ÀV»;¸.»?×�¸�ÁÇ¹�Í�¶VÉ,½]¼
·�ºm·�¾�½�¶�Á�8

G
2(k+1)
1 = {G ∈ G2(k+1) : |G| >

d ck+1n

2
e}

¾ZÀ ¿ G
2(k+1)
2 = G2(k+1) \ G

2(k+1)
1

Î ´�¶�¼
À�½�¹�»

G2(k+1)+1 = G
2(k+1)
1 ∪ {G′ ∈

(

[n]

d ck+1n

2
e

)

: ∃G ∈ G2(k+1) Á�¹gÙN¶�»;¶�¾Z»
G ⊆ G′}

¾�À ¿
F2(k+1)+1 = F2(k+1).´�¶�¼"Âz¾�Ù
»�»�¶1¾Z» ¿ ¹�·ÇÄ�À�º Ý »�¼!½

2(k+1)
¾�À ¿ Ý »�¼!½

2(k+1)+1
»�¶�¼ ¿ Ä�Á[»N¾�ÀgÙ!¼"¸�Â]¸m¹�·UÁÇÉ,ÁÇ»�¼!Ì§ÁÙ ¾ZÀ�À�¸�» ¿ ¼
Ù!·�¼!¾�Á�¼§Â�¸mÊ�ÊÅ¸3×"ÁiÛÇ¹�ÁÇ»~¾�ÁIÄ�ÀØ»�¶�¼µÙ ¾�ÁÇ¼`¸�Â Ý »�¼!½ l ¾�À ¿ Ý »�¼!½éÒ Î è@�/¸Z»;¼%»;¶1¾C»~ÄÅÀ Ý »;¼
½

2(k+1)
×O¼O¾�½�½�ÊÕÉ Ý ½²¼!·�Àg¼!·c{ ÁfÊÅ¼!Ì§ÌÖ¾9»�¸�»�¶�¼�½²¸mÁÇ¼
»;Á

PG = {H\G : H ⊇ G}
Èb×"¶�¼!·Ç¼

G
·;¾�Àgºm¼!Á¸3Æm¼
·�»�¶�¼A¼ ¿ ºm¼
Á/ÄÅÀ

G2k+1 È�×"¶�Ä�ÊÅ¼�Ä�À Ý »�¼!½
2(k + 1) + 1)

»;¸µ»;¶�¼A½²¸mÁ�¼«»;Á
PF = {H : H ⊆ F}

È×"¶�¼
·�¼
F

·;¾�À�º�¼!Á§¸bÆ�¼!·µ»;¶�¼�¼ ¿ ºm¼!Á§Ä�À
F2(k+1) ¾�À ¿ »;¶�ÄÅÁ§ÄÅÁ%»;¶�¼�·�¼!¾�Á�¸�Àç×"¶VÉñ×O¼

ck

¾ZÀ ¿ dk¶1¾ Æm¼I»;¸`Í]¼ ¿ ¼
Ã�À�¼ ¿ ÄÅÀ�»�¶�¼~×O¾ É�×�¼ ¿ Ä ¿ Î ë ´�¶�¼�Á[»N¾Z»�¼!Ì§¼!ÀV»�¾ZÍ]¸m¹�»
ck+1

¾ZÀ ¿ dk+1

Ä�Á"»;·Ç¹�¼~ÍVÉ
¿ ¼«Ã1À�ÄÅ»�Ä�¸mÀ ÎÝ ¸�è�Â�¸m·�º�¼
»�»�Ä�À�º�»�¶�¼�Ù
¼!Ä�ÊÅÄ�À�º�ÁÇÄ�ºmÀgÁiÂ�¸m·i¾IÌ`¸mÌ§¼!ÀV» ë ck+1 = 1

2
ck +

1− 1

2
ck

2
= 1/2+ ck/4

è)¾ZÀ ¿
dk+1 = ck+1/2 ë Î ä/Á�Â�¸m·U¾�ÀVÉ

x ∈ [0; 2/3) x < 1/2+x/4
ÈHÄ�À%Ã1À�ÄÕ»;¼
ÊÅÉQÌ`¾�ÀVÉ%Á[»;¼!½gÁ�è�ÍHÉ�Æ�ÄÅ·Ç»�¹�¼¸�Â�»;¶�¼~Ù!¼!ÄÅÊ�ÄÅÀ�ºµÁ�Ä�º�À ë ×O¼~Ù ¾�À�¾�ÙN¶�Ä�¼«Æm¼I»;¶1¾Z»�¾�ÊÅÊ6»;¶�¼~¼ ¿ º�¼!Á�ÄÅÀ�»�¶�¼I¹�½�½²¼!·�Á[É,ÁÇ»;¼
Ì ¶1¾ Æm¼QÁÇÄ�â!¼~¾Z»Ê�¼!¾�ÁÇ»

d2n/3e
È'¾�À ¿ ¾ZÊ�Ê6»�¶�¼A¼ ¿ ºm¼
Á"Ä�À�»;¶�¼AÊÅ¸b×�¼!·"Á[É�Á[»;¼
Ì�¶1¾ Æm¼IÁ�Ä�â
¼I¾Z»"Ê�¼!¾�ÁÇ»

dn/3e
Î

�



´�¸"Ã1À�ÄÅÁ�¶A»;¶�¼U½�·Ç¸�¸ZÂ�×�¼�Àg¼!¼ ¿ »;¶�¼U¸mÍgÁ�¼!·[ÆZ¾Z»;ÄÅ¸mÀ�»;¶1¾Z»�»�¶�¼UÙ!¸mÌ§½�Ê�¼
Ì`¼
ÀV»�ÁÇÉ,ÁÇ»�¼!Ì ¸�Âg¾ Ý ½²¼!·ÇÀ�¼!·ÁÇÉ,Á[»;¼!Ì�ÄÅÁ�¾ Ý ½²¼!·�Àg¼!·"ÁÇÉ,ÁÇ»�¼!Ì�È'¾�À ¿ »;¶�¾Z»~è ¿ ¼
À�¸�»�Ä�À�ºQ»�¶�¼�Ù!¸mÌ§½�ÊÅ¼!Ì§¼!ÀV»�ÁÇÉ,Á[»;¼!Ì�¸ZÂ
F

ÍHÉ
F c =

{[n] \ F : F ∈ F ë Èg×O¼I¶1¾ Æm¼
D⊆(F ,G) = D⊆(F c,Gc)

Î
Ï?À�»�¶�¼AÙ!¸mÌ§½�Ê�¼
Ì`¼
ÀV»"ÁÇÉ,ÁÇ»�¼!Ì§Á�¸�Â�»;¶�¼~¾�Í²¸3Æm¼I½1¾�Ä�·
È1¾�ÊÅÊ5¼ ¿ º�¼!Á�¶1¾ Æm¼�ÁÇÄ�â
¼~¾C»/Ì§¸mÁ[»

bn/3c
¸�·

b2n/3c
È'¾�À ¿ ¾ZÂ�»�¼!·�»;¶�¼AÁ�¾�Ì`¼�½g¹�Á�¶�ÄÅÀ�º§¹�½�½�·�¸,Ù!¼ ¿ ¹�·�¼A×�¼Iº�¼
»�¸mÀ�¼A¸�Â�»;¶�¼A¸m½�»;Ä�Ì`¾�Ê²½1¾�ÄÅ·�Á Î

�� øO�m­²±q�çöq<C­6­=rU�,x�É Ý »;¼!½ û ¸ZÂ�»;¶�¼�½�·Ç¼
Æ,Ä�¸�¹�Á9½�·Ç¸�¸�Â�×�¼�·�¼ ¿ ¹�Ù
¼�»;¶�¼�½g·�¸mÍ�ÊÅ¼!Ìý»;¸ Ý ½²¼!·ÇÀ�¼!·ÁÇÉ,Á[»;¼!Ì§Á
F ,G

×"¶g¼!·�¼AÂ�¸m·"¾�ÊÅÊ
F ∈ F

»;¶�¼
·�¼AÄÅÁ"¾
G ∈ G

×"ÄÅ»�¶
F ⊆ G

Î ´�¶�¼!À�×O¼I¾�·Ç¼ ¿ ¸mÀ�¼�ÍVÉ»;¶g¼AÂ�¸�Ê�Ê�¸3×"ÄÅÀ�º�»;¶g¼!¸m·Ç¼!Ì�¸�ÂL�A¾Z»;¸�À1¾ Î
:�; øH­=<bø,õ >5³�> Ð l Ô Y A �6��
U���6�U� /21 ��
�����
��JIK�
Ee
���7 Z�� ��� A1, ..., Am b�����[�b��V���J��E_�X��� n��g���7d���K�^�V���o�c���D���N��4��J�OP Aj 6⊆ Ak 1 ≤ j, k ≤ m, j 6= k f��qEe
$�U�O�
I i = 1, ..., m Ho��[ 1-1 EV�V�

Bi,1, ..., Bi,mi
��
��k��[�b��V���J�0E_� Ai �c���@���N��4e�J�OP Bi,j 6⊆ Bi,k 1 ≤ j, k ≤ mi f!�9IK���

m
∑

i=1

mi ≤

(

n

b2n
3
c

)(

b2n
3
c

bn
3
c

)

.

�

�.ø,õé¯�<5���Þ´�¶�¼
¸m·�¼
Ì l Î l èzÍ²¼!ÁÇÄ ¿ ¼
Á Ý »;¼!½ û ë Ä�ÁµÁ[»;·�¸�À�ºm¼!·%»�¶1¾�Àê´�¶�¼!¸m·Ç¼!Ì l Î û è�Á�ÄÅÀ�Ù!¼�Ä�À´�¶�¼
¸m·�¼
Ì l Î l ×O¼ ¿ ¸éÀ�¸Z»Ö·Ç¼c�H¹�Ä�·Ç¼�»�¶1¾Z»§»;¶�¼
B
Á§Â�¸m·�Ì ¾ Ý ½²¼!·�Àg¼!·§ÁÇÉ,ÁÇ»�¼!Ì ë È�Í�¹g»)�A¾Z»;¸mÀ�¾]{ÓÁ½�·Ç¸�¸�Â5¸�Â�´�¶�¼
¸m·�¼
Ì l Î l ¹�ÁÇ¼!Á�¾~ºm¼!À�¼
·;¾�ÊÅÄ�â!¾Z»;ÄÅ¸mÀµ¸�Â�»;¶�¼�ú�� ü Ë ÄÅÀ�¼c�H¹1¾�ÊÅÄÅ»?É�ÈH×"¶gÄ�Ê�¼�¸m¹�·iÃ1·�Á[»9½�·Ç¸�¸ZÂ¹�ÁÇ¼!Á�¸mÀ�ÊÅÉ Ý ½²¼!·�Àg¼!·c{ Á�¸m·�ÄÅºmÄ�À1¾ZÊ]Ä ¿ ¼ ¾%¸�Â�¶�Ä�Á9×�¼!ÊÅÊ Ë ß,Àg¸b×"À�»;¶g¼!¸m·Ç¼!Ì Î

�
Kr �]� ¤L"^" � ¤L�W R�\(

tÚ¼ ¿ ¼
À�¸�»;¼~ÍVÉ
Kr

»�¶�¼�Ù
¸mÌ§½�Ê�¼«»;¼Aºm·;¾Z½�¶�¸mÀ
r
Æ�¼!·[»;Ä�Ù
¼!Á Î äðºm·;¾Z½�¶�ÄÅÁ

Kr Ë Â�·Ç¼!¼ZÈ²ÄÕÂ�ÄÅ» ¿ ¸,¼!Á/À�¸�»Ù!¸�ÀH»;¾�Ä�ÀÜ¾�ÀVÉØÙ
¸m½VÉØ¸�Â
Kr

Î ´�¶�¼
Kr Ë Â�·�¼
¼ ¿ Ä�Á[»N¾�À�Ù
¼µ¸�ÂU»?×O¸

Kr Ë Â�·�¼
¼µºm·;¾�½g¶�Á§è
G1, G2 ë ¸mÀØ»;¶�¼Á;¾ZÌ`¼�¹�À ¿ ¼!·ÇÊÅÉ,Ä�À�ºµÁÇ¼
»

V
ÄÅÁ

DKr
(G1, G2) = |{{x1, ..., xr} : xi ∈ V

Â�¸m·"¾ZÊ�Ê
i,

¾ZÀ ¿ ¾ZÀHÉ
(xi, xj) ∈ E(G1 ∪ G2)}|Ï?À�¾�ÊÅÊ�»;¶�¼/Ù ¾�ÁÇ¼!ÁO×�¼�¶1¾ Æm¼�¾�Ê�·Ç¼ ¾ ¿ É%»;·�¼!¾Z»;¼ ¿ èzÄÅÀV»;¼!·ÇÁ�¼
Ù
»;ÄÅÀ�º�È,½1¾�ÄÅ·Ç×"Ä�ÁÇ¼ ¿ Ä�Á�ÛÇ¸�Ä�ÀV»�¾�À ¿ Ý ½²¼!·ÇÀ�¼!·Âz¾�Ì§Ä�ÊÅÄ�¼!Á
È]ÙN¶�¾�Ä�À�Á ë È�»;¶g¼%ÁÇ»;·Ç¹�Ù
»�¹�·�¼§¸�ÂU»;¶g¼§¶VÉ,½²¼!·�º�·;¾�½�¶gÁIÄÅÀØ»;¶�¼%¸m½�»;Ä�Ì`¾�Ê�½1¾�ÄÅ·µè�»�¶�¼µ½1¾�Ä�·/×"ÄÅ»;¶»;¶g¼�Ì`¾Cò�Ä�ÌQ¹�Ì ¿ Ä�ÁÇ»;¾�À�Ù
¼ ë ×O¾�Á�Æ�¼!·[É�ÁÇÄ�Ì§Ä�Ê�¾Z·O»;¸Ö»�¶1¾Z»�¸�Â�»;¶g¼�¸m½g»�Ä�Ì`¾�Ê5Âz¾�Ì§Ä�ÊÕÉ.Ä�À�»;¶�¼�¸m·�ÄÅºmÄ�À1¾ZÊ½�·Ç¸mÍ�Ê�¼
Ì�è�×"¶1¾Z»IÄ�Á�»�¶�¼µÊ�¾�·Çºm¼!Á[»�Âz¾�Ì`ÄÅÊÅÉ�×"ÄÅ»�¶Ø»;¶�¼ ¿ ¼
Á�Ä�·Ç¼ ¿ ½�·�¸�½]¼
·Ç»?É ë Î ´�¶�¼
·�¼
Â�¸�·�¼§ÄÅ»�ÄÅÁk�,¹gÄÅ»;¼À1¾Z»�¹�·;¾ZÊ9»;¸éÙ
¸mÀCÛÇ¼
Ù
»;¹g·�¼�»;¶1¾Z»`´�¹�·���Àçºm·;¾Z½�¶�Á%×"Ä�ÊÅÊ�Ù!¸mÌ§¼�Ä�ÀV»;¸ÜÁ�ÄÅºm¶V» Î è�´�¹g·���À9{ Áµ×O¼
Ê�Ê Ë ßHÀ�¸3×"À»;¶g¼!¸m·Ç¼!Ì Ð}�CÔ�Á�¾ É�Á�»;¶1¾C»�¾

Kr Ë Â�·�¼
¼~ºm·�¾�½�¶�¸mÀ
n

Æm¼
·Ç»;ÄÅÙ!¼
Á/×"ÄÅ»�¶�»�¶�¼�Ì§¸mÁ[»/½²¸mÁÇÁ�Ä�ÍgÊ�¼AÀH¹�ÌQÍ²¼!·�¸ZÂ¼ ¿ ºm¼!Á/ÌQ¹�ÁÇ»�Í]¼IÄ�ÁÇ¸mÌ§¸m·�½�¶gÄ�Ù�»;¸µ»;¶�¼~Ù!¸mÌ§½�ÊÅ¼
»;¼
r − 1 Ë ½1¾�·[»;ÄÅ»�¼Aºm·;¾�½g¶5È²×"¶g¼!·�¼I»;¶�¼~Á�ÄÅâ!¼!Á/¸�ÂU¾�ÀVÉ»?×�¸Ø½1¾�·Ç»�ÄÅ»�Ä�¸mÀÜÙ!Ê�¾�Á�ÁÇ¼!Á%Ì`¾3É ¿ Äi�6¼
·�ÍVÉé¾Z»QÌ§¸mÁÇ»�¸mÀ�¼ Î ´�¶�¼!ÁÇ¼�ºm·;¾Z½�¶�Á%¾�·Ç¼ÖÙ!¾�Ê�ÊÅ¼ ¿ »�¶�¼.´�¹�·��ZÀºm·�¾�½�¶�Á Î ë´�¶�¸m¹�º�¶�ÄÅ»"ÄÅÁ/À�¸Z»�»�·�¹�¼I»;¶1¾C»/ÄÕÂ

DKr
(G1, G2)

ÄÅÁ�Ì`¾Cò�Ä�Ì`¾�Ê)È�»;¶g¼!À�Í²¸�»;¶
G1, G2

Á�¶�¸�¹�Ê ¿ Í]¼´�¹�·���À Ë ºm·�¾�½�¶�Á
È5ÁÇ»�Ä�Ê�Ê�´�¹�·���ÀÞºm·�¾�½�¶�Á/×"Ä�Ê�Ê�½�Ê�¾3É�¾�ÀØÄÅÌ`½²¸m·Ç»;¾�ÀV»�·Ç¸mÊ�¼~Ä�À�»�¶�¼%½�·Ç¸�¸�ÂU¸ZÂi»�¶�¼QÀ�¼Xò,»»;¶g¼!¸m·Ç¼!Ì Î �fÄ�·ÇÁÇ»�×�¼IÀg¼!¼ ¿ »;¸µÄ�ÀV»�·�¸ ¿ ¹�Ù!¼AÁÇ¸mÌ`¼�Àg¸�»N¾Z»�Ä�¸mÀ Î
|



T (n, r)
Ä�ÁU»;¶�¼�¹�Á�¹1¾ZÊ]À�¸Z»N¾Z»�Ä�¸mÀ§Â�¸m·�»�¶�¼

r Ë ½�¾�·Ç»�ÄÅ»;¼�´�¹�·���ÀÖºm·;¾�½g¶.¸mÀ
n

Æm¼!·[»;ÄÅÙ!¼!Á"¾ZÀ ¿ t(n, r)¿ ¼
À�¸�»;¼
Á�»�¶�¼�ÀH¹�Ì�Í]¼
·�¸�Âg¼ ¿ º�¼!Á�Ä�ÀA»;¶�¼iºm·;¾Z½�¶ Î �/¸3×ñÊ�¼«»
ks(G) ¿ ¼
À�¸�»;¼U»;¶g¼�ÀH¹�ÌQÍ²¼!·�¸�Â

s Ë Ù!ÊÅÄ��H¹�¼!ÁÄ�À
G
Î è Ý ¸

t(n, r) = k2(T (n, r))
Î ë´�¶�¼,��¾�Ì`ÁÇ¼
ÉIÀH¹�ÌQÍ²¼!·

R(k) ¿ ¼!Àg¸�»;¼
Á�»;¶�¼9ÊÅ¼ ¾�Á[»�ÄÅÀH»�¼!ºm¼
·
n
Â�¸m·�×"¶�ÄÅÙN¶µ¾�ÀVÉ

E0, E1

½�¾�·Ç»�ÄÅ»;ÄÅ¸mÀ¸�Â�»;¶�¼A¼ ¿ ºm¼!Á�¸�Â
Kn

Èg»;¶g¼!·�¼IÄ�Á"¾%Á�¾�Ì`½gÊ�¼�¸�Â
Kk

¼
ÄÅ»;¶g¼!·�Ä�À
E0

¸�·�Ä�À
E1

Î
ú�¼
»U¹�Á�×"·ÇÄÅ»;¼�Â�¹�·Ç»�¶�¼!·ÇÌ`¸m·Ç¼

Dn
r := max{DKr

(G1, G2) : G1, G2

¾Z·�¼
Kr Ë Â�·Ç¼!¼�¸mÀQ»�¶�¼�Á;¾ZÌ`¼Æm¼
·Ç»�¼«ò�Á�¼«»

[n]}
¾�À ¿ ½�¹g»

m = R(r) − 1
Î

:�; øH­=<bø,õ �5³@?
Dn

r = kr(T (n, m))�M<b­5­sr��,�1¸m·�»;¶�¼
≥

½1¾Z·Ç»�×�¼~À�¼
¼ ¿ ¾µÙ
¸mÀ�Á[»;·�¹gÙ
»;ÄÅ¸mÀ Îú�¼
»"¹�Á9Ãgò�¾Q½1¾�·[»;ÄÅ»�Ä�¸mÀ
E0, E1

¸�Â�»�¶�¼�¼ ¿ º�¼!Á�¸�Â
Km

Á�¹�ÙN¶�»�¶1¾Z»�»;¶g¼!·�¼�ÄÅÁOÀ�¸
Kr

À�¼!ÄÕ»;¶�¼
·9Ä�À
E0

À�¸m·AÄÅÀ
E1

Î té¼µ×9¾ZÀH»I»;¸ ¿ ¼«Ã1À�¼ G0, G1

»?×O¸
Kr Ë Â�·�¼
¼µºm·;¾�½g¶�Á~¸�À

[1, .., n]
Î.Ý ¸�×�¼`¶�¾3Æ�¼»;¸ ¿ ¼!Ù
Ä ¿ ¼A×"¶�ÄÅÙN¶�¼ ¿ ºm¼!Á�×O¼I×9¾�ÀV»/»;¸Ö½g¹g»�ÄÅÀV»;¸

G0

¾�À ¿ ×"¶gÄ�ÙN¶�ÄÅÀH»�¸
G1

Î ´�¸ ¿ ¸µ»;¶gÄ�Á!È1Â�¸m·/¾�ÀVÉ
1 ≤ i < j ≤ n

×"·ÇÄÅ»�¼
i = lim + i′

È
j = ljm + j ′

×"¶g¼!·�¼
1 ≤ i′, j ′ ≤ m

Î�/¸3×æ½�¹g»
(i, j)

ÄÅÀH»�¸
E(G0)

Ä��
(i′, j ′) ∈ E0

È�¾�À ¿ Ä�ÀV»;¸
E(G1)

Ä��
(i′, j ′) ∈ E1

Î�Ý ÄÅÀ�Ù!¼
(i, j)

Ä�Á�¾�À�¼ ¿ º�¼~ÄÕÂ�¾�À ¿ ¸mÀ�ÊÕÉ�ÄÅÂ
i 6= j

Ì§¸ ¿ m
È1»;¶�¼
·�¼«Â�¸m·�¼

G0 ∪ G1

Ä�ÁfÛÇ¹�Á[»
T (n, m)

¾�À ¿ »;¶g¼Ù!Ê�¾�Á�ÁÇ¼!ÁI¾�·Ç¼/ÛÇ¹�ÁÇ»A»;¶g¼§Ù
¸mÀ�ºm·Ç¹�¼!ÀgÙ
ÉØÙ
Ê�¾�ÁÇÁ�¼!ÁAÌ§¸ ¿ ¹�Ê�¸ m
Î tÚ¼µ¶1¾ Æm¼%»;¸�ÙN¶�¼
ÙNßØ»;¶1¾Z»

G0, G1

¾�·�¼Í²¸�»;¶
Kr Ë Â�·�¼
¼ Î ÏÿÂ�À�¸�»!È,»�¶�¼!À i1, i2, .., ir

Â�¸m·ÇÌý¾
Kr

Ä�À5ÈHÁ�¾3É�È
G0

Î xO¹g»�»;¶�¼
À
i′1, i

′
2, ..., i

′
r

Á�¶g¸m¹�Ê ¿Í²¼~¾ZÊ�Ê ¿ Ä�ÁÇ»�Ä�À�Ù«» È1¾ZÀ ¿ ÁÇ¶�¸m¹�Ê ¿ Â�¸m·�Ì ¾
Kr

Ä�À
E0 Ë ¾%Ù!¸mÀV»�·;¾ ¿ ÄÅÙ
»�Ä�¸mÀ Î�1¸m·�»�¶�¼

≤
½1¾�·[»9¸�Â�»�¶�¼�½�·Ç¸�¸�ÂSÈ,À�¸�»�¼�»;¶�¾Z»

G0 ∪G1
Ù!¾�À�À�¸�»9Ù!¸mÀV»N¾ZÄ�À�¾

KR(r)
¾�Á9¸�»�¶�¼!·[×"Ä�Á�¼

G0
¸m·

G1
×�¸m¹�Ê ¿ Ù!¸�ÀH»;¾�Ä�À`¾

Kr

ÎUÝ ¸I»�¶�¼�Â�¸�Ê�Ê�¸3×"ÄÅÀ�º�·�¼
Á�¹�ÊÕ»�¸ZÂ Ý ¾�¹g¼!·�èzÄÅ»�Á
s = 2

Ù ¾�ÁÇ¼/ÄÅÁU¼«òg¾�Ù
»�ÊÅÉ´�¹�·���À�{ÓÁ�»;¶g¼!¸m·Ç¼!Ì ë Ù
¸mÌ§½�Ê�¼«»;¼!Á9»�¶�¼A½�·�¸,¸�Â Î
�iø,õ õÚ¯��5³�>Øè Ý ¾�¹�¼!·�Ð � Ô'Á�¼
¼�¾�ÊÅÁ�¸§Ð û Ô ë A � s < p ���=� G ���G� Kp �	��

�
�FP�
Q� 1 I$Ee� n m���
��D���
�
�
H�JIK���#�NIK�W�K[O7 b���
¡E_� Ks �B�J� G ��������7dEV��� ks(T (n, p − 1)) f ��.ø,õé¯�<5���µÏÿÂ

m ¿ ÄÅÆ,Ä ¿ ¼!Á n
È�»;¶�¼
À

kr(T (n, m)) =
(

m
r

)

( n
m

)r È�Á�¸�»�¶�¼§½�·�¸mÍgÊ�¼!Ì ¸�Â9ºmÄÕÆ,Ä�À�º»;¶g¼�¼Xòg¾�Ù
»UÆZ¾�Ê�¹g¼�¸�Â
Dn

r

Â�¸m·�Ê�¾Z·�ºm¼9¼
À�¸m¹�º�¶
n
ÄÅÁ�¼c�H¹�ÄÅÆZ¾�ÊÅ¼!ÀV»�»;¸AºmÄÕÆ,Ä�À�º�»�¶�¼"¼«òg¾�Ù
»UÆZ¾�ÊÅ¹�¼�¸�Â

R(r)
Î

¢ £Ü¤L"^",(
´�·�¼!¼
Á�¾�·Ç¼�Ù!ÄÅ·�Ù
Ê�¼ Ë Â�·�¼
¼�º�·;¾�½�¶gÁ!ÈgÁÇ¸

C ¤J¥U¤N¦¨§ = {Ck : k ≥ 3}
×"¶�¼!·Ç¼

Ck

ÄÅÁi»�¶�¼�Ù«É�Ù
Ê�¼/¸�Â�Ê�¼
À�º�»�¶
k
Î

´�¶�¼
·�¼
Â�¸�·�¼~»�¶�Ä�Á�»�Ä�Ì§¼�»;¶�¼B�H¹�¼!Á[»;Ä�¸�À�Ä�Á
È1¶�¸3× Ì`¾�ÀVÉ�Ù
É,Ù!ÊÅ¼!Á"×O¼~Ù ¾�À�¶1¾ Æm¼~Ä�À�»;¶�¼I¹�À�ÄÅ¸mÀ�¸ZÂf»?×�¸»;·Ç¼!¼
Á�¸mÀÞ»;¶�¼§Á;¾ZÌ`¼
n Ë ¼!Ê�¼
Ì`¼
ÀV»IÆ�¼!·[»;¼«òÚÁÇ¼
» Î

D ¤J¥Q¤N¦¨§ (T n
1 , T n

2 )
×"ÄÅÊ�Ê ¿ ¼
À�¸�»;¼µ»;¶g¼§»�·�¼!¼ Ë?¿ ÄÅÁÇ»;¾�À�Ù!¼è�»�¶�¼ÖÀH¹�Ì�Í]¼
·�¸�Â�Ù«É,Ù!Ê�¼
ÁQÄ�ÀÜ»;¶�¼`¹�À�ÄÅ¸mÀ ë ¸�Â9»?×�¸�»;·Ç¼!¼!Á

T n
1

¾�À ¿ T n
2

Î
Dn¤J¥U¤N¦¨§ ×"ÄÅÊ�Ê ¿ ¼
À�¸�»;¼§»;¶�¼Ì`¾Cò�Ä�ÌQ¹�Ìý»;·Ç¼!¼ Ë?¿ ÄÅÁÇ»N¾ZÀ�Ù!¼A¸�Â�»?×O¸µ»;·Ç¼!¼
Á/¸mÀ�»�¶�¼AÁ;¾�Ì§¼

n
Æm¼!·[»;ÄÅÙ!¼!Á Î

äð»�·�ÄÅÆ,Ä�¾�Ê�¹�½�½²¼!·/Í]¸m¹gÀ ¿ ¸mÀ
Dn¤J¥Q¤N¦¨§ Ä�Á

4n−1 È]ÁÇÄ�À�Ù
¼~»�¶�¼�¹�ÀgÄ�¸mÀ�¸�Â�»?×�¸Ö»;·Ç¼!¼!Á�ÌÖ¾ É�Ù!¸�ÀH»;¾�Ä�À¾Z»OÌ`¸mÁ[»
2(n− 1)

¼ ¿ ºm¼
Á!È�ÁÇ¸Q»;¶�¼�ÀH¹�Ì�Í]¼
·O¸�Â�Á�¹gÍ�Á�¼«»;Á�¸�Â�»�¶�¼�¼ ¿ ºm¼�Á�¼«»�¸�Â�»�¶�¼�¹�À�ÄÅ¸mÀ.ÄÅÁOÙ!ÊÅ¼ ¾�·ÇÊÅÉ¾�À�¹�½�½²¼!·"Í²¸m¹�À ¿ Â�¸m·9»�¶�¼AÀ,¹gÌQÍ]¼
·"¸�ÂfÙ«É,Ù!Ê�¼
Á Î´�¶�¼%Â�¸mÊ�ÊÅ¸3×"Ä�À�º`·�¼!Ù
¹�·�ÁÇÄÅÆ�¼§Ù
¸mÀ�Á[»;·�¹gÙ
»;ÄÅ¸mÀêè�Ã�º Î û ë Á�¶�¸3×"ÁA»;¶1¾C»
Dn¤N¥Q¤N¦¨§ ¿ ¸,¼!Á�¶1¾ Æm¼§¾�ÀØ¼Xò�½]¸ ËÀ�¼
ÀH»�Ä�¾�Ê�ºm·Ç¸3×�»;¶ Î�Ý ¹�½�½²¸mÁÇ¼�×O¼~¶1¾ Æm¼

T n
1 , T n

2

»?×O¸Ö»�·�¼
¼!Á�¸�À
n

Æ�¼!·Ç»�Ä�Ù
¼!Á!È6¾�À ¿ ¾ZÀ�¼ ¿ ºm¼ e
è�×"ÄÅ»�¶¼!À ¿ ½]¸�Ä�ÀV»;Á x

¾�À ¿ y ë Ä�ÀÖ»�¶�¼!ÄÅ·9¹�À�ÄÅ¸mÀ5ÈH»;¶�·Ç¸m¹�ºm¶.×"¶gÄ�ÙN¶.»;¶g¼!·�¼A¾Z·�¼
cn

Ù
É,Ù
Ê�¼!Á�ÄÅÀ
T n

1 ∪ T n
2

Î ú�Ä�ßZ¼ Ë
�



×"Ä�ÁÇ¼OÁÇ¹�½�½²¸mÁ�¼i×O¼�¶1¾ Æm¼
T m

1 , T m
2

»?×O¸/»;·�¼
¼!Á�¸�À
m

Æ�¼!·Ç»�Ä�Ù
¼!Á"è�×"ÄÅ»;¶IÆm¼
·Ç»;¼XòQÁÇ¼
» ¿ Ä�Á�ÛÇ¸mÄ�ÀV»�Â�·�¸mÌ »�¶1¾Z»¸�Â
T n

1

¾�À ¿ T n
2 ë È'¾�À ¿ ¾�À�¼ ¿ ºm¼ f

è�×"ÄÕ»;¶�¼!À ¿ ½]¸�Ä�ÀV»;Á u
¾�À ¿ v ë Ä�À�»;¶�¼
Ä�·9¹gÀ�Ä�¸mÀ6Èg»;¶�·Ç¸m¹�ºm¶�×"¶�ÄÅÙN¶»;¶g¼!·�¼�¾�·Ç¼

cm

Ù
É,Ù!ÊÅ¼!Á�Ä�À
T m

1 ∪T m
2

Î ú�¼
»
T n+m

1 = T n
1 ∪T m

1 ∪{xu}
¾ZÀ ¿ T n+m

2 = T n
2 ∪T m

2 ∪{yv}
ÎtÚ¼�Ù!Ê�¾ZÄ�Ìý»;¶1¾Z»"ÄÅÀ

T n+m
1 ∪ T n+m

2

»;¶�¼
·�¼A¾�·Ç¼
(cn + 1)(cm + 1)

Ù
É,Ù!ÊÅ¼!Á�»;¶g·�¸m¹�º�¶�»�¶�¼A¼ ¿ º�¼ xu
Î

Ï?À ¿ ¼
¼ ¿ È1»�¶�¼!·Ç¼�¾�·Ç¼
cn

½1¾C»;¶�Á�Â�·�¸�Ì
x

»�¸
y
Ä�À

T n
1 ∪ T n

2

½�Ê�¹gÁ"»�¶�¼A¼ ¿ º�¼ xy = e
È1»;¶�¼
À�×�¼~¶�¾3Æ�¼»;¸Öºm¸Ö»;¶g·�¸m¹�º�¶�»;¶�¼�¼ ¿ ºm¼ yv

È'»;¶�¼
À�ÙN¶�¸,¸mÁ�¼µ¾ZÌ`¸mÀgº`»;¶g¼
cm

½1¾Z»�¶�Á�ÄÅÀ
T m

1 ∪ T m
2

Â�·�¸�Ì
v
»�¸

uèz¸�·~»;¶g¼Ö¼ ¿ ºm¼ vu = f ë È�¾�À ¿ »�¶�¼!À ×�¼ÖÃ1À�ÄÅÁ�¶ñ¸��ì»�¶�¼.Ù
É,Ù
Ê�¼.¹�ÁÇÄ�À�º�»;¶�¼`¼ ¿ ºm¼ xu
Î�Ý Ä�ÀgÙ!¼`×�¼ÛÇ¹�Á[»/»�¸�¸mß`»;¶�¼~Á�¹�Ì�¸�Â�»;¶�¼~ÀH¹�ÌQÍ²¼!·�¸�ÂfÆ�¼!·Ç»�Ä�Ù
¼!Á!È]¾�À ¿ »;¶�¼IÀH¹�ÌQÍ²¼!·�¸�Â�Ù«É�Ù
Ê�¼
Á/ºm¸Z»�ÌQ¹gÊÅ»;ÄÅ½�Ê�ÄÅ¼ ¿ È»;¶gÄ�Á�ÄÅÁ�·Ç¼ ¾�ÊÅÊÅÉÜ¸�Â"¼«ò�½²¸mÀ�¼
ÀH»�Ä�¾�Ê�ºm·�¸3×�»�¶ Î ´�¸ØÍ²¼.Ì§¸m·�¼`Ù!¸mÀgÙ!·�¼«»;¼�8§×�¼�Ù ¾�ÀñÙ
¸3Æm¼!·
K4

ÍVÉé»?×�¸èz¼ ¿ ºm¼ Ë?¿ ÄÅÁ�ÛÇ¸mÄÅÀH» ë ½1¾Z»;¶gÁ!È,Á�¸~×�¼�¶�¾3Æ�¼
D4

cycle = 7
Î x�É%»;¶g¼�¾�Í²¸3Æm¼�·�¼!Ù
¹�·�ÁÇÄÅÆ�¼�Í]¸�¹�À ¿ ×�¼�º�¼
»i»;¶1¾Z»

D4n
cycle ≥ 7n = (71/4)4n

Î è
71/4 = 1.625... ë

u

f
ve

x

y

T n
1 ∪ T n

2

T m
1 ∪ T m

2

�fÄÅºm¹�·Ç¼ û 8�´�¶�¼I·�¼
Ù!¹�·ÇÁ�ÄÅÆ�¼~Ù
¸mÀ�Á[»;·�¹gÙ
»;ÄÅ¸mÀ�Á�¶�¸3×"ÄÅÀ�º§»�¶�¼A¼«ò�½²¸mÀ�¼!ÀV»�Ä�¾�Ê�ºm·Ç¸3×�»;¶�¸�Â
Dn

treeÏ?À »;¶g¼�À�¼«ò,»`»?×O¸ñÁÇ¹�Í�Á�¼
Ù
»�Ä�¸mÀ�Á`×O¼�½g·�¸3Æm¼�»�¶�¼�Â�¸�Ê�Ê�¸3×"ÄÅÀ�ºÞÊ�¸3×O¼
·.¾�À ¿ ¹�½�½²¼!·`Í]¸m¹gÀ ¿ ÁÖ¸�À
Dn

cycle

8
:�; øH­=<bø,õ ©�³@? �9IK��

���Qª2�����N���\�
Ee�]�������K� c �«Ee
WCLIO���
I\�JIK�.�«EegJg�EeCS�J�OP �J���U¬c[]��g­�J�D���
�aIKEegi�

cxn
0 ≤ Dn

cycle ≤

bn

2
c

∑

i=1

(

n

2i

)

= 2n−1 − 1,

CLIK��
�� x0 ���W�JIK�B[h�K�D¬c[K�B
��U��g®
�EVEe�,E_�k�JIK�0�U¬c[]���@��Ee� x3 − x2 − x − 1 = 0
Y
x0 = 1.8392... Z f

¯o°Q± ²¡³*´Xµ9¶¸·X³�¹nºG»¼³.º
Dn½¿¾«½¿À}Á

Ï?ÀÖ»�¶�Ä�ÁUÁ�¹gÍ�Á�¼
Ù
»;ÄÅ¸mÀÖ×�¼�×"Ä�ÊÅÊ1ºmÄÅÆ�¼�¾ í ·�¼!¾�Ê í Ù
¸mÀ�ÁÇ»�·�¹�Ù«»;ÄÅ¸mÀÖÂ�¸m·�»;¶g¼�Ê�¸3×�¼!·iÍ]¸�¹�À ¿ ¸mÀ
Dn¤N¥Q¤N¦¨§ è�Á�¼
¼Ã1º Î l ë Î xO¸�»�¶.¸�Â�»;¶g¼/»;·Ç¼!¼
Á9Ä�À§»;¶�¼/Ù!¸mÀ�Á[»;·Ç¹�Ù
»�Ä�¸mÀ�¾Z·�¼�½�¾Z»;¶�Á
È�¾�À ¿ ×O¼/×"Ä�Ê�Ê'·Ç¼
Â�¼!·i»;¸I»;¶�¼
Ì ¾�Ái»;¶�¼Í�ÊÅ¹�¼�»;·Ç¼!¼`è ¿ ¼
À�¸�»�¼ ¿ ÍHÉ

Bn ë ¾�À ¿ »�¶�¼A·�¼ ¿ »�·�¼
¼Öè ¿ ¼!Àg¸�»;¼ ¿ ÍVÉ
Rn ë Î ´�¶�¼�Æ�¼!·Ç»�Ä�Ù
¼!Á�¸�Â�»�¶�¼�»;·Ç¼!¼
Á¾�·Ç¼U»�¶�¼UÄ�ÀV»;¼
ºm¼!·ÇÁ�Â�·�¸mÌ

−k
¹�½I»�¸

k
ÄÕÂ

n = 2k+1
¾�À ¿ »;¶�¼UÄÅÀH»�¼!ºm¼
·�Á�Â�·�¸�Ì

−k
»;¸

k−1
ÄÅÂ

n = 2k
Î

´�×O¸QÄÅÀV»;¼!º�¼!·�ÁO¾�·�¼/¾ ¿ Û�¾ZÙ!¼!ÀV»OÄ�À
Bn

ÄÕÂ�¾�À ¿ ¸mÀ�ÊÕÉµÄÅÂ5»�¶�¼
É`¾�·Ç¼�Ù!¸�À�Á�¼
Ù!¹g»�ÄÅÆm¼ Î ÏÿÂ
n = 2k +1

È,»�¶�¼!À»;¶g¼�¼ ¿ ºm¼QÁ�¼«»�¸�Â
Rn

ÄÅÁ
{(−l, l) : 1 ≤ l ≤ k} ∪ {(l,−(l + 1)) : 1 ≤ l < k} ∪ {(k, 0)}

Î ÏÿÂ
n = 2k

ÄÅÁ�¼
Æ�¼!À5È6¸mÀ�¼�ÛÇ¹�Á[» ¿ ·Ç¸m½�Á�»�¶�¼~Æ�¼!·[»;¼«ò
k

¾�À ¿ »;¶�¼Q¼ ¿ ºm¼
Á�Ä�À�Ù
Ä ¿ ¼
ÀV»�»;¸ÖÄÅ» È]¾�À ¿ ¾ ¿�¿ »�¶�¼¼ ¿ ºm¼ (−k, 0)
»�¸%»;¶�¼A·�¼ ¿ »�·�¼
¼ Î

Â



0

−1 −2 −3 −k

1 2 3 k

0

−1 −2 −3 −k

1 2 3 k

�fÄÅºm¹�·Ç¼ l 8�´�¶�¼aÃS·�¼!¾�Ê5Ù
¸mÀ�ÁÇ»�·�¹�Ù«»;ÄÅ¸mÀhÄ
Rn ∪ Bn

¾ZÀ ¿ »�¶�¼A¸m·�ÄÅ¼!ÀV»N¾C»;Ä�¸�À�¸�ÂfÄÕ»;Á�¼ ¿ ºm¼!Á
ú�¼
»

c(n) ¿ ¼!Àg¸�»;¼Q»�¶�¼%ÀH¹�ÌQÍ²¼!·�¸�ÂUÙ«É�Ù
Ê�¼
ÁA»�¶�·�¸�¹�ºm¶�»;¶g¼%¼ ¿ ºm¼ (k, 0)
è�»;¶1¾Z»�Ä�Á�»�¶�¼%ÀH¹�ÌQÍ²¼!·¸�Â�½�¾Z»;¶�ÁIÂ�·�¸mÌ »�¶�¼`Æ�¼!·Ç»�¼«ò

0
»�¸�»;¶g¼`Æm¼
·Ç»�¼«ò

k ë ÄÅÂ
n = 2k + 1

¾ZÀ ¿ »;¶g¼ÖÀH¹�ÌQÍ²¼!·~¸�Â�Ù
É,Ù
Ê�¼!Á»;¶g·�¸m¹�º�¶
(−k, 0)

ÄÅÂ
n = 2k

Î tÚ¼�Ù!Ê�¾�Ä�Ì »�¶1¾Z».»�¶�¼�Â�¸�Ê�Ê�¸3×"ÄÅÀ�ºÚ·Ç¼!Ù
¹�·�·Ç¼!À�Ù
¼Ø¶�¸mÊ ¿ Ác8 c(n) =
c(n − 1) + c(n − 2) + c(n − 3)

×"¶�¼!·Ç¼
c(1) = c(2) = 1, c(3) = 2

Î
´�¸ÜÁ�¼
¼�»�¶�Ä�Á%ÊÅ¼
»§¹�ÁµÙ!¸�À�Á�Ä ¿ ¼!·%»;¶g¼�º�·;¾�½�¶

Bn ∪ Rn \ {(0, k)}
è
Bn ∪ Rn \ {(0,−k)}

ÄÅÂ
n = 2k ë ¾�Á§¾ ¿ ÄÅ·�¼
Ù
»;¼ ¿ º�·;¾�½�¶ì×"ÄÅ»�¶ê»�¶�¼�Â�¸mÊ�ÊÅ¸3×"Ä�À�º�¸�·�Ä�¼
ÀV»N¾Z»�Ä�¸mÀñ¸�Â/»;¶�¼�¼ ¿ ºm¼!Á�è�Ã�º Î l ë 8�¾�Ê�Ê¼ ¿ ºm¼!Á§¾�·Ç¼ ¿ Ä�·Ç¼!Ù
»�¼ ¿ Â�·�¸�Ì�»;¶g¼�Æ�¼!·[»;¼«òñ¸�Â�ÁÇÌÖ¾ZÊ�Ê�¼
·Q¾�ÍgÁ�¸mÊÅ¹g»;¼.ÆZ¾�ÊÅ¹�¼Ö»;¸Ø»�¶�¼.Æm¼
·Ç»;¼Xòê¸�Â�Í�Ä�º�ºm¼!·¾�Í�ÁÇ¸mÊ�¹�»;¼QÆZ¾�Ê�¹g¼ Î ´�¶g¼§·Ç¼ ¿ ¼ ¿ ºm¼!ÁA¸�Âi»?É,½]¼

(−l, l)
¾�·Ç¼ ¿ Ä�·Ç¼!Ù
»�¼ ¿ Â�·�¸�Ìþ»;¶g¼QÆm¼!·[»;¼Xò

−l
»;¸3×9¾Z· ¿»;¶g¼�Æm¼
·Ç»;¼Xò

l
Î Ï?À�¾Q½1¾Z»�¶

0 = x0, x1, ..., xl−1, xl = k
»;¶�¼�¼ ¿ ºm¼ (xj, xj+1)

ÄÅÁ9¾ b
�O�
ÅeC���
Q�d�U�VPO�ÄÅÂ
xj

Ä�ÁU»;¶�¼�¼!À ¿ ½]¸�Ä�ÀV»9¾ZÀ ¿ xj+1

Ä�Á�»�¶�¼/Á[»N¾�·[»;ÄÅÀ�º~½²¸mÄÅÀH»i¸�Â]»;¶�¼/¼ ¿ º�¼/ÄÅÀ§»�¶�¼�¾ZÍ]¸3Æm¼/¸m·�ÄÅ¼!ÀV»N¾C»;Ä�¸�À Îu »;¶�¼
·"¼ ¿ ºm¼
Á�×"Ä�Ê�Ê6Í]¼�Ù!¾�Ê�ÊÅ¼ ¿0�«Ee
�C���
U�$�U�VPO�
� Î�fÄ�·ÇÁÇ»�À�¸�»�¼�È1»;¶�¾Z»"»;¶�¼
·�¼IÙ ¾�À�Í]¼IÀ�¸§Í�Ê�¹�¼AÍ1¾ZÙNßH×O¾�· ¿ ¼ ¿ º�¼!Á�ÄÅÀ�¾µ½1¾Z»�¶�Â�·Ç¸mÌ
0
»;¸

k
Î�Ý Ä�À�Ù
¼ÄÅÂ]»;¶�¼
·�¼�×9¾�Á
È�ÊÅ¼
»�¹�Á�»;¾�ß�¼"»;¶g¼,ÃS·ÇÄ�ºm¶V»�Ì`¸mÁ[»QÄ9¸mÀ�¼

(xj, xj+1)
èzÄ Î ¼ Î »�¶�¼�¸mÀg¼�×"ÄÕ»;¶.¾ZÀÖ¼!À ¿ ½]¸�Ä�ÀV»O¸ZÂºm·Ç¼ ¾Z»�¼!ÁÇ»i¾ZÍ�Á�¸mÊÅ¹g»;¼9ÆZ¾�ÊÅ¹�¼ ë Î ä/Á�Á�¹gÌ`¼

xj = −(l+1), xj+1 = −l
è�»�¶�¼"Ù ¾�ÁÇ¼

xj = l+1, xj+1 = lÄ�Á�Á�Ä�Ì§Ä�Ê�¾�· ë Î ´�¶�¼
ÀÚÍ²¼!Ù!¾�¹�Á�¼%»�¶�Ä�Á�ÄÅÁ�»;¶g¼%·�Ä�º�¶H»�Ì`¸�ÁÇ»�Í�¾�ÙNßV×9¾�· ¿ ÍgÊ�¹�¼%¼ ¿ ºm¼%Ä�À�»�¶�¼%½1¾Z»�¶5È
xj−1Ù ¾ZÀ�À�¸�»OÍ]¼

−(l +2)
è
(−(l +2),−(l +1))

×�¸m¹�Ê ¿ Í]¼/¾�Í1¾ZÙNßH×O¾�· ¿ Í�Ê�¹�¼�¼ ¿ ºm¼ í Â�¹g·Ç»;¶g¼!·�»�¸~»�¶�¼·�ÄÅºm¶V» í ë Î ´�¶�¼
·�¼«Â�¸m·�¼
xj−1

Ä�Á/¼!ÄÅ»�¶�¼!·
l + 1

¸m·
l
Î Ï?ÀØÍ]¸�»�¶�Ù ¾ZÁ�¼!Á�»�¶�¼�Æ�¼!·Ç»�¼«ò

xj+1 = −l
ÄÅÁ�Ù!¹�»Â�·�¸�Ì »;¶g¼AÆ�¼!·[»;¼«ò

k
ÍVÉ�»;¶g¼I¼ ¿ ºm¼ (xj−1, xj)

È1ÁÇ¸§×�¼AÙ ¾�À�Àg¸�»"Ã1À�Ä�ÁÇ¶�»�¶�¼�½1¾Z»�¶�ÄÅÀ�»;¶�ÄÅÁ9×9¾ É Îà/¸3× ¾�Í²¸m¹g»iÍ1¾ZÙNßH×O¾�· ¿ ·�¼ ¿ ¼ ¿ ºm¼!Á;ãñè�Ã1º Î Ò ë ÏÿÂ xj = −(l+1)
È
xj+1 = l

ÈH»;¶g¼!À
xj−1

Ù!¾�À�À�¸�»Í²¼
−(l + 2)

¾�Á
(−(l + 2),−(l + 1))

×O¸�¹�Ê ¿ Í]¼Ö¾�Í1¾�ÙNßV×O¾�· ¿ ÍgÊ�¹�¼§¼ ¿ º�¼ Î xj−1

Ù ¾ZÀ�À�¸�»~Í]¼
l + 1

¼!ÄÕ»;¶�¼
·~Â�¸m·I»;¶�¼Ö¼ ¿ ºm¼ (xj−1, xj)
×O¸m¹gÊ ¿ Ù
¹g»

xj+1

Â�·�¸mÌ »;¶g¼ÖÆm¼
·Ç»;¼Xò
k
ÎÞÝ ¸

xj−1

ÌQ¹�ÁÇ»Í²¼
−l

Î
xj+2

Ù!¾�À�À�¸Z».Í²¼
l − 1

è�Í1¾�ÙNßV×O¾�· ¿ Í�ÊÅ¹�¼�¼ ¿ ºm¼ ë È�Á�¸
xj+2

Ä�Á
l + 1

Î Ï?À »�¶�¼�Á�¾�Ì`¼Ì`¾�À�À�¼
·/¸mÀg¼�Ù ¾ZÀ�Á�¼
¼�È]ÄÅÂ
(xj, xj+1)

Ä�Á/¾`Í1¾ZÙNßH×O¾�· ¿ ·�¼ ¿ ¼ ¿ ºm¼I×"ÄÅ»�¶
xj = l

È
xj+1 = −l

È²»;¶�¼
À
xj−1

ÁÇ¶�¸m¹�Ê ¿ Í]¼
l − 1

¾�À ¿ xj+2
Á�¶g¸m¹�Ê ¿ Í²¼

−(l + 1)
ÎÚÝ ¸ØÄÕÂ�×O¼�¾ ¿g¿ »;¶�¼ ¿ ÄÅ·�¼
Ù
»;¼ ¿ ¼ ¿ º�¼!Á

{(l,−(l + 2)) : 0 ≤ l ≤ k − 2} ∪ {(−l, l + 1) : 1 ≤ l ≤ k − 1}
»�¸Ö»;¶g¼ ¿ Ä�·Ç¼!Ù«»;¼ ¿ ºm·�¾�½�¶

Rn ∪ Bn

Èg»�¶�¼!À�Ä�À.»�¶�Ä�Á9Àg¼
× º�·;¾�½�¶6Èg»;¶�¼�ÀH¹�Ì�Í]¼
·�¸�Â ¿ Ä�·�¼
Ù
»�¼ ¿ ½1¾Z»�¶�Á9Â�·�¸mÌ
0
»;¸

k
Ä�ÁO¼c�H¹1¾�Ê5»�¸»;¶g¼IÀH¹�Ì�Í]¼
·/¸�Â�À�¸mÀ Ë?¿ ÄÅ·�¼!Ù«»;¼ ¿ ½1¾C»;¶�Á"Â�·�¸mÌ

0
»;¸

k
ÄÅÀ�»�¶�¼IÀ�¸mÀ Ëÿ¿ Ä�·Ç¼!Ù
»�¼ ¿ ºm·;¾Z½�¶

Rn ∪ Bn

Î è�Ï?ÀÂz¾�Ù«»/×�¼QÙ!¸�À�ÁÇ»�·�¹�Ù«»;¼ ¿ ¾§Í�Ä ÛÇ¼
Ù
»�Ä�¸mÀ�¾�Ì§¸mÀ�ºµ»;¶�¼~À�¸mÀ Ë ¸m·�ÄÅ¼!ÀV»;¼ ¿ ¾�À ¿ »;¶�¼~¸m·�ÄÅ¼!ÀV»;¼ ¿ ½1¾Z»�¶�Á�¸ZÂ�»;¶�¼»?×�¸%ºm·;¾�½g¶�Ác8�×"¶�¼
À�¼
Æ�¼!·�¾�À�¸�À Ë ¸m·ÇÄ�¼
ÀH»�¼ ¿ ½�¾Z»;¶.¸ZÂ�»;¶�¼�¸�·�Ä�º�Ä�À1¾�Ê1º�·;¾�½�¶Ö¹�Á�¼
Á"¾�Í1¾�ÙNßV×O¾�· ¿ ¼ ¿ ºm¼�È»;¶g¼�Ù
¸m·�·Ç¼!ÁÇ½]¸mÀ ¿ Ä�À�ºÞÀ�¼«×�¼ ¿ ºm¼�Á�¶�¸�¹�Ê ¿ Í²¼�¹�Á�¼ ¿ ÄÅÀì»�¶�¼�À�¼«×�ºm·;¾Z½�¶ñ»;¸ØÙ!·Ç¼ ¾Z»�¼�¾�Àì¸m·�ÄÅ¼!ÀV»;¼ ¿
Æ



xj−1

xj−1

xj

xj xj+1

xj+1

xj+2

xj+2

�fÄ�º�¹�·�¼�Òh8.x9¾�ÙNßV×9¾Z· ¿ ·Ç¼ ¿ ¼ ¿ º�¼!Á�Ä�À�¸m·�ÄÅ¼!ÀV»;¼ ¿ ½1¾Z»;¶gÁ

1

2 4 n−1

3 5 n

�fÄÅºm¹�·Ç¼ � 8
Rn ∪ Bn

×"ÄÅ»�¶�»�¶�¼I¾ ¿�¿ ¼ ¿ ¸�·�Ä�¼
ÀV»;¼ ¿ ¼ ¿ ºm¼!Á
½1¾Z»�¶5È'¾�À ¿ Æ,Ä�Ù
¼�Æm¼!·ÇÁ;¾ Î ëÏÿÂO×�¼`·Ç¼!ÄÅÀ ¿ ¼«ò�»;¶�¼%Æm¼
·Ç»�Ä�Ù!¼
Á�¾ZÁ�Ä�ÀØÃ1º Î � »�¶�¼µ·�¼
Ù!¹�·Ç·�¼!ÀgÙ!¼µÂ�¸m·�ÌQ¹gÊ�¾�¾�Í²¸3Æm¼%Â�¸mÊ�ÊÅ¸3×"Á!È�¾�ÁI¾�ÀVÉÆm¼
·Ç»�¼«ò

l
Ä�Ái¾ ¿ Û�¾�Ù!¼
ÀH»i»;¸~¾�À§Ä�À�Ù
¸mÌ§Ä�À�º�¼ ¿ ºm¼"Â�·�¸mÌ

l−3, l−2
¾�À ¿ l−1

ÎiÝ ¸mÊÅÆ,Ä�Àgº�»;¶�ÄÅÁUÂ�¸�·�ÌQ¹�Ê�¾×�¼Qºm¼
»�»;¶�¾Z»
Dn¤J¥U¤N¦¨§ ≥ cxn

0

Â�¸m·�Á�¸mÌ§¼~Ù
¸mÀ�Á[»N¾�ÀV»
c
È²×"¶g¼!·�¼

x0
Ä�Á"»;¶�¼~¹�À�Ä��,¹g¼�·�¼!¾�Ê�·�¸,¸�»�¸ZÂ�»;¶�¼¼c�H¹1¾C»;Ä�¸�À

x3−x2 −x−1 = 0
È
x0 = 1.8392...

è@��¸�»;¼�»;¶�¾Z»U»;¶�¼�ÀH¹�ÌQÍ²¼!·U¸�Â5Ù«É,Ù!Ê�¼
Á�ÄÅÀ
Rn ∪BnÀ�¸�»"Ù
¸mÀV»N¾�ÄÅÀ�Ä�Àgºµ»�¶�¼A¼ ¿ º�¼ (0, k)

ºm·�¸3×"Á"½²¸mÊÅÉ,À�¸mÌ§Ä�¾ZÊ�ÊÅÉµÄÅÀ
n
È1ÁÇ¸`ÄÕ»"Ä�Á�À�¼
ºmÊ�ÄÅºmÄ�Í�ÊÅ¼/Ù
¸mÌ§½1¾�·�¼ ¿ »�¸ÀH¹�ÌQÍ²¼!·"¸�Â�Ù
É,Ù!ÊÅ¼!Á�Ù!¸mÀV»;¾�Ä�À�ÄÅÀ�º

(0.k)
Î ë

¯o°ÈÇ É¸ÊGÊMµ9¶Ë·T³.¹Gºn»Ì³.º
Dn½_¾V½_ÀÍÁ

�B<C­6­=r§­sr§® ; ø¸Î�ö�ö�øO<wÏ�­ÐÎ�±q�æ°z± :�; øH­s<Cø,õ ©�³D?s��´�¸Þ¼
ÁÇ»N¾ZÍ�Ê�ÄÅÁ�¶ »;¶g¼�Ä�À�¼��,¹�¾�Ê�ÄÕ»?ÉéÊÅ¼
»%¹�ÁÙ!¸�À�Á�Ä ¿ ¼!·U»?×O¸~»;·�¼
¼!Á
Bn

¾�À ¿ Rn

èz¾~Í�ÊÅ¹�¼�¸mÀ�¼/¾�À ¿ ¾I·�¼ ¿ ¸mÀ�¼ ë ¸mÀ§»;¶�¼�Á;¾ZÌ`¼
n Ë ¼!Ê�¼
Ì`¼
ÀV»�Æ�¼!·Ç»�¼«òÁ�¼«» Î Ï?ÀÖ¾~Ù
É,Ù
Ê�¼�ÄÅÀ

Rn ∪Bn

»;¶�¼
·�¼�¾�·�¼�Ù!¸mÀgÁ�¼!Ù
¹g»;ÄÕÆm¼�·Ç¼ ¿ ¼ ¿ ºm¼
Á!È�»�¶�¼!À`Ù!¸mÀgÁ�¼!Ù
¹g»;ÄÕÆm¼�ÍgÊ�¹�¼�¼ ¿ º�¼!Á!È»;¶g¼!À�·�¼ ¿ ¼ ¿ ºm¼
Á/¾ZºV¾�Ä�À6Èg¾�À ¿ ÁÇ¸%¸mÀ Î èDÑ ¿ ºm¼!Á�»;¶�¾Z»"¾�·Ç¼�Í]¸�»�¶�·�¼ ¿ ¾ZÀ ¿ Í�Ê�¹g¼�×"Ä�Ê�Ê²Í²¼�Ù!¸mÀ�ÁÇÄ ¿ ¼
·�¼ ¿¾�Á"·�¼ ¿ Î ë ä ÌÖ¾Cò�ÄÅÌÖ¾�Ê]½1¾Z»�¶�¸�Â�Ù!¸�À�Á�¼
Ù!¹g»�ÄÅÆm¼~·�¼ ¿ ¼ ¿ ºm¼!Á"×"Ä�ÊÅÊ5Í]¼AÙ!¾�Ê�ÊÅ¼ ¿ ¾ 
��U� �V��P�7d���K� èz¾§ÍgÊ�¹�¼Á�¼
ºmÌ§¼!ÀV»OÄÅÁ ¿ ¼
Ã1À�¼ ¿ Á�ÄÅÌ`ÄÅÊ�¾�·ÇÊÅÉ Î ´�¶�¼�ÀH¹�ÌQÍ²¼!·i¸�Â6Í�Ê�¹�¼�Á�¼
ºmÌ§¼!ÀV»;ÁiÄ�À`¾~Ù«É�Ù
Ê�¼�Ù!ÊÅ¼ ¾�·ÇÊÅÉ%¼��,¹�¾�Ê�ÁU»;¶�¼ÀH¹�ÌQÍ²¼!·i¸�Â�·Ç¼ ¿ ÁÇ¼!ºmÌ§¼!ÀV»�Á!È�¾ZÀ ¿ ÁÇÄ�À�Ù
¼/¼!¾�ÙN¶.Á�¼
ºmÌ§¼!ÀV»OÙ
¸mÀV»N¾�ÄÅÀÖ¾C»OÊÅ¼ ¾�Á[»�¸�À�¼/¼ ¿ ºm¼ZÈ�»;¶g¼/ÀH¹�ÌQÍ²¼!·¸�ÂU·Ç¼ ¿ ÁÇ¼!ºmÌ§¼!ÀV»;Á�Ä�Á/¾Z»�Ì§¸mÁÇ»
bn

2
c
¾�À ¿ ÄÅÁ�¾Z»�Ê�¼!¾�ÁÇ» û è�Â�¸�·�¾`Ù«É,Ù!Ê�¼~×"ÄÅ»;¶g¸m¹g»/·�¼ ¿ ÁÇ¼!ºmÌ§¼!ÀV»�Ä�Á�¾Í�ÊÅ¹�¼�Ù
É,Ù!ÊÅ¼�È1×"¶�ÄÅÙN¶�ÄÅÁ�Ä�Ì§½]¸mÁÇÁ�ÄÅÍ�Ê�¼ZÈ�ÁÇÄ�À�Ù
¼

Bn

Ä�Á"¾%»;·Ç¼!¼ ë Îté¼.×"ÄÅÊ�ÊiÙ!¸m¹gÀH»�»;¶�¼�Ù«É�Ù
Ê�¼
Á%Ä�À
Rn ∪ Bn

½1¾�·[»;ÄÕ»;Ä�¸�À�Ä�À�º�»;¶g¼!Ì�¾�Ù!Ù
¸m· ¿ ÄÅÀ�º�»;¸�»�¶�¼.ÀH¹�ÌQÍ²¼!·¸�ÂO·�¼ ¿ Á�¼
ºmÌ§¼!ÀV»;Á Î�Ý ¸�×O¼§¶1¾ Æm¼§»;¸�Á�¶g¸b×ï»;¶1¾Z»A»�¶�¼!·Ç¼Ö¾�·Ç¼§¾Z»IÌ`¸mÁ[» (

n
2i

) Ù
É,Ù
Ê�¼!ÁI¶1¾ Æ,Ä�À�º
i
·�¼ ¿Á�¼
ºmÌ§¼!ÀV»;Á Î ´�¸ ¿ ¸%»;¶gÄ�ÁOÃ1·ÇÁÇ»"À�¸Z»;¼�»�¶1¾Z»�ÄÅÀ�¾�Ãgò�¼ ¿ Ù
É,Ù!ÊÅ¼�»;¶�¼�ÁÇ¼
»"¸�Â�»�¶�¼�¼!À ¿ ½]¸mÄÅÀV»;Á9¸�Â�»�¶�¼�·�¼ ¿Á�¼
ºmÌ§¼!ÀV»;Á/¾�À ¿ »;¶g¼IÁÇ¼
»�¸�Â�»;¶�¼A¼
À ¿ ½²¸mÄ�ÀV»;Á"¸�Â�»;¶g¼IÍgÊ�¹�¼AÁ�¼
ºmÌ§¼!ÀV»;Á�¾�·Ç¼9ÛÇ¹gÁÇ»"»;¶�¼AÁ�¾�Ì`¼ Î

Ò



�iø,õ õÚ¯R©�³�>�Ó �Jm����R�0�D
��
�a���=� 2i m���
��@���
�
�WE_�o�J�J�Gm���
��6�Qª��V���NHL�NIK���\�JIK��
��a���a���L7dEV���.Ee���C���4 �_E$�
IKEVEV�V� i m���
��_�Qª2�¿�����NÔ«Ee�J�K� 1 ���JI-�B�J���JIK�B�@
��
�BCS�J�JIÕ�NIK�GP��Jm�����m���
��D���
�
�M�e�0���=� 1 Ee�J�K�J�cf�M<b­5­sr��WxiÉ�ÄÅÀ ¿ ¹�Ù«»;ÄÅ¸mÀ�¸mÀ
i
Î ÏÿÂ

i = 1
»;¶g¼!ÀØÙ!ÊÅ¼ ¾�·ÇÊÅÉ�»�¶�¼QÁÇ»;¾Z»;¼
Ì`¼
ÀV»�¶�¸mÊ ¿ Á!È²Â�¸m·�ÄÅÀ�¾`»�·�¼
¼»;¶g¼!·�¼AÄÅÁ�¼«òg¾�Ù
»�ÊÅÉ�¸�À�¼A½1¾Z»;¶�Â�·�¸�Ì�¾�ÀVÉ.Æ�¼!·Ç»�¼«ò�»�¸Ö¾�ÀVÉ�¸Z»;¶�¼
·9Æm¼!·[»;¼Xò Îú�¼
»

i > 1
Î ä ÁÇ¼
»�¸�Â�Æm¼!·[»;¼Xò Ëÿ¿ Ä�Á�ÛÇ¸mÄ�ÀV»�½1¾Z»�¶�Á ¿ ¼«Ã1À�¼!Á/À1¾Z»�¹�·;¾�ÊÅÊÅÉ`¾%ÌÖ¾C»;ÙN¶�ÄÅÀ�ºµ¸mÀ�»;¶�¼AÁ�¼«»�¸�Â¼!À ¿ ½]¸�Ä�ÀV»;Á Î �/¸�»�Ä�Ù
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