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1 Varosligeti kor és sokszogek

A torténet 1932 6szére nyulik vissza. Pesti egyetemistak egy kis kore — koztiikk Erdés
Pal, Griinwald (kés6bb Gallai) Tibor, Klein Eszter, Szekeres Gyorgy és Turdn Pal —
ekkoriban, foként hétvégeken rendszeresen Osszegytilt a Varosligetben. Az Anonymus-
szobornal talalkoztak, irodalomroél, zenérol, politikardl beszélgettek, multrél és jovorol,
4lmaikrél és csalédésaikrol. Es még valamirol, ami szenvedélyesen foglalkoztatta éket:
a matematikarol. Tulajdonképp mar ismeretségiiket is a matematikanak koszonhették.
Gimnazistaként mindannyian a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok lelkes fe-
ladatmegoldéi voltak. Fényképen mér kordbban lattak egymaést a legeredményesebb
diakok arcképcsarnokaban, melyet a lap évenként megjelentetett. Az egyetem pad-
jaiban és a Vérosliget hatalmas platanjai alatt ezek a kapcsolatok aztan életreszolo
baratsagga érlelodtek.

Egyik taldlkozéjukra Klein Eszter egy érdekes kis feladattal érkezett. Eszrevette,
hogy akarhogy vesziink fel 6t pontot a sikban gy, hogy nincs harom egy egyenesen,
mindig kivalaszthato kozulik egy konvex négyszog négy csicsa. A bizonyitas roppant
egyszeri. Ha a pontok konvex burkanak legalabb négy csiicsa van, akkor készen
vagyunk. Feltehetjiik tehat, hogy a konvex burok egy abc haromszog, melyen beliil
még két tovabbi pont van: d és e. A de egyenes sziikségképpen elkeriili az abc
haromszog egyik oldalat, mondjuk az ab szakaszt. Ekkor az a, b, d, e pontok nyilvan
egy konvex négyszoget feszitenek (Id. 1. dbra).
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a b
1. dbra: Ot pont mindig meghatéroz egy konvex négyszoget.

A feladat mindnyajuknak tetszett. A résztvevik visszaemlékezései szerint a tar-
sasag férfi tagjainak érdeklodését kiilon fokozta az a koriilmény, hogy a kérdés egy
holgytdl szarmazott [26]. A problémat azonnal dltalanositottak.

Egy sikbeli P ponthalmazt dltaldnos helyzetinek mondunk, ha nincs harom e-
leme egy egyenesen. P konvex helyzetben van, ha egybeesik egy konvex sokszog
csucshalmazaval. Igaz-e, hogy minden m > 4 természetes szamhoz van egy véges
f(m) szam, ami eleget tesz a kovetkezd feltételnek: akarhogyan is vesziink fel lega-
labb f(m) altalanos helyzetii pontot a sikon, mindig kivalaszthaté koziiliik m, amely
konvex helyzetben van? Amennyiben ilyen szdm létezik, jelolje f(m) a legkisebbet.

Makai Endre és Turdn P&l hamarosan beldttdk, hogy f(5) létezik, méghozza
f(5) =9 (1d. 2. dbra). Még a tél bedllta elétt Szekeres Gyodrgy biiszkén tjsagolhatta
bardtainak, hogy minden m-re sikeriilt igazolnia f(m) létezését. Erdos Pal — Szekeres
eredeti bizonyitdsat jocskdn megjavitva — sokkal kisebb fels6 korldatot adott f(m)-re.
S6t, nemsokara egy j6 konstrukciot is talaltak, és azzal a roppant elegans sejtéssel
alltak el6, miszerint minden m-re

f(m)=2""2+1.

Ezt a sejtést — dacara annak, hogy rengeteg profi és amator matematikus és komputer-
szakember probalkozott vele — mindmaig senkinek sem sikeriilt bebizonyitania vagy
megcafolnia. Még az m = 6 eset sem tisztazott, bar Peters és Szekeres szamitogépes
kisérletei némi reménnyel kecsegtetnek.



2. abra: Nyolc pont, amely nem hataroz meg egy konvex Gtszoget.

Erdos a feladatot Happy End problémanak keresztelte el. Néhany évvel késébb
ugyanis Klein Eszter és Szekeres Gyorgy Osszehdzasodtak, és méig boldogan élnek. A
kérdés mindnydjuk életében és matematikai munkéassagaban kulcsszerepet jatszott.

2 Ramsey és tételének tujrafelfedezése

Szekeres fent emlitett bizonyitasa a kovetkezo allitason alapult, melyrél hamarosan
kideriilt, hogy néhany évvel kordbban Frank Plumpton Ramsey mar felfedezte és
publikdlta a Londoni Matematikai Tarsulat Koézleményeiben [24].

Ramsey tétele: Tetszoleges i, és k > i pozitiv egészekhez van eqy csak tolik figgd
R = R(i,j, k) szam, amely eleget tesz a kovetkezd feltételnek: akdrhogyan osztjuk
be eqy legalabb R-elemi H halmaz osszes i-elemi részhalmazdat j osztdlyba, mindig
van H-nak olyan k-elemi részhalmaza, melynek dsszes i-elemii része ugyanabba az
osztdlyba esik.

Ebbdl valéban kénnyen levezethetd az

Erddss-Szekeres tétel: Minden m > 4 egészhez van egy legkisebb f(m) szdm, ami
eleget tesz a kovetkezd feltételnek: akdrhogyan is veszink fel legaldbb f(m) dltaldnos
helyzeti pontot a sikon, mindig kivdlaszthato kozilik m, ami konvex helyzetben van.

A tételre két bizonyitast is adunk.

Els6 bizonyitas: Az m = 4 esetet a fentiekben mar elintéztiik, tehat felteheto,
hogy m > 5. Vegylink egy n > R(4, 2, m) pontbdl 4ll6 altalanos helyzeti P halmazt a
sikon, és osszuk be P 0sszes 4-elemil részhalmazat 2 osztalyba aszerint, hogy konvex
helyzetben vannak vagy sem. Ramsey tétele szerint van olyan m-elemi ) C P
részhalmaz, melynek minden négyese ugyanabba az osztalyba esik. Klein Eszter
észrevétele szerint (Q-nak van legalabb egy olyan négyese, amely konvex helyzetben



van. Kovetkezésképp @) Gsszes négyese konvex helyzetben van, tehdt () maga is konvex
helyzetben van.

Masodik bizonyitas (S. Johnson [16]): Vegyiink n > R(3,2,m) altaldnos hely-
zetlt pontot a sikon, és osszuk be az dltaluk meghatarozott (g) haromszoget 2 osz-
talyba aszerint, hogy a belsejiikben paros sok pont van vagy paratlan. Ramsey tétele
értelmében kivalaszthato m pont, hogy az osszes altaluk meghatarozott haromszog u-
gyanabba az osztalyba esik. Ezek a pontok sziikségképpen konvex helyzetben vannak.
Tegytik fel ugyanis, hogy van kozottiik négy pont, melyek koziil az egyik — nevezziik
d-nek — a masik harom altal meghatarozott abc haromszogbe esik. Az abc haromszog
belsejében eggyel tobb pont van, mint az abd, bed, acd haromszogek belsejében egyiitt-
véve. Ha tehdat az a,b, c,d pontok altal meghatarozott 0sszes haromszog belsejében
paros (ill. paratlan) sok pont van, akkor az abc haromszog belsejében péaros + péros
+ péros + 1 = péaratlan sok (ill. paratlan + pératlan + péaratlan + 1 = péros sok),
ami nyilvan lehetetlen.

Ramsey a John Maynard Keynes Cambridge-i filozéfus és kozgazdasz koréhez
tartozo fiatal kutatok talan legtehetségesebbike volt. Szamos kiilonb6z6 tudomanyban
alkotott maradandot: a filozofiaban, a kozgazdasagtanban, a logikdban és a mate-
matika elméleti megalapozasaban. A fenti tételt egyetlen tisztan matematikai targyu
dolgozataban kozolte, de ennek héatterében is az a szazadel6 legkivalébb elméit foglal-
koztato kérdés allt, hogy létezik-e egy altalanos eljaras, mellyel minden matematikai
allitas vagy formula igazsaga eldontheto. Bar Ramsey tételének segitségével igazol-
haté volt, hogy bizonyos nagyon specidlis formaju allitasok eldonthetéek, hamarosan
kideriilt, hogy nincs “univerzalisan jé algoritmus”. A szomoru felismerés alapjaiban
razta meg a tudomanyt.

Amikor Szekeres 1932-ben tjra felfedezte Ramsey tételét, Ramsey mar nem élt.
1930. januar 19-ikén hunyt el; nem volt még huszonhét éves. Erdos és Szekeres korsza-
kos jelent6ségii dolgozata [11] nagyban hozzajarult a Ramsey-tétel népszerisitéséhez.
A Ramsey altal talaltaknal sokkal jobb, explicit korldtokat adtak az R(3, j, k) fliggvény
értékeire, melyek nagy részét maig sem sikeriilt jelentésen megjavitani. A kérdéskorbol
az utébbi harminc évben Ramsey-elmélet néven a kombinatorika egészen 1j, onallo
fejezete nétt ki [13]. A Klein Eszter feladatdnak altaldnositdsara adott vélaszbodl
szintén 1j tudoményag sziiletett: a kombinatorikus geometria [20].



3 Hegyek kozott, volgyek kozott

El6szor ismertetjiik az Erdos és Szekeres dltal talalt legjobb fels6 korlatot a tételiikben

szereplé f(m) fliggvényre:
2m —4
< 1. 1
sy < (27 )) + 0

Ennek igazoldasdhoz két 1j fogalomra van szitkség. Rogzitsiink a sikban egy (x,y)
koordinatarendszert, és tekintsiink egy P = {p1,pa,...,pm} ponthalmazt, melynek
elemeit z-koordinataik névekvo sorrendjében soroltuk fel. P-t hegynek ill. volgynek
nevezziik, ha konvex helyzetben van és Gsszes p; eleme (1 < i < m) a p1p,, egyenes
felett ill. alatt helyezkedik el. Jelolje f(k,[) a legkisebb olyan f szdmot, amely eleget
tesz a kovetkezo feltételnek: a sik minden legalabb f-elemii, altaldnos helyzeti pont-
halmaza tartalmaz vagy egy k-elemii hegyet, vagy pedig egy [-elemii volgyet.

3.1. Tétel [11]: Minden k,l > 3 pdrra

F(k1) = (k Z: 4) +1.

Bizonyitas: Eloszor belatjuk, hogy érvényes a kovetkezd rekurziés formula:

Tekintstink egy (f(k — 1,1) + f(k,l — 1) — 1)-elemi, dltaldnos helyzeti P halmazt
a stkon. Jelolje @) az Gsszes P-ben taldlhaté (K — 1)-elemii hegy jobb végpontjainak
halmazat. Ha |Q| > f(k,l — 1), és @-ban nincs k-pontu hegy, akkor — az indukcids
feltevés szerint — () tartalmaz egy (I—1)-ponti volgyet, melynek utolsé pontjat jeloljiik
g-val. A g pont egyidejileg egy (k — 1)-elemi H hegy utolsé és egy (I — 1)-elemii
V volgy els6 eleme. Ezek utan konnyl ellendrizni, hogy vagy H kiegészitheté V
masodik elemével egy k-elemii heggyé, vagy V kiegészitheté H utolséelotti elemével
egy [-elemii volggyé.

Feltehetjiik tehat, hogy |Q| < f(k,l—1), vagyis |P\ Q| > f(k—1,1). Mivel P\ Q
— definicié szerint — nem tartalmaz (k — 1)-elemi hegyet, ez esetben P\ ()-ban van
[-pontu volgy, tehat a (2) formula most is érvényes.

Innen a 3.1. Tétel k£ + [ értékére vonatkozo teljes indukcidval konnyen adodik.
A k = 3ill. | = 3 esetekben az allitds nyilvanvaléan igaz. Legyenek k,l > 4 olyan



szamok, melyekre az allitast még nem bizonyitottuk, és melyekre k& + [ minimalis.
Ekkor

k+1-5 k+1—5 k+1—4
< 1 1-1= 1

ami a bizonyitando allitas egyik fele.

Masrészt tegyiik fel, hogy mar sikeriilt konstrualnunk egy olyan (kﬁ?)-elemﬁ
R halmazt, melyben nincs se (k — 1)-elemii hegy, sem pedig [-elemii volgy, tovabba

egy olyan (k,ij’)—elemﬁ S halmazt, melyben nincs se k-elemii hegy, se (I — 1)-elemii

volgy. Helyezzilk el az R halmaz egy kongruens példanyat az y-tengelytdl balra.
Majd vegytik fel az S halmaz egy példanyat az y-tengelytdl jobbra, és toljuk olyan
alacsonyra, hogy az R pontparjait 0sszekoté egyenesek mindegyike S felett haladjon
el, az S pontparjait Osszekotd egyenesek mindegyike pedig R alatt. Vildgos, hogy
az e két halmaz egyesitéseként eléallo R U S halmazban, ha egy hegy tartalmazza
R egy pontjat, akkor S-ben legfeljebb egy pontja lehet. Hasonléképpen, ha R U S
egy volgye tartalmazza S egy pontjat, akkor annak R-ben legfeljebb egy eleme lehet.
Tehat R U S-ben nincs se k-elemii hegy, se [-elemii volgy. Masszdval

—4
f(k,l) > |RUS|+1= (k]ji2 >+1,

ami a bizonyitandé allitds masik fele.

A 3.1. Tételbdl az f(m) fliggvényre vonatkozo (1) korlat azonnal kévetkezik,
hiszen f(m) < f(m,m). Ezt a becslést tobb mint hatvan évig senkinek sem sikeriilt
megjavitania. A ma ismert legjobb eredmény is — amely Té6th Gézatol és Pavel Valtr-
tol [27] szdrmazik — csak mintegy fele az eredeti korlatnak, és a sejtett 2m72 + 1
értéknek majdnem a négyzete. A bizonyitds Fan Chung és Ron Graham [8] azon
észrevételén alapul, hogy a fenti gondolatmenetben az (x,y) koordindtarendszert
tetszolegesen vélaszthatjuk meg.

3.2. Tétel [27]: Minden m > 3 egész szdmra

f(m) < (2m B 5) +2.

m—3



Bizonyitas: Legyen P egy altaldnos helyzeti halmaz a stkon, amely

<2m—5> oo <m+(m—1)—4> o

m—3 m— 2

pontbol all. Valasszunk egy olyan e egyenest, amely ugyan nem metszi P konvex
burkat, de olyan kozel halad annak egyik csicsdhoz, p-hez, hogy g¢-val jelolve a p
pont e egyenesre es6 meréleges vetiiletét, a pq szakaszt a P\ {p} pontparjait 6sszekoto
egyenesek egyike sem metszi.

Hajtsunk végre egy olyan projektiv transzformacidt (vagyis vetitést), ami az e
egyenest a sik un. idedlis (“végtelenben 1évE§”) egyenesébe viszi. Konnyl beldtni,
hogy egy ilyen transzformacié P minden konvex helyzetben 1év6 részhalmazat konvex
helyzeti halmazba viszi. Ennek forditottja is igaz: ha egy ) C P részhalmaz képe
konvex helyzetben van, akkor ez érvényes volt (Q-ra is. A pq szakasz képe egy f
félegyenes lesz. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy f egybeesik az
y-tengely pozitiv felével. (Ld. 3. dbra.)

3. abra: A projektiv transzformacié el6tt és utan.

Az el6z6 tételbél kovetkezik, hogy P\ {p} képe tartalmaz vagy egy m-elemii H
hegyet, vagy egy (m — 1)-elemii V' volgyet. Az elsé esetben készen vagyunk, hiszen
H pontjainak eredetileg egy konvex helyzetben 1évé halmaz felelt meg. De a mésodik
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esetben sincs probléma, hiszen a definiciobdl kévetkezoen a p pont képével V' egy
konvex halmazza egészil ki, melynek P-ben egy m-elemi konvex halmaz felelt meg.

Végil roviden vazoljuk azt a sejthetden legjobb konstrukciot, amely azt mutatja,
hogy f(m) >2m"2 4 1.

A 3.1. Tétel értelmében minden i-re (0 < i < m — 2) van olyan (m;z)—elemﬁ,
altaldnos helyzetii P; halmaz, amelyben nincs se (m — i)-elem@i hegy, se (i + 2)-
elemii volgy. Az is feltehetd, hogy a P; pontjait 0sszekoto egyenesek mindegyikének
meredeksége —45 és +45 fok kozé esik, ellenkezd esetben a sikot az y-tengely irdnyaban
“ellapitjuk”.

Jelolje p; az origd koriili egységkor és az origon dtmend azon félegyenes metszés-
pontjat, amely a pozitiv z tengellyel 45 — mi_2 90 fokos szoget zar be. Helyettesitsiik
minden i-re a p; pontot a P; halmaz egy nagyon pici példanyaval, és jelolje P ezen
halmazok egyesitését. Ekkor

m—2 m—2 m — 2
LR S B
1=0

=0

és nem nehéz ellendrizni, hogy P-ben nincs n konvex helyzetben 1év6 pont.

4 Ures sokszogek — egy meglepetés

Erdos és Szekeres mindig is ugy gondoltédk, hogy elég sok dltalanos helyzetii pont
koziil kivalaszthatd m, melyek konvex helyzetben vannak, és konvex burkukban nincs
tovabbi pont. Nyomtatdsban ez a sejtés mégis taldn csak 1978-ban jelent meg [9].
Maésszdval tgy képzelték, hogy minden m-re van egy legkisebb g = g(m) szam, mely
eleget tesz a kovetkezo feltételnek: akarhogyan vesziink fel legaldbb g altaldnos hely-
zetlt pontot a sikon, ezek kozott mindig van m, amely egy tres konvex m-szoget ha-
taroz meg. Sok évvel ezel6tt a Bolyai Téarsulat egyik konferencidjan Szekeres vazolt
is egy bizonyitast erre az allitasra, de hamarosan kideriilt, hogy a bizonyitas hidnyos.
Ennek dacara ugy tiint, hogy csupan technikai jellegli nehézséggel van dolgunk: az
iires sokszogek tobbnyire nagyon hossziiak és vékonyak, ezért kellemetlen kezelni ¢ket.

Nyilvédnvald, hogy ¢(3) = 3, g(4) = 5, Harborth [14] pedig belétta, hogy ¢(5) =
10 (# f(5) = 9). Nagy meglepetésre a kérdés negativ irdnyban dolt el: Horton [15]
1983-ban egy viszonylag egyszerti konstrukci6 segitségével megmutatta, hogy ¢(7)
nem létezik!



4.1. Tétel [15]: Megadhatd tetszdlegesen sok dltaldnos helyzeti pont a sikon gy,
hogy ezek kozil semelyik 7 sem hatdroz meg tres konvex hétszoget.

Bizonyitas: Rogzitsiink egy (z, y) merdleges koordinatarendszert a sikban, és jeldljiik
Q1-gyel a (0,0) és (1,0) pontokbdl allé kételemti halmazt. A konstrukcié rekurziv.

Tegyiik fel, hogy valamely i > 1 egészre mar definidltunk egy 2°-elemfi @; halmazt,
melyben barmely négyelemii hegy alatt ill. négyelemt volgy folott van legaldbb egy
tovabbi pont.

~ Q. 2

4. abra: ), konstrukcidja.

Toljuk el a ); halmazt egy kevéssel jobbra és messzire felfelé gy, hogy a keletkez6
Q! halmaz eleget tegyen a kovetkez6 feltételeknek:

1. Q; és Q! elemeinek z-koordinatai felvaltva kovetik egymast,

2. a @Q); pontparjait 6sszekoté egyenesek mindegyike @)} Osszes pontja alatt halad
el, a Q) pontparjait Osszekoto egyenesek mindegyike pedig (); pontjai felett.

Legyen Q;4+1 = Q; U Q.. (Ld. 4. abra.)

Be fogjuk latni, hogy @Q;+1 eleget tesz az indukcids feltevéseknek (i + 1-re), vagyis
|Qis1] = 2771, és barmely négyelemii hegy alatt ill. négyelemi volgy folott van le-
galabb egy tovabbi pont. Az els¢ allitdas nyilvanvalo.

Tekintsiik Q;11 egy négyelemii hegyét (ill. volgyét). Ha ennek mind a négy pontja
Q;-hez vagy mind a négy pontja Q’-hoz tartozik, akkor az indukcids feltevés szerint
mindig van alatta (ill. felette) tovdbbi pont. Feltehetjiik tehdt, hogy a kérdéses
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hegy (ill. volgy) mind Q;-bél, mind pedig Q}-bél tartalmaz legaldbb egy-egy pontot.
Vegyiik észre, hogy ekkor a két kozépsé elem feltétleniil Q-hoz (ill. @Q;-hez) tartozik,
tehat a fenti 1. tulajdonsag miatt van kozottik legaldbb egy tovabbi pont, ami
sziikségszeriien a hegy alatt (ill. a volgy felett) helyezkedik el.

Nem nehéz bebizonyitani, hogy @;,1-ben nincs iires konvex hétszog. A feltételek
szerint ugyanis egy ilyen H hétszog csicsai két Osszefiiggd sorozatra bomlananak,
melyek kozill az egyik @ egy hegye, a masik pedig Q); egy volgye. Az éltaldnossig
megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy ezek koziil Q); volgyének legaldbb 4 eleme van.
Ekkor az indukcids feltevés szerint e volgy felett Q;-nek (tehat ;y1-nek is) van
legalabb egy tovabbi pontja, ami a fenti 2. tulajdonsag miatt csak a H hétszog
belsejében lehet. Ez ellentmond annak, hogy H iires, vagyis a 4.1. Tételt mara-
déktalanul bebizonyitottuk.

Erdekes lenne eldénteni, hogy létezik-e (véges-e) az utolsé ismeretlen érték, g(6).
Masszoval megadhaté-e tetszolegesen sok altalanos helyzetii pont a sikon gy, hogy
ne hatarozzanak meg egyetlen tires konvex sokszoget sem?

Solymosi Jozsef [25], aki Pavel Valtr-hoz [28] hasonléan matematikus pélyajat az
Erdos-Szekeres tétellel kapcsolatos feladatok vizsgalataval kezdte, és doktori disszerta-
ciéjanak is részben ez a témaja, erre vonatkozoan a kovetkezo érdekes kérdést vetette

fel:

4.2. Probléma: Adott n dltaldnos helyzetii pont a sikon. Szinezzik ki a dltaluk
meghatdrozott osszes szakaszt pirossal és kékkel. Igaz-e, hogy ha n elég nagy, akkor
mindig van olyan tres haromszog, amelynek mind a hdrom oldala ugyanolyan szind?

Ha erre a kérdésre a vdalasz tagadd, akkor g(6) nem létezik. Tegyiik fel ugyanis,
hogy minden elég nagy, altalanos helyzetii pontrendszer meghataroz agy iires konvex
H hatszoget. Ha a H csucsai kozott futd (g) = 15 szakaszt két szinnel megszinezziik,
akkor mindig taldlunk egy egyszinii haromszoget, ami persze tires is (hiszen — a Ram-
sey tételben hasznalt jel6léssel élve — R(2,2,3) = 6).

Bialostocki, Dierker es Voxman [2] azzal az els6 pillantasra meglepd otlettel alltak
elo, hogy a nagy tires konvex sokszogek létezésére vonatkozo sejtés esetleg igaz vala-
milyen “modularis” értelemben. Hogy a kérdést pontosabban megfogalmazhassuk,
sziikségiink lesz egy definiciora. Legyen ¢ egy pozitiv egész szam, P pedig egy
altalanos helyzeti halmaz. Egy @ C P részhalmazrdl azt mondjuk hogy mod q
tres konvex sokszoget hataroz meg, ha konvex helyzetben van, és P azon elemeinek
a szama, melyek @) konvex burkédnak belsejében vannak oszthaté g-val (masképpen:
egyenld 0-val mod q).
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4.3. Sejtés [2]: Minden g > 2 ésm > 3 egészhez van egy olyan legkisebb g = g,(m)
szam, amely eleget tesz a kovetkezd feltételnek: akdrhogyan vesziink fel legaldbb g
daltaldnos helyzetii pontot a sikon, ezek kozott mindig van m, mely eqy modulo q tires
konvex m-szoget hatdroz meg.

Bialostocki és szerzétarsai észrevették, hogy az m > ¢ + 2 esetben g,(m) létezése
konnyen igazolhato. frjuk fel m-et m = iq + 2 4 j alakban, ahol ¢ > 1 és 0 < j < q.
Azt llitjuk, hogy g,(m) < f(R(3,q,m)), ahol f és R az Erd6s-Szekeres tételben ill.
a Ramsey tételben szereplé fiiggvényeket jelenti (Id. a mésodik szakaszban).

P~ P, Ps

Py
5. abra: Modulo g tires sokszogek konstrukcidja.

Tekintsiink n > f(R(3,q,m)) altalanos helyzeti pontot a sikon. Az Erdds-
Szekeres tétel értelmében mindig kivédlaszthaté ezek koziil R(3,q,m) pont, amely
konvex helyzetben van. Osszuk be az ezen pontok altal meghatarozott haromszogeket
q osztalyba aszerint, hogy a belsejiikkben 1évé pontok szama ¢-val osztva milyen
maradékot ad. Ramsey tétele szerint vannak olyan pi,po,...,p, pontok (az dra
jarasaval ellentétes irdnyban szamozva), hogy az éltaluk feszitett haromszogek min-
degyike ugyanabba az osztalyba esik. Jelolje S azt a konvex m — j = iq 4 2-szoget,
melynek csicsai py,ps, ..., D241, D2j+2, P2j43s-- -, Pm- Minden k-ra (1 < k < j)
vizsgaljuk meg a por_1porpor+1 haromszoget. Amennyiben ebben a haromszoghen
van pont, valasszunk a belsejében egy olyan p,, pontot, melyre a pog_1phiDok+1
haromszog méar iires. Ellenkez6 esetben legyen pf, = por.(Ld. 4. &dbra.) Vildgos,
hogy a p1,ph, P3, D)y - - - s D2jt1, D2j+2, - - - , Pm PONtok altal meghatarozott 1" konvex m-
szOg belsejében ugyanannyi pont van, mint S belsejében. Ha S tetszdleges pontjabol
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minden atlot behuzunk, akkor az m — 7 — 2 = iq haromszogre esik szét. Mivel ezen
héromszogek mindegyike mod ¢ ugyanannyi pontot tartalmaz, az S (és a T) sokszog
belsejében 1évé pontok szama ¢-val oszthatd, amit bizonyitani akartunk.

A fenti gondolatmenetbdl csak egy nagyon gyenge, szuper-exponencialis felsé becs-
lés nyerheté a g,(m) fiiggvény értékeire. Késébb Yair Caro [7] egy masik bizonyitast
taldlt, miszerint g,(m) < C7", ahol C; egy alkalmas, ¢-tdl fiiggd konstans. Mindkét
bizonyitds erésen kihasznélta az (m > g + 2) feltevést.

Nemrég Karolyi Gyuldval és Téth Gézaval kozosen [17] sikeriilt valamit enyhite-
niink ezen a feltételen. Megmutattuk, hogy g,(m) minden olyan m-re létezik, ami
nagyobb, mint %q+C’ . (Itt C egy 50-nél kisebb konstans.) Egy sikbeli ponthalmazrdl
azt mondjuk, hogy majdnem konvex helyzetben van, ha altalanos helyzet és minden
altala meghatarozott haromszog belsejében legfeljebb egy pont van. A bizonyitas
egyik dont6 eleme a kovetkezo tétel:

4.4. Tétel [17]: minden m > 3 egészhez van egy legkisebb g* = g*(m) szdm, mely
eleget tesz a kovetkezo feltételnek: akdrhogyan vesziink fel legaldbb g* majdnem konvex
helyzetben 1évd pontot a sikon, ezek kézott mindig van m, ami eqy tires konvexr m-
szoget hatdroz meg.

5 Pontok helyett konvex halmazok

Bisztriczky Tibor és Fejes Téth Gabor [3],[5] rdjott, hogy az Erdés-Szekeres tétel olyan
rendszerekre is altalanosithatd, melyek pontok helyett tetszoleges konvex testekbol
(zért konvex halmazokbdl) allnak. Konvex testek egy rendszerérél azt mondjuk,
hogy konvex helyzetben van, ha egyik eleme sincs benne a tébbi egyesitésének konvex
burkédban (ld. 6. dbra).

Ahhoz, hogy kimondhassuk, hogy paronként diszjunkt, konvex testek minden elég
nagy rendszerének van sok konvex helyzetben 1évé eleme, sziikségiink van valamilyen
tovabbi feltételre, ami annak a pontokra vonatkozé tulajdonsagnak az altalanositasa,
hogy nincs harom kollinedris elem. Annak illusztraldsara, hogy milyen feltételre lehet
sziikség, tekintsiik az si,...,s, szakaszokat a sikban, ahol s; két végpontja (i,4%) és
(i, —1%). Nyilvdnvald, hogy ezek kozott a szakaszok kozott még harom sincs konvex
helyzetben.

5.1. Tétel [3]: Minden m > 4 egészhez van egy legkisebb F' = F(m) szdm, amely
eleget tesz a kovetkezd feltételnek: akdrhogyan is vesziink fel legaldbb F' pdronként disz-
Junkt, konvex testet a sikon gy, hogy bdrmely hdrom konvex helyzetben van, mindig
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kiwadlaszthato kozilik m, ami konvex helyzetben van.

Bisztriczky és Fejes Toth mindkét bizonyitasa a Ramsey-tételt hasznalta, ezért
az F'(m) fiiggvényre csak gyenge, szuper-exponencialis fels6 korlatot szolgaltatott. A
ma ismert legjobb becslést Toth Gézaval kozosen talaltuk.

\

6. abra: Konvex helyzetben 1évo testek.

5.2. Tétel [22|: Minden m > 4 egész szamra

F(m) < <2:__24> +1.

2
Bizonyitas: Legyen K egy legalabb (27:‘__24) + 1 paronként diszjunkt, konvex testbol

allé rendszer, melynek barmely harom eleme konvex helyzetben van. Konnyt belédtni,
hogy ekkor van egy olyan X' C K részrendszer, melynek legalabb (27:‘__24) + 1 eleme
van, és eleget tesz a kovetkezo feltételek egyikének:

1. K’ barmely két eleme elvdlaszthato egy fliggbleges egyenessel,
2. van egy olyan fiiggéleges egyenes, amely K Osszes elemét metszi.

Az 1. esetben a hegyek és volgyek fogalmat konnyen kiterjeszthetjiik pontokrol
tetszoleges konvex testekre gy, hogy a 2.1. Tétel bizonyitasa szinte sz6 szerint
megismételheté legyen. Azt kapjuk tehat, hogy ekkor K'-ben van m-elemii hegy
vagy volgy, aminek elemei sziikségképpen konvex helyzetben vannak.
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A 2. esetben az abrat célszer(i 90 fokkal elforditani gy, hogy a K’ elemeit metsz6
egyenes vizszintes legyen. Egy kis elovigyazatossaggal a fenti bizonyitasi 6tlet most
is keresztiilvihetd, de ennek részleteit ezittal a nyajas olvaséra bizzuk.

Ismeretes, hogy az m = 4 és m = 5 esetben F'(m) értéke megegyezik a — pontrend-
szerekre vonatkozé — Erdds-Szekeres tételben szerepld f(m) szammal [4]. Erdekes
lenne eldénteni, hogy vajon F(m) = f(m) minden m-re.

Felmeriil az a kérdés is, hogy az ebben a szakaszban szerepld tételeknél fontos-e fel-
tenni, hogy a szébanforgd konvex testek pdronként diszjunktak. Valamilyen feltételre
nyilvan sziikség van. Amint azt a 7. abra mutatja, megadhaté a sikon végtelen sok
konvex test (szakasz) gy, hogy koziilitk barmely harom konvex helyzetben van, de
semelyik négy nem rendelkezik ezzel a tulajdonsdggal [23].

7. dbra: Barmely 3 szakasz konvex helyzetben van, de semelyik 4 nincs.

Két bels6 ponttal rendelkez6 (vagyis nem elfajuld) sikbeli konvex testrél azt mond-
juk, hogy keresztezik egymdst, ha hataraik tobb mint két pontban metszik egymast.
Ha az ilyen keresztezddéseket megtiltjuk, akkor a 5.1 Tétel akkor is érvényben marad,
ha nem kotjiik ki, hogy halmazaink paronként diszjunktak.
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5.3. Tétel [23]: Minden m > 4 egészhez van egy legkisebb F* = F*(m) szam, amely
eleget tesz a kovetkezd feltételnek: akdrhogyan is veszink fel legalabb F'* pdronként
nem keresztezddd, belsé ponttal rendelkezd, konvex testet a sikon gy, hogy bdrmely
hdarom konvex helyzetben van, mindig kivdlaszthato kozulik m, ami konvex helyzetben
van.

Megjegyezziik, hogy ha a 6. dbran szerepld szakaszokat kissé “felfijjuk” (hogy
legyen bels6 pontjuk), akkor barmely ketté hatara négy pontban keresztezi egymast,
tehat a 5.3. Tételben szerepld feltétel nem teljesiil. Ha a 5.2 Tételt nem feltétlentil
diszjunkt szakaszokra kivanjuk altalanositani, akkor nem elég megkovetelniink, hogy
barmely hdrom szakasz konvex helyzetben legyen. Tobbre van sziikség.

5.4. Tétel [23]: Minden m > 5 egészhez van egy legkisebb F' = F'(m) szdm, ami
eleget tesz a kovetkezd feltételnek: akdrhogyan is veszink fel legaldbb F' szakaszt a
stkon gy, hogy barmely négy konvex helyzetben van, mindig kivdalaszthato koziluk m,
ami konvex helyzetben van.

6 Zardtételek

El6szor Solymosi [25] és Nielsen [19] vette észre, kés6bb Barany Imre és Valtr fogal-
mazta meg altalanosabb formaban azt a tényt, hogy egy rogzitett m érték mellett
minden elég nagy n-elemii ponthalmazban az m-elemii részhalmazok pozitiv szazaléka
konvex helyzetben van, raadasul ezek nagy része egy jol meghatarozott, “kanonikus”
modon kaphatd meg.

6.1. Tétel [1]: Bdarmely m > 4 egészhez van eqy c,, > 0 szam, amely eleget tesz a
kovetkezd feltételnek: a sik minden dltaldnos helyzeti, n-elemi ponthalmazdnak van m
olyan pdronként diszjunkt |c,,n|-elemi részhalmaza, hogy mindegyikbdl tetszdlegesen
kivéve eqy-eqy elemet, a kapott m pont mindig konvex helyzetben van.

Felmeriil a kérdés, hogy minimum hany konvex m-szoget hataroz meg n altaldnos
helyzeti pont a sikon. A fentiek értelmében a valasz nagysdgrendje vilagos. A pon-
tos valaszt mar az m = 4 esetben sem tudjuk, pedig ez ekvivalens azzal a nevezetes
problémaval, hogy miként kell lerajzolni a sikban egy teljes n-pontu grafot egye-
nesvonali élekkel gy, hogy a keresztezé élparok szdma a leheté legkisebb legyen [10].
A ma ismert legjobb konstrukciéban [6] a keresztezd élparok (és a konvex helyzetben
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16v6 pontnégyesek) szama aszimptotikusan

6467 (n n
16848 <4> ~ O.3838<4>.
Az 6.1. Tételben szerepl§ ¢, konstansra a legjobb alsé becslés [21]-ben talalhato.

Ugyanebbdl a dolgozatbdl az is kidertil, hogy az allitas viszonylag zokkendmentesen
altalanosithato konvex testekre.

6.2. Tétel [21]: Bdrmely m > 4 egészhez van egy ¢, > 0 szam, amely eleget tesz a
kovetkezd feltételnek: minden n pdronként diszjunkt konvex testbol dallo halmazrend-
szernek, melynek bdrmely hdrom eleme konvexr helyzetben van, létezik m olyan pd-
ronként diszjunkt |ct n|-elemi részrendszere, hogy mindegyikbdl tetszdlegesen kivéve
eqy-eqy elemet, a kapott m test mindig konvex helyzetben van. Rdaaddsul

*

Cry = 90,

Nyilvanvald, hogy az itt targyalt kérdések mindegyike felvethetéo magasabb di-
menzios terekben is. A d-dimenzids euklideszi tér pontjainak egy P halmaza dltaldnos
helyzetben van, ha semelyik d + 1 eleme nincs ugyanazon a hipersikon. P kon-
vex helyzetben van, ha megegyezik egy konvex politép csicshalmazaval. Barmely
m > d + 1 egész szamra jeloljiik f;(m)-mel azt a legkisebb f szamot, amely eleget
tesz a kovetkezo feltételnek: a d-dimenzids tér minden legalabb f altalanos helyzetii
pontbdl all6 halmazanak van m olyan eleme, ami konvex helyzetben van. Ezt a jelolést
hasznélva az Erdés-Szekeres tételben szerepld f(m) fiiggvény azonos fo(m)-mel.

Vil4dgos, hogy minden altalanos helyzetli d-dimenzi6s pontrendszer levetitheto egy
alkalmasan valasztott 2-dimenzios sikra gy, hogy a vetiilet altalanos helyzetii legyen.
Kovetkezésképp minden d-re

fa(m) < f(m) < <2m - 5) +2.

m—3

Meglepé médon még az sem ismeretes, hogy f3(m) legalabb exponenciélisan gyor-
san nd. A legjobb becslés Karolyitdl és Valtr-tdl szarmazik [18], akiknek csak annyit
sikertilt igazolniuk, hogy egy alkalmasan valasztott C' > 1 konstanssal

fs(m) > CvV™.
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Koszonetnyilvanitas: Ez az attekintés azon eléaddsom szovegét koveti, melyet
1998. augusztusaban a montreali McGill Egyetemen tartottam Erdds Pal Vendég-
eldadoként. Ugyanezt az anyagot — kisebb valtoztatasokkal — 1999. januarjaban
Sydney-ben is el6adtam, a Macquarie Egyetemen, Klein Eszter és Szekeres Gyorgy
jelenlétében. Halas koszonettel tartozom vendéglatasukért és a témaval kapcsolatos
érdekes megjegyzéseikért.
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