DIREKT SZORZATRA NEM BONTHATO CSOPORTOK
RENDJEROL

ERDOS PAL és PALFY PETER PAL

Ebben a dolgozatban felbonthatatlannak fogunk nevezni egy csoportot, ha nem
bonthaté két valodi részesoportjanak direkt szorzatara. C. Sudler [7] vetette f6l a kér-
dést, hogy mely n szimokra létezik n-edrendii felbonthatatlan csoport. Ha n péros,
akkor konnyii ilyen csoportot taldlni (1. Allitas). Ezzel szemben dolgozatunk {6 ered-
ménye (7. Tétel) azt mondja ki, hogy majdnem minden pératlan n szdmra minden
n-edrendii csoport valédi részcsoportok direkt szorzatira bonthatd, azaz azoknak
a paratlan n szdmoknak a halmaza, amelyekhez van n-edrendi felbonthatatlan cso-
port, nulla siirfiségii.

A bizonyitdsban a csoportelmélet és a szamelmélet 6tvoz6dik. Mindkét teriilet-
181 jol ismert eredményeket és gyakran alkalmazott médszereket fogunk felhasznélni.
Am ami az egyik teriilet ismer&jének kézenfekvs, azt a masik teriilet specialistdinak
kedvéért igyekeztiink részletezni.

A vizsgalt csoportok mindig végesek; p és g mindig primet, C, ¢, ... abszolat
konstansokat jeldl.

1. Allitds. Ha n=2*m, m pdratlan, k=1, akkor a
G={(abla"=1,b*=1, b'ab=a™")
definidalo reldcidkkal megadott csoport felbonthatatlan és rendje n.

Bizonyitds. Tegyiik f6l, hogy G=G1XG,, és legyen a=a,a,, b=b,b,, a,
b€G; (i=1,2). Mivel b rendje b, és b, rend jének legkisebb kézos tobbszorose, ezért
— mondjuk — b, rendje is 2%, Ekkor 2* osztja G, rendjét, igy G, paratlan rendii és
b,=1. A b 'ab=a"" reliciébdl azt kapjuk, hogy (bi a,bl)as—al la;1, ahonnan
ai=1. Am lattuk, hogy |G,| paratlan, ezért a,=1. Tehit G,=1, igy G-nek csak
trivialis felbontdsa van.

A tovabbiakban — ha sziikségiink lesz r4 — mindig feltehetjiik, hogy n paratlan.
Nehéznek latszik pontos feltételt adni arra, hogy mely paratlan szdmokra létezik ilyen
rendii felbonthatatlan csoport. A dolgozat végén bizonyitds nélkiil kozliink két erre
vonatkozé részeredményt. Ezekbdl kovetkezik, hogy példdul van 3-7 és7-29 rendii,
de nincs 3-7-29 rendii felbonthatatlan csoport; van 3%-11 és 3° rendfi, de nincs
3%.11 rendd felbonthatatlan csoport. Ezért azzal a konnyebben kezelhetd kérdés-
sel fogunk foglalkozni, hogy mikor lehet minden n-edrendii csoportot egysége-
sen direkt szorzatra bontani, azaz mikor létezik olyan n=nmn, (n,, n,>1) faktori-
z4cid, hogy minden n-edrendii csoport egy n, -edrendii és egy n,-edrendii részcsoport-
janak direkt szorzata. E16sz0r azt az esetet vizsgaljuk, amikor n, primsz4dm.
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2. Segédtétel. Legyen pln, p prim. Akkor és csak akkor lehet minden n-edrendii
csoportot egy p-edrendii és egy n|p-edrendil részcsoportjdnak direkt szorzatdra bontani,
ha (i) p*n, (ii) nincs olyan q"|n (q prim, k=1), amelyre p|q*—1, és (iii) nincs olyan

ql|n prim, amelyre glp—1.

Bizonyitds. A feltételek sziikségességét a kovetkezS csoportok mutatjak: (i)
az n-edrendii ciklikus csoport, C,; (i) {x—ax+b|a, beGF(¢", a"= I}XC,.,Nn,
(iii) {x—ax+bla, beGF(p), @®=1}XCppy

Tegyiik most fol, hogy p|n és tel Jesulnek az (i), (ii), (iii) feltételek. Legyen G egy
n-edrendii csoport, P egy Sylow p-részcsoport G-ben. Az (i) feltétel folytan |P|=p.
A P részcsoport G-beli N (P) normalizitoranak elemeivel val6é konjugilisok P-nek
automorfizmusait indukéljak. P automorfizmuscsoportja p—1 elemii, ezért a (iii)
feltétel miatt N (P) minden eleme az identikus automorfizmust indukalja, 1~az centra-
lizdlja P-t. Burnside nevezetes tétele (lasd [3], 252. old.) szerint ekkor létezik G-ben
olyan K normalosztd, hogy KP=G és KN P=1, azaz |K|=n/p.

Vegyiik n-nek egy p-t6l kiilonboz6 g primosztdjat. Mivel K rendje p-vel nem
oszthatd, ezért van K-nak olyan Q Sylow g-részcsoportja, amelyet P normalizal
(lasd [3], 224. old.). Ha |Q|=q™, akkor Q automorfizmuscsoportjanak rendje osz-
téja gmm=D2(g"—1)(g"™1—1)...(¢*—1)(¢—1)-nek (lasd [5], 275. old.), 4m ez a (ii)
feltétel szerint p-vel nem oszthatd, igy P elemenként felcserélhet§ Q-val, Q=Cg(P).
Tehat Cx(P) K rendjének minden g primosztdjiéhoz tartalmaz egy Sylow g-rész-
csoportot, ennélfogva Cx(P)=K, és igy valdéban G=PXK.

Az elsé két feltételnek eleget tevo primosztét dltaldban igen kdnnyen taldlunk.

3. Segédtétel. Majdnem minden n szdm minden log log n-nél nagyobb primosztéja
elsé hatvdnyon szerepel n primtényezés felbontdsdban.

Bizonyitds. Azoknak az n, 1=n=x szidmoknak a szémE, amelyek oszthaték
egy log log J/ x-nél nagyobb sz4m négyzetével, vagy kisebbek }/ x-nél, legfeljebb

S tlE<s e ah i
loglog Vx<k=Yx og
4, Segédtétel. Legyen £=>0. Majdnem minden n szamnak nincsenck olyan p és
g* 0sz1t6i, ahol p és q primek, k=1, hogy p=(loglog n)'** és ¢*=1 (mod p).
Bizonyitds. Azoknak az n szimoknak a szdma, amelyekhez van olyan p, ¢ prim-
szdm és k=1, hogy pg*|n, p>(loglogyx)'** és ¢*=1 (modp), vagy n=yx,
legfeljebb
2‘ i.]_]/;:xz 2 -F+o(x)§
P‘=-(|oElosV';)1+¢ qt I3 ‘!"' IU'
g =1(p)
*=x
1 Cloglogx
=x) —v—————+o(x
é‘ rp p-1 @)

(l4sd [6], 147. old.; most p<}x)
Cloglogx

m +o(x) = o(x).




A harmadik feltételnek eleget tevé primek szdménak meghatdrozisahoz mar
mélyebb szamelméleti segédeszkozokre lesz sziikségiink.

5. Segédtétel. Legyenek p., ..., p; kiilonbézé primszdmok. Ekkor

1 '[ 1 ]

—=(14+0(1 1—|-logl ;
qgm q ( & ())1£ pi—1 PRIRER
p?ﬁfl

Bizonyitds. Legyen k=p,...p,. Azok a g primszdmok, amelyekre p/fg—1
a k-hoz relativ prim ¢(k)=(p,—1)...(p,—1) maradékosztaly koziil (p,—2)...
...(p:—2)-ben helyezkednek el. A Dirichlet tétel kvantitativ alakja (lasd [6], 138. old.)
azt mondja, hogy egy-egy ilyen maradékosztilyban x-ig aszimptotikusan

ok B
@(k) logx
prim van. Innen 4llitdsunk parcilis szummaciéval konnyen adédik.

6. Tétel. Jelilje g(n) az n pdratlan szdm olyan q primosztdinak szdmdt, amelyekre
q—1 n-hez retival prim. Majdnem minden pdratlan n-re

8 = (1+o) T (1--25) - og1ogn

Bizonyitds. Elegend§ azt megmutatnunk, hogy minden pozitiv e-ra és n-ra a parat-
lan szamok egy legfeljebb 2x felsé siirliségii részhalmazénak kivételével

| g(n) .
III(I —1/(p—1))-loglogn
pin

teljesiil a tobbi paratlan n szamra, Ehhez alkalmasan nagyra fogjuk valasztani az 4
szamot, amelyet aztan rogzitettnek tekintiink.

Jelélje M az A-ig terjedd primek szorzatat (a 2-t is beleértve), és az n=a(mod M)
maradékosztalyon, ahol 1=a<M paratlan, vizsgdljuk azt a g,(n) fiiggvényt, ami-
vel az n (paratlan) szam olyan ¢ primosztéinak szamat jelljiikk, amelyekre g>A
és ¢g—1 nem oszthatd n-nek egyetlen p=A primosztdjaval sem.

A g,4(n) fiiggvény atlagos viselkedését Turan modszerével dllapitjuk meg. A ma-
radékosztaly minden elemének ugyanazok az A-nél nem nagyobb primosztéi, legye-
nek ezek p,, ..., p;. Ekkor

X
Sam= 3 1= 3 3 1= 3 (Z43),
n=a(M) n=a(M) dln d=x n=alM) g=x Mq

n=x n=x pfa-1 pifa—1 nﬂnx pla—-1

ahol [8,]<1. Igy g4(n)4tlagértéke az n=a(mod M) maradékosztilyon x-ig

q-.sx [logx]

pia— 1

Az 5. Segédtétel szerint
K= 2 —-(1+o(l)) ]I[l—

r.{q 1

] log log x.
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A g,(n) fiiggvénynek K-tdl vett négyzetes eltérésére a kovetkezd ad6dik (ahol min-

den |§; <1):
E%'m(ga(ﬂ)-x)’ = ?84(")’-‘2*(;84(")"‘

nEx

X x x
e 6 K.= l—K'— = [——— 6]
+[M+ g ‘IZ;; e.éx saéim a+ o) qé: Mg Tt
l’g{"l_l l"{¢|—1 n=x "{g_]
aln
X x
sl 2 (st
W qlé:r é:: [M919's e .,%: Mq* +oa
rie,—-1pfa,—1 pie-1
— g X agn® e X .
KM+o(x)§KM+KM KM+O(x)-.-KM+O(x).
Tehat g, (n)/K-nak 1-t6] vett 4tlagos négyzetes eltérése
x+0(z):

fgy a Csebisev egyenl6tlenség szerint majdnem minden n-re

ga(n) = (1+o(1)) !g [1"

p=A

1 ]-lo logn
p_l g g o

Nézziik most g(n)-et! g,(n) kiszimitidsdnal nem vettiik tekintetbe azokat a pri-
meket, amelyek A-nil nem nagyobbak, igy g(n)=g,(n)+nr(4). Mésrészt viszont
szamoltunk olyan g primeket is, amelyekre g|n és van olyan p|n prim, p>A4, hogy
plg—1. Feliilr6l becsiilve az ilyen primek szdmanak atlagit, azt kapjuk, hogy

lZ > 15._1. Ko 1 2 l_CIOBiogx{Clogiogx'
X n=x p>A X p=4 q=1(p) P4 p=A P a=1(p) 4 p=AD p— 1 A
9=1Im p=x q=x g=x
pain

vo. a 4. Segédtétellel. Igy egy legfeljebb nx elemii halmaz kivételével

8) = g4 (- EPEE

A megmaradé legaldbb (1 —n)x—o(x) szdmra tehat
l+o(l)5—gﬁ-)-§l-—(l+o(l)) €
Ss=p=A p—1
Vegyiik észre, hogy itt

A ] (l—p%]EAexp[—-(logS) 2 ’ 1 =

i
-

- 3=p=Ap
ey A
= ey dexp(—(log8) loglog 4) = s
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Tovébbd, tekintetbe kell még venniink, hogy a tétel kimondaséban JT (1—1/(p—1))-et
az dsszes primosztéra képeztiik. Becsiiljiik meg a

1 ] 1
l-—]=1= 3 ——
P]I{[ p—1 on P—1
p=A p=A
szorzatot! Itt 4tlagban
1 l x 1 1
= — —— =,
x éx%’ x,;.q,g,p p—1 " A
p}-
Ezért legfeljebb nx szdm kivételével
1 11
—_—
;%P—l 4 7
p=A
azaz
1 1 1
-] =1—=.—.
?ﬂ[ p—1 4 n
p=A

Osszegezve eddigi szamitésainkat, azt kapjuk, hogy egy legfeljebb 2y felss stirfi-
ségii halmaz kivételével mar minden mas n paratlan szimra

g(n) 1l =
Ig[l—ﬁ] loglogn
= | g(n)) ) gA(”) e
(n =
84 pif{ [1 ]loglogn p{fi[l——]
() _1, l 24(n) ] _ll :
a1 !IZ l—p_il.]-loglogn +pg:¢[ p_ll -
p=A
= Ca{(l +"(D£§'°g‘”m-—;-+a(1)+%.%} <5

ha A-t elég nagynak vilasztjuk.
Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.

Eddigi eredményeink egyiittesen szolgiltatjdk a dolgozat 6 tételét.
7. Tétel. Majdnem minden pdratlan n szdmnak

(1+o(1))£[1—p11

olyan q primosztéja van, hogy minden n-edrendii csoport egy g-adrendti és egy nlq-ad-
rendil részcsoportjdnak direkt szorzatdra bonthatg.

-loglogn
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Bizonyitds. A 2. Segédtétel szerint az olyan g primosztok szimét kell meghaté-
roznunk, amelyekre (i) ¢*{n, (i) ¢{p*—1 n egyetlen p* primhatviny-osztéjira sem
és (iil) (m, g—1)=1. A 6. Tétel megadja a (iii) feltételnek megfeleld primosztdk szi-
mdt. Azt kell megmutatnunk, hogy majdnem minden n-re ezen primoszték 1—o(1)
része teljesiti az (i) és (ii) feltételt is. A 3. és a 4. Segédtétel szerint majdnem minden
szam minden (log log #)'**-nil nagyobb primosztGja eleget tesz az (i) és (ii) feltéte-
lzknek. A (log log n)***-nél kisebb primosztok szdma viszont majdnem minden n-re
csupan O(log log log log n) (lasd [1]), és ez a (iii) feltételnek megfelel primosztok
szamidhoz,

(l+a(l))g[l - pll ]-loglogu-hez

képest elenvész6, ugyanis paratlan n-re

1) ool

%221555

* p=xpla P

¢s itt atlagban

1 x
——< =1,
it

igy majdnem minden n-re

| ] 1
| ———| = exp(—logw(n) = ——.
!I[ =3 p(—log(n)) s
ahol o(n) tetsz6legesen lassan tart végtelenhez.

Kimutathato, hogy a paratlan szimok pozitiv szdzalékara g-nak az n legnagyobb
primosztdja is vilaszthato.

Most 4ltalanositjuk a 2. Segédtételt az n tetszGleges — nemesak prim — osztéira.
A bizonyitasban felhasznaljuk Feit és Thompson hires tételét [2] is, miszerint minden
paratlan rendii csoport feloldhaté.

8. Segédtétel. Legyen n=mn, pdratlan szam. Akkor és csak akkor lehet minden
n-edrendit csoportol egy ny-edrendii és egy ny-edrendii részesoportjdnak direkt szorza-
tdra bontani, ha (i) ny és n, relativ primek, (ii) nincs olyan p|ny, ¢*|ns(p. qprimek, k=1),
amelyekre p|lg*—1, és szimmetrikusan (iii) nincs olyan p*|ny, qlns (p, g primek, k=1),
amelyekre q|p*—1.

Bizonyitds. A feltételek sziikségességét a kovetkezd csoportok mutatjak: (i) C,;
(ii) {x—ax+bla, beGF(¢*), aP=1}XC,pex; (iii) ugyanez, p és g szerepét folcse-
rélve.

Tegyiik most fel, hogy teljesiilnek az (i), (ii), (iii) feltételek és legyen G egy n-
edrendii csoport. Mivel n paratlan, Feit és Thompson tétele [2] szerint G feloldhato.
Hall tétele (lasd [3]. 232. old.) szerint minden p; primosztohoz kivalaszthaté G-nek
egy P; Sylow p;-részcsoportja tigy, hogy minden P;, P; pirra P, P;=P;P; teljesiil-
jon. Jeldlje G, az n,-et 0szt6 primekhez tartozé kivilasztott Sylow részcsoportok szor-
zatit, G, pedig az n, primosztdihoz tartozOkét. Az (i) feltétel alapjan |G| =n, és
|Gy|=n,. Vegyiik most n,-nek egy p primosztdjit és a hozza tartozé P Sylow p-rész-
csoportot €s m,-nek egy ¢ primosztojit és a megfeleld Q részesoportot. A Sylow rész-
csoportoknak a Hall tételben elSirt valasztasa folytin PQ=QP részcsoport.
A (ii) és (iii) feltételek miatt ez a részcsoport Pazderski eredménye (lasd [5], 285. old.)
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szerint nilpotens, azaz P és Q elemenként felcserélhetd, PQ=PX Q. Ez barmely
primosztd-parra fennall, ezért G, és G, is elemenként felcserélhetd, tehat G=G;XG,.

Az ilyen faktorizaciok vizsgalatdhoz mar sokkal mélyebb szamelméleti segéd-
tételre lesz sziikségiink ; ennek bizonyitasit csak vazlatosan ismertetjiik.

9. Segédtétel. Legyen O=g=1. Majdnem minden n szdmra igaz a kovetkezd:
n minden (log log n)*~%-ndl kisebb d osztdjdhoz van olyan g|n primszdm, hogy g=1

(mod d).

Bizonyitds. Felso becslést adunk azoknak az n=x szamoknak a részaranyara,
amelyekhez van olyan d<(log log x)'~%, hogy g#1 (mod d) n egyetlen g primoszto-
jara sem. El6szor rogzitsiik d-t! Ekkor Brun mddszerét alkalmazva (lasd [4]) belt-
hat6, hogy azon n-ek részardnya x-ig, amelyek egyetlen g=1 (mod d) primmel sem
oszthatdk legfeljebb

es I [l_i]{caexP[_ = l]a
9=i(d) q q=1(d) 9

g=x a=x

valamely alkalmas ¢, abszolut konstanssal. Most a szimtani sorozatokra vonatkozé
Siegel—Walfisz tételbdl (lasd [6]) parcidlis szummaécidval azt nyerjiik, hogy

loglogx

loglog x
— =1 1 =
a= m) ={1+o ()) o(d) (lt:nglcugx)1 =

g=x

= (1+o0(1))—— = ¢, (loglog x)°

teljesiil minden d=(log log x)!~¢ esetén, ahol ¢,>0 alkalmas konstans. Tehat a ki-
vételes n-ck részaranya Osszesen is legfeljebb

(log log x)'~¢ ¢z exp (— ¢, (log log x)),
ami tart 0-hoz, ha x - ce,
Még két egyszerii észrevételre is sziikségiink lesz.

10. Segédtétel. Legyen 0<e<1. Azoknak az n szdmoknak a halmaza, amelyeknek
van (log log n)'=*¢ és (log log n)'*¢ kozé esd primosztdjuk, legfeljebb log (1 +-¢)/(1—¢)
felsé siirtiségii.

Bizonyitds. Az ismert modszerek (lasd [1]) azt adjak, hogy a (loglogm)!—® és
(log log n)'** kozé es6 primosztok dtlagos szama

1+¢
1—

log log (loglog n)t*t—loglog (loglogn)'~¢+0(1) = log + o(1).

Innen dllitasunk azonnal kovetkezik.

11. Segédtétel. Legyen A pozitiv szdm. Azoknak a szamoknak a halmaza, amelyelk-
nek nincs A-ndl kisebb primoszitdjuk, legfeljebb c;flog A stiriségii, valamely ¢;=0 kons-
tanssal.

Bizonyitds. E halmaz siir{isége nyilvanvaléan

1 Cs
I []-——]<ex [ —]"ex —loglog A+loge;) = A
77 - p m p(—loglog gcs) o d

p=A




Eddigi elGkésziileteink annak megmutatisdhoz kellenek, hogy a 8. Segédtételben
megadott tulajdonsagi felbontdsok altalaban csak néhdny, a 2. Segédtételben leirt
tulajdonségt ,,izoldlt” prim levélasztdsat jelentik.

12. Tétel. Majdnem minden n szdmra igaz a kiovetkezé: Ha n=nyny olyan fak-
torizdcid, hogy minden n-edrendii csoport egy ny-edrendli és egy ny-edrendii részcsoport-
Jjdnak direkt szorzatdra bonthatd, és n legkisebb primosztdja ny-nek osztdja, akkor n,
minden primosztdja teljesiti a 2. Segédtétel feltételeit, és igy minden ny-edrendii csoport
ciklikus.

Bizonyitds. Azt mutatjuk meg, hogy tetszleges pozitiv n-ra a tételben megfogal-
mazott tulajdonsiggal rendelkezS n-ek halmaza legaldbb 1 —n alsé siir(iségii. Valasz-
szuk et (0<e<1) és A-t (4=0) ugy, hogy

1+ cs
1—e¢ +logA =2

legyen. Vegyiik azoknak az n szdmoknak a halmazit, amelyekre a kovetkez6k mind-
egyike teljesiil:

(a) n minden (log log n)***-n4l nagyobb primosztdja a primtényezds felbontas-
ban elsé hatvinyon szerepel;

(b) Nincsenek olyan g, r primek és k=1, hogy g¢r¥{n, g=>(loglogn)'t® és
r*=1 (mod q);

(c) n minden d<(log log n)'~* osztéjihoz van olyan g|n prim, hogy ¢=1
(mod d);

(d) n-nek nincs (log log n)*~%/4 és (log log n)*** kozé esS primosztéja ; és

(e) n-nek van A-nil kisebb primosztdja.

A 3..4., 9., 10. és 11. Segédtételek szerint ennek a halmaznak az alsé sfirlisége
legaldbb

log

1+¢ .
l"‘]og m—m > l—ﬂ.

Beldtjuk, hogy az ilyen tulajdonsidgi n szdmokra teljesiil a tételbeli 4llit4s. Le-
gyen n egy ilyen szidm, és jelolje legkisebb primosztéjat p, (e) szerint p<A. Ha
r<(log log n)! %/ A n-nek tetszGleges primosztdja, akkor (c) szerint van olyan g|n prim,
hogy rplg—1. A 8. Segédtétel (ii) feltétele szerint ekkor g|n,, a (iii) feltétel szerint
pedig r is n, primosztéja. Igy (i) miatt n,-nek nincs (log log n)'~¢/4-nél kisebb prim-
osztdja. A (d) tulajdonsdg miatt tehdt n, minden primosztéja nagyobb mint
(log log n)'**. Legyen g|n, prim. Ekkor a 2. Segédtétel feltételei koziil g-ra teljesiil
(i) az (a) tulajdonsag szerint, (ii) pedig a (b) tulajdonsédg szerint. Végiil (g—1, n)=1
is fennill, hiszen a 8. Segédtétel (ii) pontja szerint (g—1, n;)=1, masrészt (b) alap-
Jan Eq— 1, m)=1 is teljesiil.

gy a 2. Segédtétel értelmében megmutattuk tehdt, hogy minden g|n, primszamra
minden n-edrendii csoport Sylow g-részcsoportja g-adrendii és direkt tényezs. Ezért
az n,-edrendii részcsoport ciklikus csoportok direkt szorzata, tehit maga is ciklikus.

Bér dolgozatunkban aszimptotikus kérdésekkel foglalkoztunk, végezetiil hadd
emlitsiink meg — bizonyitds nélkiil — két pontos eredményt is, amelyek taldn érzé-
keltetik a kérdés bonyolultsdgét. Nyilvinvaléan minden primhatvany-rendfi ciklikus
csoport felbonthatatlan. Eredményeink a nemtrividlis esetek koéziil a két szélsG-
ségre, a négyzetmentes szdmokra, illetve a csak két kiilonbozé primmel oszthatb
szamokra vonatkoznak.
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13. Tétel. Legyen n négyzetmentes szdm. Pontosan akkor létezik n-edrendil fel-
bonthatatlan csoport, ha n primosztdinak halmaza két diszjunkt részre, P-re és Q-ra
bonthaté gy, hogy az a pdros grdf, amelynek csiicshalmaza PUQ, élhalmaza
{{p. q}: pEP, €0, plg—1} Gsszefiiggs legyen.

14. Tétel. Legyen n=p°q", r=ord p (mod g), s=ord g (mod p). Pontosan akkor
létezik n-edrendii felbonthatatlan csoport, ha az aldbbiak valamelyike teljesiil:

(1) r=1;

(2) rpdros, a=r;

(3) r=3, pdratlan és a=r vagy a=2r; illetve szimmetrikusan:

(1) s=1;

(2)) s pdros, b=s;

(3") s=3, pdratlan és b=s vagy b=2s.

A dolgozat megfogalmazdsiban nyujtott segitségéért kdszonetetmondunk Pintz
Janosnak és Szalay Mihélynak.
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( Beérkezett: 1986. jilius 16-dn)

O TIOPAOKAX IIPAMO HEPA3JIOXKMMBIX T'PVIIII
IL SPAEMNI u I1. 1. IAJIOH

Hepa3noxuMmble IPYIEl YETHLIX NOPANKOB Jlerko moctpostes (Yreepxnerme 1). C npyroit
CTOPOHBI MBI IOKAXEM, YTO IOYTH BCE HEYCTHEIC YHCNA 1 (T.e. 33 HCK/IIOYEHHEM MHOKECTBA IUIOT-
HocTH () EMEOT

1
(1 +a(l))£ (1 _p~_l] -log log n

TaKHE DPOCTHIC ACTMTENH YTO COOTBETCTBYIONAA CHJIOBCKAS MOATDYINA SBIAETCH MPAMBIM MHO-
KHTENEM B Kaxknoii rpynne nopsaka n (Teopema 7). B TeopeTHKO-TPYNIOBO# 9acTu J0Ka3aTENCTBA
Mbl IOKAXEM ¥TO IPOCTOMH JIENHTENE p YHCHA n 00NajaeT 3THM CBOKCTBOM TOTA M TONLKO TOTIa,
xoraa (i) n Be nenures Ha p?, (ii) ecnm n memutes Ha g* (g npoctoe, k=1) Torma pig*—1, wu (iii)
Box (p—1,n)=1 (Jlemma 2). [ing modTH BeeX HHCEN 71 KaXKIBIH MPOCTOH NeimTens Gonbme ueMm
(log log n)* *= ynosnetsopser (i) u (ii) (JIemmer 3, 4). CyTh TEOPETHKO-YHCIIOBOH YacTH [OKA3ATENb-
CTBAa — ONPEJENeHAe THC/I0 NPOCTHIX AenuTenei ¢ ceoiicreoM (jii) (Teopema 6).

Ilycte n=mn; — Takoe pa3NoXKEHHE YTO BCAKAsA IPYNNA HOPAKA 1 PasiiaraeTcs B NPAMOE
DPOH3BE[ICHHE MOATPYII NOPAIKOB My W My, TOTAA INIA MOYTH BCEX MHCET 7 ONAH M3 MHOMKHTENEH
BCET/Ia ABNACTCA LHKIHYecKol rpymmoif (Teopema 12).
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