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Multiplikative Funktionen auf kurzen
Intervallen

Von Paul Erdos in Budapest und Karl-Heinz Indlekofer in Paderborn

1. Einleitung

In dieser Arbeit untersuchen wir das Verhalten der Summe

M(f,x, =yt Y f(n

x<n=x+y
fiir positivwertige, multiplikative Funktionen f=1, bzw. allgemeiner der Summe
M(f, x,y, F):=y~" Y  f(F(n)),
x<n<x+y

wobei F ein irreduzibles, ganzzahliges Polynom ist. Wir setzen dabei voraus, daf3 der
Mittelwert

(1) M(f)=lim x ' Y f()

n<x

existiert. Dies bedeutet (vgl. z.B. Indlekofer [4]), daB M (f)=0 ist und die Reihen

Hpj=1 f (")
) D) ;
P b P kz2 P
konvergieren. Unser Ziel ist es, y=x""*' moglichst klein zu wihlen, so daBl die
Grenzwerte

(3) lim M(f, x, v)
5
bzw.
(3') lim M(f, x, y, F)
P

existieren.
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Selbst im Falle multiplikativer Funktionen f mit 0<f<1 ist im allgemeinen
nichts besseres als h(x)=140(1), y=o0(x) zu erwarten. So existiert nach einem Beispiel
von Erdos (vgl. Babu [2], S.102), fiir jedes 6 € (0, 1) eine multiplikative Funktion f, die
nur die Werte 0 und 1 annimmt, so daB fiir y = x'"? der Grenzwert in (3) nicht existiert,
wahrend M(f)=+0 ist.

Wir setzen deswegen im folgenden (auBer in Satz 4) voraus, daB [ stark
multiplikativ und

4) Sf(p)=1+46(p) (p prim)

mit d(p) — 0 (fiir p — oc) ist. Dies impliziert, daB fiir jedes e>0 y=x* gewihlt werden
kann. Setzt man sonst nichts bzgl. f(p) voraus, so ist dies in gewissem Sinne
bestmoglich. Denn fiir jede fallende Folge ¢,, | 0 existiert eine Funktion h(x) | 0 (x — o)
mit h(m)=e¢, und eine Nullfolge {6(p)}, so daB der Mittelwert M (f) existiert, aber

lim x~h>® Y f(m)= oo
X o0 x<m=x+xh(x)
ist.
Nimmt man an, dal3 é(p) monoton ist, so 1aBt sich viel mehr zeigen. Wir beweisen
Satz 1. Sei f stark multiplikativ, 3(p)=f(p)—1>0 fiir alle Primzahlen p und
o(p) 0 fiir p— oo. Sei w(x)Toc und

1

fir x— 0.

Existiert dann der Mittelwert M(f), so gilt

(6) lim x 7" Y ) =M(f).

F x<nZLx+xh)

Bemerkung 1. Satz 1 148t sich durch eine Modifikation des Beweises verbessern
(vgl. Bemerkung 4 am Ende der Arbeit). Beziiglich des bestmOglichen Resultates haben
wir folgende

Vermutung. Es sei [ wie in Satz 1 und F(x):=max f(n). Dann existiert der
n<x

Mittelwert fiir jedes Intervall der Linge (F(x))*, wenn

lim F(x) exp(—(logx)’)= 0 (¢>0)

X o0

ist.
Auf dieselbe Art beweist man

Satz 2. Seien f und h wie in Satz 1 und sei F € Z[x] ein irreduzibles Polynom mit
ganzzahligen Koeffizienten. Existiert dann der Mittelwert M (), so existiert der Grenzwert

(7) lim x™"® Y f(IF(n)).

X x<nZx+xh(x)
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Ist die Voraussetzung der Monotonie von d(p) nicht mehr erfiillt, so 1dBt sich
zeigen

Satz 3. Zu jeder Folge ¢, | 0 existiert eine Funktion h(x) | 0 mit h(m)=e,, und eine
stark multiplikative Funktion f mit f(p)=1+d(p), é(p)=0 und 6(p) — 0 fiir p— oc, s0
daf der Mittelwert M(f) von f existiert, aber

(8) lim sup x ™ *® > f(n)=o0

X0 x<n<x+xh(x)
ist.

Zum Beweis verwenden wir Siebresultate und Ideen, die in [3] benutzt wurden.

Bemerkung 2. Mit denselben Methoden lassen sich auch die Summen
2:=) f(a,) behandeln, wenn ./ ={a,} eine der Folgen ist, die in Indlekofer [5]
betrachtet wurden. Obere Abschitzungen (und asymptotische Aussagen) fir 2 lassen
sich wie in der vorliegenden Arbeit machen. Dariiber hinaus kann man die dortigen
Bedingungen abschwichen, wenn f etwa die Voraussetzungen von Satz 1 oder Satz 2

erfullt.

Wird von (p) nur noch gefordert, daB die Reihe > 6(p)p~' konvergiert, so kann
p
man fiir die Linge des Intervalls nicht einmal mehr y=o(x) wéhlen (vgl. auch das

erwihnte Beispiel von Babu). Wir zeigen

Satz 4. Fiir jede Folge ¢,x0 existiert eine Funktion h(x) 0 (x — oc) mit
h(m)=¢,, und eine stark multiplikative Funktion [ mit f(p)=1406(p), 6(p)=0, so dafi der
Mittelwert M(f) von f existiert, aber

fn)=c0

lim sup
xoow XH(X) x<n<x(1+h(x)

ist.

2. Bezeichnungen und Lemmata
Die Folge o/ ={a,} sei gegeben durch
o ={m: x<m=x+y}.

Sei f: N — R stark multiplikativ, d.h. f(p™)=f(p); auBerdem sei f(p)=1+d(p),
wobei 8(p)>0 ist und monoton féllt. Ex existiere der Mittelwert

M(f)=J}erjox_1 > fn):

nsx

Dies bedeutet

M(N)=T] (1_;) (HM)

p—1



und

Hieraus folgt
©)

bzw.
(10)

Wir wihlen
(11)

und

(12)

Dann zeigen wir

(13)
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—1 0
5=y f(p) -5 (p)
=D ?zé(x)- >t

1
9= i)

@ (x)

g0 = loglog x’

w(x)Too (x— o)

h(x)>2w,(x) g(x), @ (x)Tc (x— o)

lim x " Y f(m)=M().

X e x<nx+xh(x)

Bemerkung 3. Wir setzen

(14)

(15)

Hierbei bezeichnet p(m) bzw. q(m) den groBten bzw. kleinsten Primteiler von m.

Lemma

1.

a,=b,d,

p(bn) < xg(x), Q(dn) > x99

Es sei a>0 und asp <p,<--<p<2x

1
[1 pi<2x. Dann gilt mit geeignetem ¢>0
i=1

(16)

Beweis.

l

i=1

log x 1
<expl|c .
loglogx logloglogx

[T (1+6(p)) {<exp (c log x .41*)

loga logloga

1
:1+O(cu(x)>

Offenbar ist

ﬁ (1+3(p)) —exp(i log 1+0(p)>—exp<i

151

(p; prim). Weiter sei

fiir alle a>0,

fiir alle a>0,

fiir a=x9%,

ol o)
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{
Wir spalten die Summe ) 4(p;) auf und erhalten
i=1

l
o(p) < ‘ 1+5( ) 1
igz/gglogl loglog! ié:l
1
loglogl”

iM-

1

<<

Wegen p,p, - p,<2x bzw. wegen

llogl~ > logp<log2x

PED;

folgt die erste Ungleichung. Fiir die anderen Behauptungen beachte man

[
<
loglogp, logloga

Y 6p)So(py) 1<

und
a'<p, - p<2x,

so daB die restlichen Aussagen des Lemmas offensichtlich richtig sind.

Lemma 2. Sei f stark multiplikativ wie oben und z=x***9%_ Dann gilt mit einer
positiven Konstanten ¢

(17) Y ﬂm—)<<exp( M—culogu).
z<m m p=w p
p(m)=w

Hierbei ist

u=logz/logw und logx=<w<x%™,

Beweis. Mit einer Idee von Rankin [6] zeigt man fir ein ¢ < (0, 1/3) (vgl. [4],

S. 268f)
f(m) m Y f(m)
zzm = zzm z m
p(m)Sw pm)=w
<<exp( f(p)—i—clws—alogz)
psw P
Waihlt man mit geeignetem c¢
¢ log z

&= 0g ;
logw logw

so ist offenbar 0<&<1/3 und die Behauptung richtig.
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Lemma 3. Sei y=x"¥, z=x*1®9C <732 ynd p<x9™. Dann gilt

. 1
(18) Y j=¥ 11 (1——) {1+0(exp(—u(logu—10glog3u—2)))
nsy Hg<p )
b
o)z

+ O (exp(—]/log y/u ))} :

log y/u .

wobei u= ist.
logp

Beweis. Dieses ,,Fundamentallemma® folgt aus Theorem 2. 5 in [3]. Die dortigen
Voraussetzungen sind erfiillt. Man beachte

p é xx) é x @1x)g(x)/2 é y/'u_

3. Beweis von Satz 1

Mit Lemma 1 und (14) erhalten wir

(19) Y fla)=2 fb) {1+0()} =2, +0(Z)).

nsy ngy

Wir zerlegen X, in

(20) 2= Z f(bn)+ Z f(b,,)=211+212
n=<y n=y
bnsz bn>z

mit z=x®10ex)

Wir summieren X,, um nach Teilern ux von b,, wobei z<u<z*?* und
q(bp/p) = p(p) ist. Dann folgt

S Y WX f(”").

zSpusz3? nsy

lbn, 4 (32) > pw)

Setzen wir y=pu, mit p=p(u), so erhalten wir

n=y K p

P rw1p|bn
j

bn
a(z5)zp

b
s Y S0 Y fw) Y f( )
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und mit Lemma 1 und Lemma 3

1 log> 1
Q) Ip<y Y p (1__>exp{c oex }
q=p q

p=Slogx ’ lOg IOgX . 10g lOg IOgX

1
z z°2 ;

Z<mz

p(r)=p

1 log x 1
+y p~! (1 - ) exp {c : ———}
logxggéxg(x) qu q logp IOg logp

Suy)

372
%é.‘»‘l ézT Ha
p(r)=p

=yZ+yZis.

Die erste Summe schidtzen wir elementar ab durch

_ log x log x 1
22 b W Wil - : - 1
2 1227 {ioglog x)? CXP(C log log x logloglogx) “;x

p(p)Slogx

< exp {— w,(x) g(x) logx +1loglog x — 2logloglog x

te logx 1 b log x
. c
loglogx logloglogx loglog x
< a8 c"+c ! w{(x) o(x)
e —_ ————— — b
=5 loglog x logloglog x !

=o0(1)

fir x — co.

Fiir die zweite Summe verwenden wir Lemma 2 und erhalten

—1
she 3 pres( 3 107

logx < p < x9(>) <p 4

log x L logzp™* logzp™*
-exp|c . —c lo

logp loglogp logp logp

log x

— =2 {l—c"w,(x) g(x)-loglogp - {loglogz—loglogp}}).
logp -loglogp

< exp (c
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Offenbar hat loglogp - (loglogz —loglog p) im Intervall [log x, x?*] (lokale) Minima an
den Intervallenden p=1logx bzw. p=x?"). Dies fithrt zu der Abschitzung

_ log x . _
Th< )Y p lexp(m {1-c"w,(x) w(x)'logwl(x)})

logx < p< x9(x)

logx  w(x)
logp loglogx

< > p~ " exp {—c Wy (x) logwl(x)}

logx < p=x9(x)

< ) plexp(—logx?“/logp)exp(—w;(x))

logx < p < x90x)
=o(1)
fiir x — oo wegen der Konvergenz von

_ logt
Zpladggi)aaw»

pst
Wenden wir uns nun X,; zu:

(24) Z11 = Z f(b) Z L.
b=z n<

=y
P Sx90 blan. a (%) > xo00

Wegen h(x)>w,(x) g(x) folgt aus Lemma 3

1 b
(25) aFyIIO—J > Doy
pSx9(x) P b=z b
P(b)Sx8()
Fiir die innere Summe gilt
b b
oy Moz - 3P
b=z b b z=b b
p(B)<x9() P(BSx9C)  p(b)<x90)
= ] (1 +M)+ 0 (exp{ Y /@ —cw,(x) logwl(x}) :
p<x900 p—1 gsx9t) 4

Zf(p)

—1
Zusammengefaf3t ergibt dies wegen der Konvergenz der Reihe =~ die Behaup-
14

tung. I

4. Bewels von Satz 2

Der Beweis von Satz 2 wird analog zu obigem Beweis gefiihrt. Man beachtet, dal3
sich in Lemma 1 die Voraussetzungen dndern, und zwar zu

p<x? (g:==gradF)

!
Fm)l =] pi<<x*.

i=1
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wihrend die Behauptung (16) unverdndert bleibt. Beziiglich des Sieb-Lemmas (Lemma 3)
betrachtet man die Folge (u € &)

{a,} = ={|F(m)]: x<m<x+y, u|lF (m)}.
Offensichtlich ist

7| = 0(u) (y+e), 011,
u
wobei o(u) die Anzahl der Losungen der Kongruenz

F(m)=0mod u

ist. Damit finden wir

el el d)

|yl ={n:dla,}|=y SR
mit
IR(d, W = o(dp)
und
o(ud)
o d = &
o(p, d) ()

Offenbar ist ¢(u, d) multiplikativ in d, falls d quadratfrei ist, und es gilt

o(p) falls pfu,

Q(.Ua p)= Q(p”l)
o(p")

falls p'| .

Zerlegt man a, wie oben in a,=b,d, (s. (14)), so gilt mit Theorem 2. 5 aus [3]

Lemma 3’. Sei y=x"®, z=x1®95 1, <732 ypd p< xS, Dann gilt

5 —le M (lﬂe(u,q)>

nsy H o g<p q

Die iibrigen notwendigen Modifikationen des Beweises aus § 3 sind offensichtlich,
so daB3 die Behauptung des Satzes 2 folgt.
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5. Beweis von Satz 3
Sei ¢>0 gegeben. Wir definieren eine stark additive Funktion g, durch

1 fir x*<p<x,
gx(p)=
0 sonst.

Die Turan-Kubilius-Ungleichung liefert mit einer absoluten Konstanten ¢>0

x‘lz(gx(m)— y 1)2§c y, =

m<x xE<p<x x2e<p<x P

1 1 1
(1 log—
ngg,qp ( +0<8 logx)) °8%e

1 1\
s o e

fiir x = x,(¢). Insbesondere ist

Dann gilt wegen

die Abschitzung

x 1 <

1 172
1 —
(ee2:)

T km<x: (m)<110 1 <<’—————1
X =X 8x =2 g28 ( 1)1;’2
log—
2g

fiir x = x4(e).

Sei ¢, | 0 gegeben. Dann existiert zu jedem ne AV ein x, im Intervall

x2<x,<x (fir x=x,(e,)),

so dal}

= xi(1+o(1))

1 1
(27) m: x,<m<x,+x,", g, (m)>—log
e 2 2¢,
fiir n— oc st
Offenbar besitzt jedes m in (27) hochstens 1/e, Primfaktoren > x2*. O.B.d.A. sei

xn < xn+1
und

(28) x," >nfe,.
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Bezeichnen
(29) X ZpP<pP <o <p?

die Primteiler der Zahlen m, die in (27) gezih verden, so ist offenbar

und wegen (28)

(30 Y

Sei

a0
,@* = U {p(ln), . pt(:)}ﬂ

wobei die x, so gewdhlt seien, daBl die Mengen {p{, ..., p{”} paarweise disjunkt sind.
Dann gilt
1

Y —<oo,

peP* 14

Definiert man eine stark multiplikative Funktion f durch

1
1+— fir pé¢ P*,
14
)= 1 N
f(o) 1+—1 fir pe{p{....p"}, (neN),

loglog—

8n
so folgt unmittelbar
—1
5 f(p) o

pprim 14

und M(f)=+0. Andererseits gilt fiir jede Funktion A: [1, o0) —» R mit h(x,)=¢, (n € N)

supxH Y fmzsupx,t Y f(m)

x21 x<mZ x+xh() nefy Xn<m= xp+xin

1 1og L
>>sup(1+—1)Zl ¥ 2 — oo

ne loglog—
Sn
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6. Beweis von Satz 4
Sei ¢,>0 gegeben. Fiir ein beliebiges x, bezeichne I, das Intervall
L=/ (14 £)%,, (1 +2,)%,].
Betrachten wir nun die Zahlen m aus der Menge
o, i={x,<m=(1+z¢,)x,: existiert p € I, mit p|m}.
Offenbar ist jedes m € .o/, durch genau eine Primzahl p € I, teilbar. Dariber hinaus gibt

es keine voneinander verschiedene Zahlen m,, m, € o7,, die durch dieselbe Primzahl
p € I, geteilt werden.

Bezeichnen wir mit n(x, x + y) die Anzahl der Primzahlen im Intervall (x, x + y), so
folgt

Ven(l + &)
xn 1+Sn xn
G1) ot = n(f,—( ) )
i=1 ! !
VeiTe)
gx, 'l g, X 1
%C n-vn —gc’ n-‘n log——,
logx, /= i log x, &,

falls x, geniigend groB ist.

o 1 i
Sei .o/ C o, mit |of¥| :[c’ﬂ log—} und 2F die Menge der Primzahlen aus
g X

1 ‘n n
. . ) . . logx, ..
I,, die Teiler der me ./F sind, d.h. |2} =|</F|. Wihlen wir f(p)=¢(n) fiir
. log—
p € 2F wobei g(n) noch geeignet bestimmt wird, dann gilt gs,,
1 1 1
7 f(p)<<18nx,, gt — L o0 ogxln
pe?} p OB Xn En Vgn Xn log —
g

n

=o(n) /e,
Ist die Folge n, so gewdhlt, da3

o
Y k) e, <o
k=1

gilt, setzen wir

k fir n=n,
e(n)= "
0 fiur n=*n,
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wobei 0.B.d. A. die Mengen #* paarweise verschieden sind. Definiert man nun die stark
multiplikative Funktion f durch

log x
k—="
1

flg=1 log -

falls ge 2} ist,

1 sonst,
so folgt
1
(32) > f(m) >k,
Ene Xy X <MS(1+en, ) Xn,
wihrend

ist. Letzteres impliziert aber die Existenz von M(f), so dal3 wegen (32) die Behauptung
des Satzes 4 gilt.

Bemerkung 4. Satz 1 148t sich leicht verbessern, wenn man zur Bestimmung von
0(x) in (9) und (10) beachtet, daB

o)=Y  o(p)p "> o(x)loglogx

logxSpsx
ist.

Bemerkung 5. Mit einer anderen Methode haben Alladi, Erdés und Vaaler [1]
obere Abschdtzungen fir ¥= ) f(a,) angegeben, wobei {a,} eine Folge wie in
Bemerkung 2 ist. e
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