MEGJEGYZESEK AZ AMERICAN MATHEMATICAL
MONTHLY EGY PROBLEMAJAHOZ

ERDOS PAL ES SZEMEREDI ENDRE

Erdés Pal néhiany éve a kovetkezd feladatot tiizte ki.
Legyen 1=a,<... egész szamok végtelen sorozata. E sorozatot A-val jeldljiik.
Legyen
f(A, ki) = [ag, ..., a5 4;-4]

¢s F(A, x,i) azon k szamok szama, melyre

flA, ki) = X
Bebizonyitando, hogy
F(A, x,i) = C, X',

ahol C; csak i-t6l fiiggd a konstans.

i=2-re a bizonyitds nagyon egyszer(i. E cikkben elGszér is i=2-re a kovetkezd
élesebb tételt bizonyitjuk be:

I. Tétel
=y klfz_(k_l)l,fﬂ

(1 lim sup F(4, X, 2)/X'2 = :
k=1

Tovabbd, ha A4 olyan, hogy (l1)-ben egyenléség all fenn, akkor
lim inf F(A, X, 2)/X'/* = 0.
II. Tétel. Minden A-ra
lim inf F(4, X, 2)/X'? = 1.
Bebizonyitjuk a kovetkezo tételt:

III. Tétel. Legyen i=4. Van olyan o;=0, melyre minden elég nagy x-re
és alkalmas A-ra
F(A, X, i) > XYitej,

Tehat a feladat 4dllitasa teljesen hamis — a hiba oka nyilvan az volt, hogy Erdds csak
i=2-re bizonyitotta be és felitletesen feltételezte, hogy i=2-re is minden igaz marad.
Biztosra vessziik, hogy i=3-ra is igaz a tétel. i=4-re igaz lesz, hogy

F(4, X, 4) > X1/a+24,

Tudjuk, hogy minden A-ra
F(A, X,3) = ¢y X'Plog X,
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és igaz, hogy alkalmas A-ra, végtelen sok X-re
F(A4, X,3) =, XY*log X.
Lehetséges, hogy van olyan A4, melyre minden X-re "
F(A, X,3)= ¢, X' Blog X,

de ebben egyaltalan nem vagyunk biztosak.
Felvethetjiik a kovetkezd érdekesnek és nehéznek latszo kérdést: igaz-e, hogy
minden &=0-hoz van olyan k, hogyha a;=... tetszbleges sorozat, akkor

F(A, X, k) = X2

Konstrudalunk egy sorozatot, melyre F(4, X, k) nagy. Legyen — egyszeriiség
kedvéért k—[zfl] Tekintsiik a {21/4+1...(2t+2)/} szdmokat t=1, 2, ...-re, s ezen
szdmokbdl alkotott Gsszes /-es szorzatat. Ezeket nagysdag szerint rendczve kapjuk

az a-kat. Ezen [2;'] szam legkisebb ko6zds tSbbszordse H(ZH—:){X ha

1/2l

—1 igy k’:[zl,l]-re S;—:;g_l,-" Ebbdl kénnyen kdvetkezik a II1. tétel.

=

2!

Problémainkat felfoghatjuk mint egy extrém problémat. Jeldlje f.(X) illetve
F(X) azt a maximdlis / értéket, melyre van 1=a,=...=q, ugy, hogy
[a;s Gisqs ooy Girg—1]=X minden I—’rfz’-re illetve melyre van oly ay=...<X,
hogy | db a;-re [a;, ..., a; 1 ]=X). Nyilvin F(X)=/f.(X). Elsésorban kellene
tudni, hogy van-e egyenléség fix k és végtelen sok X-re.

Tegyiik fel, hogy k=2. Erdekes lenne f,(X) és F,(X)-et pontosan meghata-
rozni és az extrem sorozatokat leirni végtelen sok X-re, de talan egy-két nagy X-re
is érdekes lehetne.

Az 1. Tétel és II. Tétel bizonyitisinal felhasznaljuk az alabbi egyszerii meg-
jegyzést:

(1) megjegyzés: Ha V(k—1)x=<y, z<Vkx és [y, z]=x akkor z—y=k. Alli-

sk WBvolitedil albaL, hopy: [z, l=s Decn DX
vetkezik az alabbi: (zy)  z—y

(2) megjegyzés: Ha az A sorozat elemeinek szdama a[}(k—1)x, Vkx] inter-
vallumban B(FE —V(k— 1) x), akkor legfeljebb }:Tt: (Vkx —V(k—=1)x)olyan y, z€ 4

par van, melyre [y, z]=x. Elég észrevenniink, hogy ha [y, z]=x, akkor az (1)
megjegyzés szerint z—y=k ¢s ezért y+1,...y+k—1 nem elemei a sorozatnak,
tehat ha / par van, akkor legalabb /(k—1) egész van, melyek nem elemei A-nak, és

innen f—-%f(]fﬁ— V(k—1)x). Az (1) megjegyzés miatt a [}(k—x), Vkx] inter-

(Vkx—V(k—1)x)
k

az (1) megjegyzésbdl ko-

vallumban a jo y, z parok szama legfeljebb és ezért

oo 1/2 __13yi/2
lim sup F(4, X, /X% = 3 %
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Most bebizonyitjuk, hogy ha az A4 sorozatra

oo 1/2 _1ylj2

lim sup F(d, X, 2)/X'* = _’E__Ff_”_
k=1

akkor

lim inf F(A, X, 2)/X'? =0,

és ezzel az 1. Tétel bizonyitasa teljes lesz.
Legyen k, elég nagy és X olyan egész, melyre
ca klﬂ_(k_l)lm 1

F(A, X, 2)/ X2 e

( s ] );’l = k;;_ k k 4
Ekkor a [,-'\ Vx, k2 }’r_] intervallumban az A elemeinek szama legfeljebb 2k1]a't mert
ellenkezd esetben volna olyan [, (k,<I=k2), hogy az [J/(I—1)x, VIx] intervallumban
az A elemeinek szima legalabb %—(Vﬁ— Y- I)x), és igy a (2) megjegyzés értelmé-

1

ben a jo y,z parok szama legfeljebb [ ] (VIx—y(I—1)x) lenne, ami

kisebb mint [1——](}-’?— Vi—1 I_H] X2 Ez nem lehetséges X vélasztasa miatt.
== 1

- VT VI—T
Miarmost nyilvan F(A, k3x, 2) =3k, x"?+k}>x 12 Z-”—}”-—i
kl;s
ami éppen a bizonyitandé allitast adja, hiszen k, tetszéllegesen nagy lehet.
Most ratériink a II. Tétel bizonyitasara.
Jelolje A(x) A elemeinek szamat x-ig.

= k?‘”“ x.l,’zki-lf'-i

.
Legyen lim inf ix} —a és | elég nagy egész szam. Tehat ha x=x,(I), akkor
A(x) l . . -
s Definidljuk az xy. x5, ...x;, ... sorozatot a kovetkezéképpen: legyen
Alx) 1 . G e .
= o +I_2' Midarmost az x; definicidjabol kovetkezik, hogy az A-nak az

[x;, ¥ jxi] intervallumban legalabb

[

Ezért a (2) megjegyzés scg:tsegevel konnyen adodik, hogy

](VJ —1)x;(j = 1) eleme van.

EYroai=T
F(A, x},2) = [oc—l—-;,_y] xi+(l—2)x; > ”—_U——IJ~

P
Vi bzl s Vi-Vi-l
o T S YL
j=2
Mivel ‘”_@i=?{]
== j-1

| 1
F(4, x1,2) = ax;+(1 —c:t).wc,-'y-f-[l.z tytam I”z]
ami a bizonyitandé allitast adja.
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Most belatjuk, hogy F(A, x,3)=x"2logx. Legyen z, y,w olyan hirmas,
melyre _ _
[z, wl=x és 2x13 =z = 2i+1x13,

Az ilyen harmast jo harmasnak nevezziik. Minthogy

Zyw Zyw
z, y, Wl =

By = EHEwmow = 2

kapjuk, hogy (w—z)=2" Tehat a [2x'/3, 2"+' 53] intervallumban legfeljebb x'/3
j6 hirmas van és ezért F(A, x, 3)=x'"% log x, mivel az intervallumok szima kisebb
mint log x. Végiil konstrualunk egy olyan A=/{a,, a,, ...a)) (@, =x, x elég nagy)

1 , . T ;
sorozatot, melyre F(A, X,3)=— TG x'"3log x. Rogzitett j-re (x!/*0<=2/=x'10)
legyen

(my,mg) =1, 20 =my, my=2011,

Nyilvan van olyan ¢ és d, melyekre myc—myd=—1, c=2my, d=2m,.
Tekintsiik az
Ap my,my = Py (My+ mg)e+tmy (my + mg)mg

by, mymy = Mymy(d+ )+ tmy (my + mg)my
Coomymy = (My+mg)mgd+tmy (m; +my) my

szimharmasokat, ahol 2/x'®<a, ,\ o By e ey €y mg =27 T1x"3. A harmasaink
y/3 ) _ ;

szama legalabb — 50 25 Kénnyen belathato, hogy tetszdleges (my, my) #(my , my)?

1.'3

75 —t* egész szam van ugy, hogy valamely t-re

parra, legfeljebb -

f+1

t,my,mg — Ae¥,mi, m3 n

|ﬂ my— At : | < e
|y

Ha — 2% {m,, m,} part tekintiink, akkor minden {m,, m,} parra legalabb — @0

!03
olyan r van, melyre

T
|af. my, my — e*, m:,m;] = 2+

minden ¢*, m}, m} vdlasztassal.
Tekintsi.ik az {my, my} parra azokat az @, ., my» Di, my,me Cr,my,m, harmasokat,
melyekhez nincs t*, m;, m3 gy, hogy
iﬂr.ml.ma—at’.m;’,m;j = 2j+2

és legyenek ezek a harmasok az A4 sorozat hirom egymasutani tagjai:

Nyilvan @, ;. mys br, my,my> Coomymg) =% €5 @ hdrmasaink szima legalibb Wx‘-'a.

Minthogy legalabb — log x j egésziink van a kivant A sorozatot megkonstrualtuk.

1
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