VARGA TAMAS EGY PROBLEMAJAROL

ERDOS PAL é REVESZ PAL

1. §. BEVEZEES

Varca Tamhs altalinos iskoliasok valoszinfiségszamitds oktatisat a kbvetkezd
kisérlettel szokta kezdeni:

Az osztilyt ket részre oszija, az egyik csoportban minden gyvercknek egy pénz-
darabot kell kétszdzszor feldobnia és leirnia egy papirra a dobdsok eredményeit.
A misodik csoportban a gyerekeknek pénzdobas nélkil kell eldallitaniuk egy 200
hosszlsigl | véletlen” fej-irds sorozatot. A kisérlet elvépzése utdn a gyerekeknek
& papirokra egy-egy jelszot kell felirniuk. fgy a papirosokat dsszeszedd tanir nem
tudja, hogy melyik papirszelet jott az igazi és melyik az 4l véletlen csoportbol.
Ennek ellenére, kevés hibaval képes megallapitani a kapott fej-iras sorozatok ere-
detér,

A kisérlet dltaldban j6 eredménnyel végzidik, a tanar az eseteknek csak mintegy
10—20 szdzalékaban téved. Mondanunk sem kell, hogy a gyerckeket a sikeres |, biivész-
muotatviny™ nagy lelkeésedéssel szokta elidlient,

VarGA Tamis ezen sikeres mutatvinya a kovetkezd egyszerll észrevételen
alapszik. Az a gverek, aki mesterségesen probal meg egy véletlen sorozatot gyartani,
félni fog tal sok fejet (vagy irdst) irni egymas utin, gy gondolja, hogy 3—4 fej
utén okvetleniil irasnak kell kévetkeznie. A pénzdarab ,,memdridja” nem ilyen jé,
egy 200 hosszusagh igazan véletlen fej-irds sorozatban 6—7 hosszusagu tiszta fej
blokk is elé szokott fordulni. Ennek alapjdn Varga Tamas dontési eljarasa a kdvet-
kexd: azokedl a fej-rds sorozatokrdl mondja, hogy igazi véletlen sorozatok, amelyelk-
ben a leghosszabb esak fejeket tartalmazé blokk hossza 5-nél hosszabb, Ex az eljirds
vezel az emlitett sikeres eredményhez.

A sikeres bivészmutatviny a kivetkezd komoly matematikai problémihor
veret:

Egv n hosszisdgn véletlen fef-lvds sorozatban milyen hossztt a leghosszabb csak
Jefer tartalmazd blokk?

Ketsegtelen, hogy ez a probléma igen természetes és egyszeriinek latszd, Vals-
Jiban a kérdést eldszdr Ernds és REnyl vizsgaltak 1970-ben, de még ma is sok igen
nehéz, megoldatlan probléma vethets fel ezzel a kérdéssel kapcsolatban.

Erpis és Rinyl a kivetkezdt bizonyitottik be:

Tetszoleges (0=c¢—=1-re, ha n elég nagy, akkor egy n hosszisagi fej-irds sorozat
| valdszinliségpel tartalmaz® ¢ log s hosszisdgl tiszta fej blokkot, mig ha c=1,
akkor elég nagy n-re az n hosszasagn fej-irds sorozatok nem fognak ¢ log n hosszi-
Sagl tiszta fej blokkot tartalmazni.

+ It €s a tovibbiskban log mindig 2 alapd logaritmust jelent.
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Ugy gondoljuk, hogy az olvaso szaméra kénnyebben értheté lesz cikkiink, ha
a kbvetkezékben az eredményeket a 0=x=1 valés szAmok diadikus jegyeire vonat-
kozé tételek formijiban fogalmazzuk meg pontosan és a fej-irds sorozatokra leg-
feljebb csak a tételek szemléletes tartalmdl adjuk meg.

Lepyen a O=x=1 valos szim diadikus kifejiése

s zsn[x}

és legven
Sy =8 =0, S, =8 =a® @=12..).
E=1
Ekkor Erdds és Rényi eredménye a kivetkezd két tétel formdjaban fogalmaz-
hatd meg:

1. TéreL. Legyen O=e=1, ekkor majdnem minden 0=x=l-hez van olvan
ng=my(x) pozitiv egész szdm, hogy

M max (S iopm—S%) = [clogn]

D=k=n—[clogn]
Jha n=ny.

2. TereL. Legyen e=1, ekkor majdnem minden D=x=l-re

. Sﬂ: Llemmn] —
J}EE!' u:m-zs[-El-{c gl [clog :rr] =ife)

ahol a{c)=1 ha e=1 é5 megkaphard, mint a

7 Jesct-of

egyenlet egyetlen gyike, tovdbbd x(c)=1, ha c=1.

A 2. TételbSl nyilvanvaldan kévetkezik, hogy e=1 esetén majdnem minden
x-hez van olyan n,=n,(x), hogy

C={[i;alng[l+a}+{l

unkmu[ﬂ.:.;,.; {S“[flnsul 8;) = [elogn]
ha n=n,.
Nyilvanvald, hogy ez a két tétel nem adja meg pontosan a leghosszabb tiszta

fej blokk hosszat, péld4ul nem mondja meg, hogy van-e [logn] hosszusdgu tiszta fej
blokk.

A kiivetkezd paragrafusban a leghosszabb tiszta fej blokk hosszira a fentick-
nél valamivel pontosabb eresdményeket adunk.
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2§ A LEGHOSSZABB TISZTA FEl BLOKK HOSSZANAK BECSLESE

A kbvetkezd tétel alsé becslést ad a leghosszabb tiszta fej blokk hosszdra.
3. Térer. Legyen

> ; o, = o,(K) = [logn—logloglogn] + K,

Ekkor majdnem minden 0=x=1-re van olyan ny=ny(x), hogy

(Sxpagt-m—5) = 2,(=3)

lI]:ﬁ:ln u{ 3)

ha n=n,. 1
A bizonyitashoz két lemmira lesz szilkségiink.
1. Lemma, _
7 n4+2
j’{x 'ﬂ';'% (Sesn—5) = H} =h= et

» ahol i a Lebespue-mérrék.

Masszoval egy 2n hosszusigd fej-irds sorozat p, va.lﬂsxmuséggei tartalmaz
n hosszlsigl tiszta fej blokkot.

Brzowyitds, Legyen
A= {x max. (Sken—83) = n}
8

_ Ay ={x:(Sn—S)=n} (k=012 ..,n)
Ekkor nyilvan ' '
A = AgA Ay Ay + Ay Ay s+ oo+ Agdyic Ay g Ay,
b MO (i IS ey T iy U
amibédl a lemma azonnal adddik.
2. Lemma. Legyen

B, =B = {x: Sppa—N=et (k=01,..,n—0n)

c=cmn="5"8 |i=o01 2[[11—1]
' ' ) k g dg sy 211',., ]

D = D"K) = Cy+Cy+... +C (1 w_-
- (1)

25,71
BrzosyiTAs, Nyi]vﬁnvalﬁan

el =1
Dy = [l _ﬂ] .5?'-] s l-lusiTE (log ) —Cos g~ %<0

——1

AMDy =2 H Eﬁf] H A(Cyp).

(Utébbi egyenltség abbdl kévetkezik, hogy a C,; halmazok indikdtor fiiggvényei
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kifejezhetok az &(x) figevények diszjunkt blokkjainak segitségével, masszéval
a Cy; események teljesen fliggetlenek.)
Az 1. Lemma szerint

o, +2
T

ami bizonyitja lemmankat,
A 3. Tére mizoNyiTAsa. Legyen

E(K) = {x v (Sis sy — 8 = # (K},
ekkor
D2y E (—2)
és
A(E.(—=2)) = (logm)~1me,
ley

3 M (-2) < =

és a Borel—Cantelli-lemma szerint majdnem minden 0=x=1 az {E.,(—2)} halmaz-
sorozatnak csak véges sok eleméhez tartozik hozza, azaz ha m elég nagy, akkor

{Si:-l-n'mf 5 — S} = agm(—2).

ngl;ig@i: (= £
Tételiink allitdsa most mir kivetkezik a kivetkezd két egyszerii megjegyzésbal:
Seta o8 = . max  (Siss 0= S

max
DER =™ (1) ozkzmn—z (-2
és
#y(—3) = a,(—2)— | = op(—2),
ha 2"=n=12"*,
A kivetkezd tétel adja felsd becslésiinket a leghosszabb tiszia fej blokkhosszara.

4, Térer. Majdnem minden 0=x=1-re van olyan my=ndx) (k=1, 2, ...) végtelen
serozal, ogy
ﬂé}int—-i m{sj BN U SJ} = 'Iﬂkm}
ahol *
#, = #,(0) = {log n—log log log n}.

Bizonyitds. A 2. Lemma jelGiéseit «, helyett &,-mal hasamélva, legyen
b =C1+C3+...-|-C£[i:_ﬂ]+1.
Kannyen lithatd, hogy
A(Ey(K)) = 4(DD*) = A(D)A(D")
&s igy
z - ~log e--*"—_'_l'
Mr: sup Sua-S)<B}=0@2 =)

1=kmn—d,

2 |Z) jelenti a lepkisebb z-nél nem kisebb egész szdmol.

276




tovibba, ha m; =[27'""], é d = [i— 1] akkor
log e

@ é By (0)) = ==

A tétel bizonyitisihoz most mir csak azt kell belitnunk, hogy bar az {E, (0)}
sorozat nem fiiggetlen események sorozata, a Borel—Cantelli-lemma mégis afkala
mazhatd, azaz (2)-bél kovetkezik, hogy majdnem minden 0=x=1 végtelen sok
E,(0)-hoz tartozik hozzi. Ezt legkonnyebben az Erpds és Rényi dltal bizonyitott
Borel—Cantelli-tipusit lemma segitségével lathatjuk be. Ok a kivetkezd lemmat
bizonyitottak be:

3. Lemma. Legyenek Ay, Ay, ... a [0, 1] intervallum mérhetd részhalmazai, ame-
lyekre 3 Ald)=== és
i=1

3 Bican
1 G ol N

; iy [{_Z",f-ua
Ekkor
A Z"Ak]=1

=1 L=

azaz majdnem minden x€[0, 1] az Ap halmazolk koziil végtelensakihoz hozzdrartozik.

[gy tehat feladatunk minddssze abban &ll, hogy megmutassuk, hogy
4, LeEmma,
3 A(En, (0)E,,, (0))
lim 2 tet =1.
T [feo)

Bizonyiras. Legyen

Ef = E;(0) = (Shs3,, 0 — Si) = @, ()} (i =)

{x:
U'EhEm e (01

és
Ey= B0 ={x:,  max, o Giinom—5) =@} (<))

Ekkor

MEn 0)E, (0)) = A(E (0))A(Ey)
Gs

ME,,(0)) = AAESAE).
Igy
A(Ey (0)) A(E, (0

o HEw OE, ) = DO,
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Tovabba az 1. Lemma alkalmazasival adddik. hogy
Ly

'imj ¢ 2 ] "“J my

25,“}-:'-1

(3)-bdl és (4)-bol lemmank azonnal kivetkezik, amivel egyittal 4. Tételinket is
bizonvitotiuk.

3. ¢s 4. tételiink egyiittesen azt llitja, hogy egy n hosszisdel dobdssorozatban
a leghosszabb tiszta fej blokk hossza [log n—log log log n] —3 és {log n—log log log n}
kozé esik, azaz, ha n elég nagy, akkor [log n—logloglog n]—3 hosszisipn tiszta
fej blokk van, de {logn—logloglogn} hosszi altaldban nincs, Természetesen
ugyanakkor eldéfordulhat, hogy végtelen sok n-re lénvegesen hosszabb tiszia fej
sorozat is van, A kovetkezfkben a leghosszabb — még eléforduld — tiszta fgj
blokk hosszit fogjuk vizsgilni és bebizonyitjuk a kovetkezd két tételt:

(4) AER) = [i =

ot +1

5. TETeL. Legyen {y,) egész szdmoknak olvan sorozata, amelyre

iz_rn = oo}

n=1

ekkor majdnem minden 0=x=1-re van olyan n;=n;(x) véglelen sorozat, hogy

u:k&]’ﬁi T (S“'"*:_“ Si) = Iy

6. TEreL, Legyen {6,) egész szdmeknak olvan sorozata, amelyre

E‘z_ﬂn == oo,

m=T

ekkor majdnem minden 0=x= l-re van olyan ny=nyx), hogy

08X, (Shia,—8i) < 9,

ha n=mn,.
Fenti két tétellel nyilvinvaldan ekvivalens a kovetkezd két tétel:
5%, TETEL. Legyen {y,} egész szamuoknak olyan sorazata, amelire

i’l_?ﬂ = oo,

sl

ekkor majdnem minden 0=x=1-re van olyan n;=n{x) végtelen sorozat, hogy
Sn_r_sn,-;'n_l = Vay-

6*. TETeL. Legyen {6,) egész szamoknak olyan sorozata, amelyre

ekkor majdnem minden 0=x=1-re¢ van ofvan ny=rny(x), hogy

SH_SH-J.."':: 5,,
fa n=n,,
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Mivel ifx: §,(x)—5,_;(x)=d,}=2"%, a 6 Tétel kozvetlenill kovetkezik
a Borel—Cantelli-lemmibdl. Az 5% Tétel bizonyitisihoz minddssze azt kell be-
latnunk, hogy az
F, =z 5,(x)=S X)) = T}
esemeénysorozatra teljestilnek a 3. Lemma feltételei. Vagyis elegendd belatnunk, hogy

5. LEMMa,

3 S UFF)
@ l=i J=1 =T

s im A ¥
g; r‘-[ﬂ]]
BizonyiTAs. Legyen i=j, ekkor
. 2=irtd=0 ha i=j—y
afify= {A{F;:A{F;} =20 ha i=j-y,
ebbdl lemmink azonnal kovetkezik.

3.4 A LEGHOSSZABE LEGFELIEBB EGY [RAST TARTALMAZO BLOKK
HOSSZANAK BECSLESE

A cimben felvetett kérdés vizsgilatiban alapvetd szerepet jiatsyik az 1. Lemma-
hoz hasonld kivetkezd

6. LEMMa.

Afx: max (Sy,,—S)=n—1}=g, = %[ﬂi—ht_%].

Omksa

Miés szdval egy 2n hosszisipi fej-irds sorozat g, valdsziniiségpgel tartalmaz
legfeljebb egy irdst tartalmazé n hosszisigi blokkot.

BIZONYITAS. Legyen
A ={x: max (S, —S) = n—1),
A ={x: (S~ S)=n-1} *k=01,..,7}
By = {x:ex) =0}
A= Ay+ A Ay + A A Ay + o+ A Ay A A,

" Ekkor nyilvin
&

Tovabbi k= | esetén

kdn—1 o
-E{.El e Ek_j.ldt =1 E ‘IIT‘HI v 4.4._144&.81' =
J=Lk-1
it _ ktn—1
= )Z; 3.131 Wi A’l—l‘diﬂj+ Z J‘lnl'l] ave E;L._, .4&.5}
J=k=1 J=r+I

27




zuil rar Jt_p‘!tﬂj —= Atﬂjﬂﬂ hﬂ. k"“l E.,f =n

k=1
A4, .. 31_1«4a3; = AEEJBE[‘ ¥ 34] ha ntl=j=k+n-1,
=]=n
: 1
Ny BiBy) = 5o
3 k=1 | |
A Akﬂjﬂk! ‘?‘_"BI — J-[Atﬂjﬂk}) —‘JE— Ef 2-1-1. 2&-.+J]‘
igy
e . " S S | | H—2+Ijlr2i-1
J_(Aﬂ. ru Al_lfh] _j é‘-'l: FES +J—§-I 2:[1'-1 [I' 22 2'('1'"—.1‘] oy 2"+L
€5
) ,q+] mop—2 41300 1 l
Ald) = ,2 In+l = o+l [ﬂ=+4' -Er"]

ami bizonyitja lemméinkat.
Exen lemma felhasznalasival pontosan ugyantgy, ahogy a 2. §-ban bizonvi-
tottuk eredményeinket, bebizonyithatjuk a kdvetkezl két tételt.

6. TETEL. Legyen

B, (K) = [logn+log log n—log log logn] + K.
Ellcor majdnem minden 0=x= l-re van olyvan ny=n,(x), hogy

{Sk+§ =3y Sk} ﬂnl'_ 3] ~1,

ﬂﬁkﬁn’—,&‘{ —1)
ha n=ng.

7. TETEL. Majdnem minden 0=x=1-re van olyann;=n (x) végtelen sorozat, hogy

(Ssi, {m—Sﬂ = P, (0)—

uik-ﬁn,aﬂ
ahol

Fo(K) = {logn+loglog n—log log log n} + K.

Természetesen kérdezhetjiik, hogy mi mondhatd a leghosszabb legfeliebb
T irdst tartalmazé blokk hosszdrél. Ugyanolyan eszkdzikkel (és ugyanolyan érte-
lemben) azt a vilaszt kapjuk, hogy ez a hossz [logn+ Tlog log n—log log log n—
—log T!]—3 és {log n+T log log n—log log log n—log T} kézott lesz.

Kérdezhetjilk, hopy az 5., 6., illetve 5%, 6°. Tételeknek megadhatd-e a leg-
feljebb T irdst tartalmazéd verzidja. Minden G gondolat nélkiil bizonyithatdak
a kdvetkerdk:

8. TETeL. Legyven {y,) egész szdmoknak olvan sorozata, amelyre

3312 = e,

=l
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eltkor majdnem minden 0=x= l-re van olyan n;=n(x) végtelen sorozat, hogy
(SE+.-_,|_I_SL] = ;'uf.nJ-T

rmax
Bﬁ&il_f—;r"‘r

Su=Sty=a, = 1~ T.
9. Terer. Legyen [d,) egész szdmok olvan sorozata, amelyre

ekkor majdnem minden 0=x=1-re van olyvan ny=ny(x), hogy

u:ﬂ%{ “[Sua_—S*} =g =7

Sl == Srl—n!,.. = én._ T

&8

fa n=np.

4, §, PROBLEMAK

L. A 3, §-ban megvizsgaltuk a leghosszabb legfeljebb T irdst tartalmazo blokk
hosszdt. Természetesen feltételeztiik, hogy T n-18] fiiggetlen, fix seim, Nehezebbnek
litspik az analog kérdés vizsgilata, ha Tt egy {7} sorozattal helyvettesitjiik. P&ldaul
kérdezhetjiik: mely {T,) sorozatokra igaz az, hogy majdnem minden x£[0, 1]-re
van olyan my=ng(x) egész, hogy

- max {SE+:..-Sk.} = ﬂl = Tal
07&&5.—!"
ha n=m,, ahol &=logn+(1+o(1))7, log log n.

2. Az elézoekben lattuk — illetve kérdeztiik —, hogy mi 4 leghosszabb tiszta
fej sorozat hossz., Kérdezhetjik, hogy az » hosszlisdgl dobdssorozalban hinyszor
fordul elé ilven (vagy kbzel ilyen) hossziisdgl tiszia fej sorozat. (Ilyen tipusi kér-
déseket vizsgalt KoMLos JAnos és Tusndny Giasor.) Példaul egy lehetséges konkrét
kérdés a kivetkezd: melyek azok az m=min, K) fliggvények. melyekre igaz az,
hogy majdnem minden x£[0, 1]-re van olvan my=ny(x), hogy ha n=n,, akker létezik
egy D=k =ko=...=kn=n—uK) sorozat Ggy, hogy

Sk|+.t"lRJ =8 = Stk T Ty = e = S 0, (K) — Ok, = LK)

3. Az eldbbi kévdéshez sok Lekintethen hasonld g kdvetkezd: mi a hossza a leg-
hosszabb ismétlddd blokknak, Példaul, melyek azok a p=p(n) Higgvények, ame-
Iyekre igaz az, hogy majdnem minden x£[0, []-hezx van olyan my=nylx), hogy minden
a=nra talilhaté olyan i=ifx) & j=j(x), hogy 1=i<=itpu=f<j+u=n &

(B By cvos Bra i) = (850 8 i0s oo s Bpipia):
Ezzel a kérdéssel mir foglaikozott Zusxov és MIHAILOV,

4. Az clobbi kérdéseknek bizonyos értelemben a forditottia a kévetkezd:
‘milyen hosszd ideig kell egy pénzdarabot dobilni, hogy [ hosszisigl tiszta fej
blokkhoz jussunk. Pontosabban, legyen ny=m(x) a legkisebb epész, amelyre

THaX I['Sg.,.;—-S*} =k

DRk —

7 Matematikal Lupok 81



Kérdés: mi mondhatd az |m) sorozatrdl, (Eddigi eredményeinkbdl viligos, hogy
m koriilbeliil 2')
5. Egy n hosszlsdgd dobassorozatban mekkora a leghosszabb tiszia fej- és

leghosszabb  tiszta irds sorozal hossza kozti kilénbsée. Pontosabban, legyen
a,=u,(x), illetve B,=f.(x) a legnagyobb emészek, amelyekre

Mi mondhat6 az {xz,—ff,] sorozatrol?

Konnyen lathatd példiul, hogy majdnem minden x[0, 1l-re van olyan
m=m(x) (k=1, 2, ...) sorozat, hogy 2, (x}=fl, (x). Nehéznek litszd kérdés azonban
a kdvetkezd: talalhaté-e majdnem minden xﬁtﬂ, 1]-re alyan m=nx) (k=1,2, .2}
sorozat, hogy a, (x)=/#, (x) és o, . (x)=f, (4(x), illetve hogy valamely adott pozitiv
epész € csetén talalhatd-e majdnem minden x€[0, 1}re olyan ne=mix) (=1, 2, ..}
sorozat, amelyre «, (x)—f, (¥)=C és a, (x)—fi,, (X)=C.

6. Adott k esetén legyen n,=n,(x) a legkisebb olyan epész, amelyre igaz az,
hogy a 2% lehetséges & hosszusagi blokk mindegyike eléfordul legalibb egyszer.
Mi mondhatd az {n,} sorozatrdl?
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