TURAN PAL GRAF TETELEROL

ERDOS PAL

Turdn Pdl 60. sziiletésnapjdira

G(n) jelentsen egy n szégpontd grafot, G(n; k) egy n szogpontu és k éld grafot,
K(r) jelenti az r szégpontu teljes grafot és C, egy r éli kort. K(ay, ..., a,) jelenti
a teljes r-kromatikus grdfot, ahol a; j-edik szin{i pont van és barmely két kiilonbézé
szin(i pont Ossze van kotve. f(n; GI) jelenti azt a legnagyobb szamot, melyre még
van oly G(n; f(n; G,)), mely nem tartalmaz G,-et mint részgrafot. Turan Pal [3]
egy 30 év el6tti cikkében bebizonyitotta, hogy

)
f(n;K(r)):z—EE_z—l)(n2_};2}+[g] ahol n=h(mod(r—1)), 0=h<r-1

Turan azt is kimutatta, hogy az egyetlen G(n; f(n; K(r)), mely nem tartalmaz K(r)-et
egy K(ala Lt lgfr'—- 1), ahol

; n n
a;+..+a_;=n é g [r ]] vagy [ ]] +1

Legyen G,(n) és G,(n) két graf, x,, ..., x,, illetve y,, ..., y, szogpontjaik v(x;), illetve
v(y;) a szogpontok fokai (azaz ©(x;) az x-vel éllel &sszekdtott pontok szama).
Legyen v(x)=...=v(x,) és v(y)=...=v(y,). Akkor mondjuk, hogy G,(n)=G,n),
ha minden i-re v(x;)=uv(yp;). Nyilvanval6, hogyha G,(n)=G.(n), akkor e(G,)=e(G.,),
ahol e(G) G éleinek szama. Fennall marmost a kovetkezd

TETEL: Legyen G(n) oly grdf, mely nem tartalmaz K(r)-et. Akkor van egy G,(n),
mely (r—1)-kromatikus és melyre

Gi(n) = G(n).

E tételbdl Turdan tétele rogton kovetkezik, ugyanis konnyli bebizonyitani,
hogyha G,(n) (r—1)-kromatikus, akkor

e(Gy(m) = f(n; K (7)),
egyenlﬁség csak akkor, ha G,(n) grafunk K(ay, ..., a,_,), ahol aq; = [Ff_l] vagy

+1.
r—l

Turan tobb hasonld kérdést felvetett és igy cikkével a grafelmélet egy 1ij fejezete
kezd6dott, a grafelméleti extrém problémék vizsgélata. E kérdéseknek most mar
elég nagy irodalmuk van, lasd példaul [2].

Tételiink bizonyitdsa Andrasfai azon Otletét hasznalja, mellyel 6 Turan tételét
bebizonyitotta [1]. Indukciot hasznalunk r-re, r=2-re tételiink trivialis, ugyanis
egy k(2)-6t nem tartalmazo grafnak nincsen éle. Tegyiik fel, hogy tételiinket (r—1)-re
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mar bebizonyitottuk, kimutatjuk r-re. Legyen tehat G(n) graf, mely nem tartalmaz
K(r)-etés legyen x; a legnagyobb foku pontja, legyen v(x,)=1/és legyenek x,_;4 1, ..., X,
az x;-el Osszekotott pontok. Jeldlje G(x,_;; 1, .., X,) G(n) azon részgrafjat, melyet
Az X, 415 -+ X, SZOgpontok generdlnak (azaz az x; és x; pontok n—I/+1=i<j=n,
akkor és csakis akkor vannak oOsszekdtve G(x,_;iq, ..., X,)-ben, ha G{n)-ben is
Ossze vannak kotve). G(x,_;¢y, ..., x,) nyilvin nem tartalmaz K(r—1)-et s ezért
az indukcids feltevés szerint. van oly Gy(/), mely (r—2)-kromatikus és melyre
G =G(Xy_ 141y -5 Xp)- A Gy(n) grafot marmost ugy kapjuk, hogy az x;, ..., X, ;
pontok mindegyikét Gsszekétjik a Gy(/) gréf minden pontjaval. Azonnal vilagos,
hogy Gy(n) r-kromatikus és kdnnyili belatni, hogy G,(n) = G(n). Tudniillik az
Xy, ..., X,—, pontok foka G(n)-ben legfeljebb /, (G(n)-ben minden pont foka =I),
G(n)-ben pontosan /. Legvenek y,_ ;1. --., ¥, Gi(!) pontjai, és vy(¥,—;4;) € pontok
fokai G,(/)-ben. Nyilvan

2) 0(Ppoted) = Uy (Va—rad+n—1

ahol v(y,—1+:) Vu—i+; foka Gy(n)-ben. Legyen x,_;.; foka G(n)-ben v(x,_;.;) €s
G(xy 1415 - X)-ben vy(x, 1) Minthogy G()=G(x,_1s1, -5 X,)

(3) 51 (yn-—ld-i) = vl(-xn—1+i)-
Tovabba nyilvanvalo, hogy

C)) (Xp_z40) = 01(Xpo 1)+ -1
(2), (3) és (4)-b6l azonnal adddik, hogy Gy(n)=G(n) és evvel tételiink be van bizo-
nyitva.

Vizsgaljuk marmost a kovetkezé kérdést: Mekkora

n
max > v(x;)
i=1

ahol a maximum az Osszes oly n szégpontd grafra veendd, mely nem tartalmaz
K(r)-et és mely grafokra éretik el a maximum?

Tételiinkbél azonnal kovetkezik, hogy az extrém grif a K(ay, ..., 2,-1), Za =n

grafok valamelyike s az extrém graf ezen grafok koziil az elemi analizis eszkozcl\fel
koénnyen megtalalhato Példaul ha r=3 és 1=/=3, akkor az egyetlen extrém graf
a Turan-graf, r=3 és /=4 esctén az extrém graf mar nem a Turan-graf. Altaldban
kénnyli belatni, hogyha 1=/<2r—2, akkor az extrém graf a Turan-graf, de
[ = 2r—2-re mar nem Turan-graf.

Hajnal Andras kérdezte, hogy Simonovitscsal vald tételem [2] élesithets-e
a kévetkezd értelemben: Legyen n— o és G(n) oly n szégpontt graf, mely nem tar-
talmaz egy fix r-kromatikus grafot. Elhagyhatd-e akkor G(n)-bdl o(n?) €l ugy, hogy
az igy nyert G(n) grafhoz legyen egy G,(n) (r— 1)-kromatikus graf, melyre G,(n)=G(n).

T. SAs Vera és én e tételt bebizonyitottuk, de a tétel valdsziniileg még élesit-
heté lesz s itt most nem foglalkozunk vele.

Végiil még egy kérdést szeretnék emliteni: Legyen G(n) haromszognéikiili,
szbgpontjai Xy, ..., X,. Mekkora a v(x;), i=1, ..., n sorozat szérasdnak maximuma
és mely grafokra éretik el a maximum?
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