
TURAN PAL GRAF TfiTELl?RoL 

ERD6S PAL 

Tmin Pd 60. sziilethapjcirn 

G(n) jelentsen egy n sziigpontfi grkfot, G(n; k) egy n sz6gpontti Cs k Clfi grhfot. 
K(r) jelenti az r sziigpontti teljes grafot Cs C, egy r 61ii kdrt. K(a,, . . . . a,) jelenti 
a teljes r-kromatikus gr5fot, ahol aj j-edik szinii pont van Cs barmely l&t kiilSnb6zii 
szinii pont iissze van kbtve. f(f?; G,) jelenti azt a legnagyobb szhmot, melyre mCg 
van oly G(n;f(n; GJ), mely nem tartalmaz G,-et mint rCszgr8fot. Turin Pril [3] 
egy 30 iv eliitti cikkeben bebizonyitotta, hogy 

ahol n-h(mod(r-I)), O~/zhr--1. 

T$;(;;t is kiyy;tabhogy az egyetlen G(n ; f(n; K(r)), mely nem tartalmat K(r)-et 
, 2 *-., r 19 

a,-!- .I. -+-a,-, = n 6s ai = [-&I vagy [;11]+1. 

Legyen G,(n) Cs G,(n) k6t grif, x1, . ., X, , illetve yl, , . ., yn szSgp?ntjaik u(xi), illetve 
uCy,> a sz6gpontok fokai (azaz n(x,) az x,-vel Cllel ijsszekdtiitt pontok sz8ma). 
Legyen z)(q) 2.. . SD(JC,) Cs v(yl) 2.. , ‘v(y,). Akkor mondjuk, hogy G,(n) 2 G,(n), 
ha minden i-re z)(q) &v(y,). NyilvBnval6, hogyha G,(n) zG,(n), akkor e(G,) Ze(G,), 
ahol e(G) G Cleinek sz8ma. Fennall marmost a kiivetkezd 

T~TEL: Legyen G(n) oiy grb5 mely nem tartalmaz K(r)-et. Akkor ocm eg!’ G&7), 

mely (r - I)-kromatikus 6s melyre 

G,(n) 2 G(n). 

E tCtelbB1 TwLn tCtele rbgtiin kcvetkezik, ugyanis kiinnyfi bebizonyitani, 
hogyha G,(B) (r - I)-kromatikus, akkor 

e (G(n)) 5 f(n; K(r)), 

egyenl6sCg csak akkor, ha G,(R) g&funk K(a,, . . , , q,-J, ahol ai = vw 
Tnl _ 

T%rBn tiibb hasonlci k&d&t felvetett 6s igy cikkCve1 a grBfelmClet egy tij fejezete 
kezdBddtt, a grafelm&leti extrim problCm&k vizsg8lata. E kCrd6seknek most rnir 
eKg nagy iradalmuk van, l&d p6ldM [2]. 

TCteliink bizonyit&a Andrasfai azon 6tleMt hasznhlja, mellyel ii Tur&n tCtelCt 
bebizonyitotta [l]. Indukcidt hasznalunk r-re, r =2-re Meltink trivihlis, ugyanis 
egy k(2)& nem tartalmaz6 grrifnak nincsen Cle. Tegyiik fel, hogy titeliinket (r - 1)-re 
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mar bebizonyitottuk, kimutatjuk p-re, Legyen tehat G(n) g&f, mely nem tartalmaz 
K(r)-et es legyen x1 a legnagyobb foku pontja, legyen I&) = 1 ts legyenek x,-r+ 1, . . , X, 
az x,-e1 6sszekiitiitt pontok. Jelolje G(x,,-I+, , . . . , x,) G(n) azon rtszgrafjat, melyet 
az X,-l,,, ..f, x,, sziigpontok generalnak (azaz az xi 6s xi pontok 12 -I+ 1 %i<jsrr, 
akkor es csakis akkor vannak ijsszekiitve G(x,,-~+~, ..,, x,,)-hen, ha G(a)-ben is 
iissze vannak kijtve). G(x, -1+1, , . ., x,,) nyilvan nem tartalmaz K(r- I)-et s e&t 
az indukcios felteves szerint van oly G,(Z), mely (r-2)-kromatikus es melyre 
G,(Z)~G(x,-,+I, . ..> x,). A G,(n) grafot mat-most 6gy kapjuk, hogy az xi, . . ., x,~- r 
pontok mindegyiktt ijsszekiitjtik a G,(Z) graf minden pontjaval. Azonnal vilagos, 
hogy G,(n) r-kromatikus es kijnnyii belatni, hogy G,(n) z G(n). Tudniillik az 
x1, . . . . x,,-) pontok foka G(n)-ben legfeljebb Z, (G(n)-ben minden pont foka sZ>, 
G,(n)-ben pontosan 2. Legyenek y,, - r+ 1, . . , yn G,(Z) pontjai, es ~(y,-r+~) e pontok 
fukai G,(Z)-ben. Nyilvin 

(2) L’(.J’,,-l+J = fil(.Y,-r+J+n-~ 

ahol c(~,-,+i) Jjn-l+i foka G,(n)-ben. Legyen X,-~+i foka G(n)-ben u(x~-~+~) Cs 
Gk-l-+1, . ..> x,)-ben Q(x,~- r + i). Minthogy G,(Z) 2 G(q -1’ 1, . . . , x,) 

(3) r.lbin-lri) 5Z r1(xb2-I+i)‘ 

Tovabba nyilvanvalo, hogy 

(4) t(x,-& 5 ul(x,~~+Js7z-z. 

(2) (3) es (4)-bol azonnal adodik, hogy G,(n) ~G(PI) Cs ewe1 teteltink be van bizo- 
nyitva. 

Vizsgalju k marmost a k6vetkezd k&d&t: Mekkora 

max 2 0(x$ 
i=l 

ahol a maximum az Ssszes oly 12 szdgpontu grafra veendii, mely nem tartalmaz 
K(v)-et es mely grafokra eretik el a maximum? 

r-1 

Teteliinkbiil azonnal kbvetkezik, hogy az extrem graf a K(a,, . . . . q-3, zai= y1 
i=l 

grkfok valamelyike s az extrtm grif ezen grafok koziil az elemi analizis eszkozeivel 
konnyen megtalalhato. PCld~ul ha r=3 6s 15Zs3, akkor az egyetlen extftm graf 
a Turin-graf, Y =3 es Z=4 eseten az extrem gr6f mar nem a Turan-grBf. Altalaban 
kiinnyii belatni, hogyha 1 sZ<2r--2, akkor az extrtm graf a Turan-graf, de 
Z = 2r-2-re mar nem Turan-graf. 

Hajnal And& kerdezte, hogy Simonovitscsal vale tetelem [2] elesithetb-e 
a kiivetkez6 ertelemben: Legyen n + ~0 es C(n) oly II szogpontti g&f, mely nem tar- 
talmaz egy fix r-kromatikus grafot. Elhagyhato-e akkor G(rl)-b61 o(9) Cl tigy, hogy 
az igy nyert G(n) grafhoz legyen egy C&(n) (r- I)-kromatikus graf, melyre GI(n) 5 G(n). 

T. S6s Vera es en e tetelt bebizonyitottuk, de a tttel valdsziniileg m&g tlesit- 
het6 lesz s itt most nem foglalkozunk vele. 

VCgiil mtg egy k&d&t szeretnek emliteni: Legyen G(H) haromsziignelkiili, 
sziigpontjai x, , . . . , x,,: Mekkora a Z1(Xi), i=l, . . . . IZ sorozat szorisanak maximuma 
es mely grafokra Cretrk el a maximum? 
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