
SOME RECENT RESULTS 

ON EXTREMAL PROBLEMS IN GRAPH THEORY 

(Results) 

P. ERDdS * 

Three years ago I gave a talk on extremal problems in graph theory at 
Smolenice [2]. I will refer to this paper as I. I will only discuss results which 
have been found since the publication of I. ~(9) will denote the number of 
vertices, V(g) the number of edges of 9. s(a ; I) will denote a graph of n vertices 
and I edges. The vertices of 3 will be denoted by letters x, y, . . . 9(x,, . . . . xk) 
will denote the subgraph of 9 spanned by the vertices x1, . . . . xA. u(x), the 
valence of X, denotes the number of edges incident to x. x(S) will denote the 

chromatic number of %, K, the complete graph of r vertices 9 r ; 
( 01 ; ’ 

UP i, . . . . p,) denotes the complete r-chromatic graph with pi vertices of the 
i-th colour in which every two vertices of different colour are adjacent. C, 
is a circuit having y1 edges. 

Denote by f(n ; ?Jr, . . . . 9,) the smallest integer so that every 

+qn if@ ; 91, ***, 9k8,)) 

contains at least one of the graphs gi, i = 1, . . . . k as a subgraph. For the older 
literature on this subject I refer to I. Here I only state that in 1940 Turdn [9] 
determined f(n ; K,) for every r 2 3, he proved 

f(n ;m = (1 + o(l)) ;(l - 5). 

In fact Tursin gave an explicit formula for f (n ; K,.) and determined the 
structure of the unique S(n ;f(n ; K,) - 1) which does not contain a K,, 
but (1) suffices for our purpose. 

In a forthcoming paper [3] Simonovits and I proved the following result : 
Put 

r = min x(5Yi) . 
l<iSk 

Then 

(2) lim f(~ ; 9,, . . . . 
*=CO 

%Jn2= ;(I -A). 

(*) Magyar Tudomhyos Akadhnia Matematikai Kutatd Int&zete, Budapest, Hungary. 
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In other words the asymptotic relation (1) holds in the general case too. 
(2) Follows easily from a theorem of Stone and myself [4] which states that 

if II > n&i, . . . . pr, E) then every 

B n;; ( ( I--& 
1+a 1) 

contains KJP1, . . ..p.). 

Recently I succeeded in proving the following stronger theorem : There is 
an A = A(E, P) so that for n > q,(.s, r) every 

$3 n;; 
( i 

I---&+a 
1) 

contains a 

K.(P 13 ***9 P,) with pr > n 
APl...,Pr-I ’ 

In particular (3) implies that every 

contains a 

(4) Kr( Cc,(log n) l’-J, . ..) [c,(log n)“‘-I]) . 

In [4] we only proved (4) with (log,-, n)‘-’ instead of c,(log n)i”-’ (log,n 
is the r-fold iterated logarithm). It seems probable that both (3) and (4) are 
best possible, but this has been proved only for r = 2. In this paper we will not 
prove (3) and (4). 

I have obtained the following sharpening of the theorem of Simonovits and 
myself : 

Consider any one of the extremal graphs 9?(n ;f(n ; Ye,, . . . . 9,) - 1) which 
does not contain any of the graphs 9,, . . . . ~9~. Then there is a graph 

r-l 

K,-,(P,, ..a, Pr-Jr igl pi = n 9 pi = (1 + O(1)) ~ I i = 1, . ..) ~ - 1, 

so that our S(n ;f(n ; gl, . . . . C&J - 1) is obtained from this 

JLl(Pl, . . ..P.-1) 

by adding and subtracting I edges. 
In fact I can prove the following stronger. 

Theorem. Let r 2 3, and B(n ; i), 

I=; 1 ( - +J + 41) 1 
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be a graph which does not contain a K,(t, . . . . t) for some fixed t. Then there is a 

r-l 

K-l(P1, *a*, pr-A C pi = n, Pi = (l f O(l)) * 9 i=l 
I-- 

3 **‘, r- 1 
i=l 

which can be obtainedfrom our Ce(n ; Z) by adding and subtracting o(n”) edges. 

Let x(B) = r. Then for sufficiently large t, B is contained in a Kr(t, . . . . t). 
Thus our theorem is stronger then the previous assertion. 

We will later prove the theorem for r = 3 and only outline the proof for 
r > 3. 

Now we state without proof some further recent results : Let ~(3) = 2. The 
graph (3 ; k) is defined as follows : Let yr, . . . . yk be k new vertices ; (9 ; k) is 
obtained from % by adding the k new vertices yr, . . . . yk and by joining each of 
the yi, i = 1, . . . . k to all the vertices of g. I proved 

(5) f(n;(b;k))cG+c,f(n;0). 

Kiivairi and the Turans proved that [8] 

(6) f(n ; Kz(r, r)) < cl nzbl” . 

In I. I stated that every 9 n ; G 
i 

+ cn2-llr 

> 
contains a &(r, r, r). In view of 

(6), (5) immediately implies this result. 
Simonovits and I conjectured that for every 9 : 

f (n ; 3) = ; (1 - -&) + cn= + o(f), &s) = r 

for some 0 < CI = ~(9) < 2. (7) if true will not be easy to prove. If ~(9’) = 2 
(7) would imply 

(8) lim f (n ; C!f)/n’ = c (c > 0) 
*=CO 

for some 0 < a < 2. We are very far from being able to prove (8). If 3 = C4 
then recently Brown and independently V. T. S6s, Renyi and I [5] proved that 

lim f (n ; C4)/n3’2 = 2 . 
fl=CC 

(In I. I conjected that the above limit is l/2 fi). 
Brown [l] recently proved that 

f (n ; K,(3,3)) > c2 n513 . 

Brown’s proof seems to break down for r > 3 and does not prove the exis- 
tence of 

lim f (n ; &(3,3))@‘3 . 
“=cO 
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The determination of Q(C$) seems to be a very difficult question. Perhaps the 
following result holds : Let the vertices of 5?J be xi, . . . . x,. Put 

u(S) = min r(xJ, u*(g) = max D(%&, . . . . x&) 
l<iSn 

where xi, . . . . X, runs through all the 2” subsets of x1, .,., x,. Then 

(9) f (n ; S) < cn2 - i’“‘w . 

(9) is known if B is K,(r, r), I can also prove (9) if B is the graph determined 
by the vertices and edges of a cube. In this case probably 

1 5 
a(Q) = 2 - - = - . 

u*(9) 3 

a(s) = 2 - 
1 

~ certainly does not always hold. In fact we have o*(&) = 2 and 
u*w 

f(n ; C,) < cn 4’3 A very special case of (9) was conjectured in [6]. It seems . 

thata(~)cantakeononlythevaluesl+~,k=2,3,...and2-~,k=1,2,... 

Now we prove our theorem. Assume first r = 3. We have to show that if 

E = $(l + o(l)) and %(n ; 1) d oes not contain a K3(t, t, t) for some fixed t then 

there is a 

K21Po P2) 3 p1 f p2 = n , Pl = (1 + 41)) ; , P2 = (1 f o(l)) 5 

and S(n ; I) differs from K2(p1,p2) by o(n2) edges. 
First of all we can assume that all but o(n) vertices of our Y(n ; I> have 

valence > ; (1 + o( 1)). For if this would not be true let xi, ,.., x,, k = [m] 

(E > 0 is small positive number independant of n), be the vertices of S(n ; I) 

of valence < i (1 - c). But then we see by a simple computation that 

(c > 44) 

(10) V(%Xkfl, em’, ?J> 2 $ (1 -I- o(1)) -~(l-c)>yk)2{1+n), 

n = n(&, c) > 0 . 

(10) implies by the ErdLis-Stone theorem that CB(X~+~, . . . . x3 and therefore 
our 9(n ; I) contains a K3(t, t, t) which contradicts our assumption. 

Let now 

(11) Xl, es’> x,, m = (1 + o(1)) n 
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be the vertices of S(n ; r) which have valence > i(l + o(1)). By (11) it follows 

that the valence of all the vertices of 9(x,, . . . . x,) (in 9(x,, . . . . x,,,)) is 

; (1 -I- O(1)) = ; (1 + O(l)) 

also, by (11) 

(11) ~(~(x,, -en, Gt>> = $ (1 -I- O(1)) = ; (1 + o(1)). 

Thus to prove our theorem it will suffice to show that there is a 

K2(Pl, P2) 3 Pl + P2 = m 3 PI = (1 + O(U) ;, $5 = (1 + 41)) 3, 

which differs from 3(x,, . . . . x,) by o(m’) edges. Thus it is clear that without 
loss of generality we can assume that all the vertices of our Ce(n ; Z) have 

valence > i (1 + o(l)), and henceforth we will always make this assumption (*)‘ 

An edge of C!J(pt ; 1> is called bad if it is contained in only o(n) triangles of our 
3(n ; 1>. Assume first that S(n ; r> has at least an2 bad edges. By the Erdiis-Stone 
theorem there are vertices xl, ..,, X, ; yl, . . . . yt SO that all the edges (Xi, yj), 
1 < i, j < t are bad. Now since each of the vertices Xi and yj have valence 

(1 + a(1)) ; an d each of the edges (xi, yj) are contained in o(n) triangles, a 

simple argument shows that the remaining n - 2 t vertices of our Y(FZ ; I) can 
be divided into two classes (neglecting o(n) vertices) 

zi, a*‘, z * U! ’ WI, ‘.., W u2 9 u1 = (1 -I- o(l)); ) u2 = (1 + o(1)) ; 

so that all the Xi are joined to all the z’s and all the yj are joined to all the w’s. 
If both graphs B(z,, . . . . z,,) and S(w,, . . . . w,,) have o(n”) edges then a simple 

computation shows that the K2(u1, u2) having the vertices zl, . . . . q,, ; wl, . . . . wUi 
differs from our $(n ; I) by o(n”) edges which proves our theorem (the remaining 
n-u - u2 = o(n) vertices can clearly be ignored). If say 9(z1, . . . . z,,) does 
not h&e o(n2) edges then by the Erdiis-Stone theorem it contains a K,(t, t) 
having the vertices q, . . . . z,; zt+r, . . . . zZt. But then the graph 9(x1, . . . . xt, zl, . . . . 
zt, Zt+1, -*‘, .zZt) clearly contains a K3(t, t, t) which contradicts our assumption. 

Henceforth we can thus assume that there are o(n’) bad edges. Thus there 
n2 

are x (1 -I- o(1)) edges each of which are contained in m triangles. We now 

(*) We now no longer will have to use 2 = T (1 + o(l)), I> cr9 would suflice, butthis is no 

real gain since our assumption u(xi) = (1 + o(l)) F, i = 1, . . . . n already implies i = G (1 + o(l)). 
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deduce from this assumption that B(n ; I) contains a KJt, t, t) (in fact we will 
only use that 9(n ; I) has sn2 edges each of which are contained in m triangles). 
Let e,, . . . . e,, s > En2 be the edges of a(n ; I) each of which are contained in at 
least m triangles. Let xl”, . . . . $’ be the vertices which form a triangle with 
ei, Ti > rn. Form all possible t-tuples from the x:!‘, 1 < j < ri for all i, 
1 < i < s, In this way we get 

s 
co ri B Ey12 673 , cn2 L t n 

i=l t 3’ t ! 00 3 t 
t-tuples. Since the total number of t-tuples formed from n elements is 

n 

0 t 

there is a t-tuple say .zl, . . . . 
I t 

zt which corresponds to at least E 3 
0 

n2 edges 

ei - in other words each of these ei form a triangle with all the zj, j = 1, ‘.., t. 
By the theorem of ErdGs-Stone these edges determine a K,(t, t) with the verti- 
ces x1, . . . . x, ; yi, . . . . yt. Thus finally 9(x,, . . . . q, yl, . . . . yt, zl, . . . . z,) contains 
a K3(t, t, t) as stated. But by our assumption our 9(n ; I) does not contain 
a K3(t, t, t). This contradiction completes the proof of our theorem. 

By slightly greater care we could prove the following stronger statement : 

Let S(n ; I), I = T (1 + o(1)) b e a graph which does not contain a K3(t, t, t) 

for t = o(log n). Then there is a 

t-1 

L l(P1, s--9 A-J, iz Pi = nF pi = (1 -t- o(l))*, i = l,...,r - 1 
r- 

which differs from our S(n ; l) by o(n2) edges. 
The proof for r > 3 does not substantially differ from r = 3. As in the case 

r = 3 we first show that without loss of generality we can assume that every 

vertex of 9(n ; I) has valence 2 n 
i 

1 - & + o(l) 
1 

. An (r - l)-tuple 

xil9 a**> xi,- 1 formed from the vertices x1, . . . . x, of 9(n; I) is called bad if there are 
only o(n) of the xj SO that each edge of the complete r-tuple ( Xii, . . . . xirsl, Xj } 
belongs to our B(n ; I). Now as in the case r = 3 we first assume that there are 

more than E 
71 

( ) r- 
1 bad (r - 1)-tuples. We complete the proof as in the case 

r = 3 only instead the Erdbs-Stone theorem we here have to use the following 

e,, n > nO(.q k, r) k > E 
II 

result [7] : Let e,, . . . . 
( 1 r- 

1 be a family of (r - l)- 

tuples formed from the vertices xi, . . . . x,. Then there are (r - 1) t vertices 
(1) (2) xl", 1 < i < t ; 1 < j < r - 1 SO that all the t’-’ (r - 1)-tuples { Xi1 , Xi2 , .‘., 

x('- 1) 
k-1 1 are e's. 

In the second case there are only o bad (r - l)-tuples. It is not 

difficult to deduce then that our $?(PI ; more than en’-’ complete 
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(r - 1)-tuples so that to each of them there are at least rn vertices each of 
which are joined to all the vertices of the (r - 1)-tuple. Using this result and 
[7] we can complete the proof as in the case r = 3. 

By the same method we can prove the following sharper result : 

every 9 n ; $ 1 - 
( ( 

1 
--& 
r-l 1) 

which does not contain a K,.(t, . . . . t), contains for n > no(r, t, &) an (r - 1)- 

n2 
chromatic subgraph having more than z 1 - 

( 

1 
-- C,8 
r-l 1 

edges. I just 

learn that Mr Simonovits proved this independently by a different method. 
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RESULTATS R&ENTS 
SUR LES PROBL&MES EXTtiMAUX 

EN TH&ORIEDES GRAPHES 
(R6sRltats) 

P. ERD& 

J’ai fait une conference a Smolence il y a trois ans sur les problkmes extr&- 
maux en theorie des graphes [2]. Je citerai cet article comme I. Je discuterai 
seulement de r&hats obtenus depuis la publication de I. On note n(9) le 
nombre de sommets, ~(9) le nombre d’aretes de G. On note 5Y(n ; I) un graphe 
de y1 sommets et 1 a&es. Les sommets de B seront notes par des Iettres x, y, . . . 
et le sous-graphe engendre par les sommets x1, . . . . xk sera note G(x,, . . . . xk). 
On notera V(X) la valence de X, c’est-a-dire le nombre de sommets incidents a X. 
x(9) sera le nombre chromatique de 9 ; K, sera le graphe complet de r som- 

mets Q r; ’ 
( 0) 2 

; K,(pr, . . . . pr) sera le graphe complet r-chromatique avec pi 

sommets de la i-i&me couleur et deux sommets de couleur differente adjacents ; 
C, est un circuit avec n a&es. 

Soitf(n ; 8r, . . . . 9,) le plus petit entier tel que tout g(n ;S(n, ge,, . . . . 3)) 
contienne au moins un des graphes Bi, i = 1, . ..) k comme sous-graphe, 

On consultera I pour la bibliographic ancienne du sujet. Je remarquerai 
simplement que Tursin, en 1940 a determine f(n ; K,) ; pour tout r > 3, il a 
demontre 

(1) f(n;K,) = [I + o(I)];(l - ---&). 

Turan donne en fait une for-mule explicite pour f(n ; K,) et il determine la 
structure de l’unique g(n ; f(n ; K,) - 1) qui ne contient pas de K, ; ici (1) 
suffira. 

Simonovits et moi-mCme avons prouve le resultat suivant qui paraitra dans 
un prochain article. Posons : 

r = min x(9,), 
l<iGk 

alors 
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Autrement dit la relation asymptotique (I) reste valable dans le cas gen&al. 
(2) s’obtient facilement a park du th6ortme suivant de Stone et moi-m&me : 

si n > n, (PI, . . . . pr, E), alors tout 

59 n;; 1 
( ( 

---&+e 
1) 

coutient K, (pl, . . . . p,). 
J’ai rdussi rkcemment a prouver le th6oreme plus fort suivant : il existe 

A = A(&, r), tel que pour n > n, (a, r), tout 

9 n;; 1-G 
( ( 1+a 1) 

contient un 

(3) 
n 

avec pv > ____ . 
API..+- L 

De (3) on deduit en particulier que tout 

Y n;; 1 
( i 

--&+a 
11 

contient un 

(4) K@&% n) l’r- ‘1, .‘., [c&log &“-‘I) . 

Dans [4], nous demontrons (4) seulement avec (log,- 1 n)’ -’ et non 
ox 4 w-’ (log,, n est le logarithme it& r fois). (3) et (4) ne peuvent saris 
doute pas s’ameliorer, mais ceci n’a Cte prouve que pour r = 2. Dans cette 
communication nous ne demontrerons pas (3) et (4). 

J’ai accent& ainsi le theoreme de Simonovits et moi-mCme : consid6rons 
l’un quelconque des graphes extremaux 9(n ; f(n, QI, . . . . gk) - 1) qui ne 
contient aucun des graphes ‘9r, . . . . 9&. I1 existe alors un graphe 

K,-,(P,, ***s Pr-1) 9 

r-1 
avec iz Pi = ‘9 Pi = (1 + m) * > i = 1, . . . . r - 1 , 

tel que g(n ; f(n ; gI, . . . . gk) - 1) s’obtienne a partir de K,-, (pi, . . . . prml> 
par addition et soustraction de o(n”) a&es. 

En fait, je peux demontrer le resultat plus fort suivant 

Thko&me. Soient r 2 3, Y(n ; I>, avec 
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un graphe qui ne contientpas de K,(t, . . . . t) pour un tfix6 ; il existe atom un 

r-1 
&-I(PI, *s*, Pr-I)9 ,gl Pi = n ; Pi = (1 + O(l)) +&j 9 i = l, ***Y ’ - 1 

qu’on peur obtenir de S(n ; i) par addition et suppression de o(n2) a&es. 

Soit ~(9) = r. Alors pour t assez grand, B est contenu dans K,(t, . . . . t). 
Notre theoreme est done plus fort que l’assertion precedente. 

Nous dCmontrons ce thkorbme plus loin pour r = 3 et nous esquisserons 
la preuve pour r > 3. 

Enoncons maintenant quelques rksultats r&cents sans demonstration. Soit 
~($9) = 2. On dtfinit le graphe (B ; k) comme suit : soient yi, ,.,, yk, k nouveaux 
sommets ; (9 ; k) s’obtient a partir de 9 en iui ajoutant ces k nouveaux sommets 
et en joignant chacun des yi, i = 1, . . . . k B chacun des sommets de S. 

Je demontre 

(9 f(n:(Y!;k))<~+caf(n;s). 

Kbvari et Turk ont demontrC [8]. 

(6) f (n ; K,(r, r)) < cl n2-l” . 

Dans I, j’etablis que tout ‘9 
( 
n, $ + CY~‘-~/’ 

1 
contient un K3(r, r, r) ; 

ce rksultat provient immediatement de (5) compte tenu de (6). Simonovits 
et moi-m&me conjecturons que pour tout B : 

(7) f(n;@=g(l--&-J+cn”+o(na), X(S)=r 

pour un Ix, avec 0 < a = a(9) < 2. Si (7) est vrai, il ne sera pas facile a demon- 
trer. Pour x(g) = 2, (7) entrainerait 

(8) limf(n ; 3)/n” = c (c > 0) 
IZ=* 

pour un g, avec 0 < a < 2. Or nous sommes t&s loin de pouvoir demontrer (8) 
Pour 9 = C4, Brown et independamment V. T. S6s, A. RBnyi et moi- 
mdme [5] ont prouve recemment : 

lim f(n ; C4)/n3’2 = f . 
I=00 

[Dans I, j’avais conjecture que cette limite Btait l/2 &) 
Brown a rkemment dkmontr6 [l] : 

f (n ; K,(3,3)) > c2 n5j3 . 
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La preuve de Brown semble echouer pour t > 3 et elle ne demontre pas 
I’existence de 

lim f(n ; K,(3, 3))/nsj3 . 
“=cO 

La determination de X(G) semble une question trh difficile. On a peut-&tre 
le resultat suivant ; soient xi, . . . . x, les sommets de G. Posons : 

~(9) = min u(xi), v*(9) = max v(Y(+ . . . . xk)) 
16iQPl 

oa x 1, a**, xk appartiennent aux 2” sous-ensembles de xi, . . . . x,. Alors : 

(9) f(n ; Cc?) < cnz-i’“*(y) . 

(9) est vrai pour 3 = K,(r, r). Je peux aussi le dbmontrer si 9 est le graphe 
sommets et a&es d’un cube. On a probablement dans ce cas 

1 5 @q = 2 - - = - 
v*(3) 3 * 

1 
Mais (9) n’est certainement pas toujours &gal a 2 - -. 

v* (3 
Ainsi on a 

v*(&) = 2 etf(n ; C,) < cn 4/3 On a conjecture un cas tres particulier de (9) . 
dans 191. 11 semble que a(g) ne puisse prendre que les valeurs 

l+$, k = 2, 3, . . . . et 2 - i, k = 1, 2s.. 

Nous d6montrons maintenant notre theorbme. Supposons d’abord 
On doit montrer que si 

r = 3. 

I$(1 +0(l)) et Y(n;Z) 

est un graphe ne contenant pas de K3(t, t, t) pour un t fix& alors il existe un 

K2(h p2), avec p1 + pz = *, PI = (1 + 41))$, P2 = (I+ 40) ; 

tel que S(n ; r) et K2(p1, p2) ne different que par o(n”) a&es. 

On peut d’abord supposer que tous les sommets de ‘+?(n, I>, a l’exception de 

a(n), ont une valence > n_ (1 -l- o(l)). En effet, si cela est faux, soient x1, . . . . xk 
2 

les sommets de S(n ; I) de valence < i (1 - c), avec k = [uz] (E > 0 est 

un nombre positif, petit, independant de n). Mais alors un calcul simple 
montre (c > c(s)) 

(10) @(xk+l, m-*3 x.)) 2 ; (1 + o(1)) - $ (1 - c) > (n ; k)2 (1 + n) , 

n = n(&, c) > 0. 
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Par le theoreme d’Erd&-Stone on d&duit de (10) que 3(xk+r, ,.,, xn) et 
done s(n ; r> contient un K,(t, t, t) ce qui contredit notre hypothhse. 

Soient maintenant 

111) Xl, -6.) x,, M = (1 + o(l)) n , 

les sommets de Y(n ; r) de valence 2 i (1 + o(l)). De (1 l), on ddduit que la 

valence de tous les sommets de ‘3(x1, . . . . x,) (dam +3(x,, . . . . x,)) est 

5 (1 “I- o(1)) = ; (1 + o(1)) ; 

de mEme, par (ll), 

+7x1, *‘a, XJ) = $ (1 + o(1)) = q (1 f o(l)) . 

Dorm, pour dbmontrer notre theorbme, il suBit de demontrer l’existence de 

K2(Pl, P2>, pr + ~2 = m, Pi = (1 + o(l)) 5, P2 = (1 + 41)) ; 

ne differant de 9(x1, . . . . x,) que par o(m”) a&es. 11 est done clair qu’on peut 
supposer, sans perte de g6ntkalit6, tous les sommets de Y(n ; r) de valence 

> z (1 + o(l)) ; cette hypothbse sera toujours faite dbsormais. (Nous n’aurons 
2 

plus maintenant a utiliser I = T (1 + o(l)) ; 1 > cn2 est suflisant, mais ceci 

n’est pas en fait une amelioration, car de notre hypothbse 

on dkduit 

4x3 = (1 +- o(l));, i = 1 , . . . . n , 

1 = $ (1 -I- o(l)). ) 

On dit qu’une a&e de Q(n ; I> est CC mauvaise N si elle est contenue settlement 
dans o(n) triangles de $(n ; r). Supposons d’abord que S(n ; r) ait au moins n 
arCtes mauvaises. Du th6oreme d’Erd&Stone on d&duit qu’il y a des sommets 
xi, . . . . x1, yl, . . . . y, tels que toutes les a&es (xj, yj), 1 < i, j < t sont mauvaises. 

Maintenant tous les sommets Xi, y, &ant de valence (1 f o(l)) i et toutes 

les a&es (xi, yj) &ant contenues dans o(n) triangles, un argument simple 
montre que les n - 2 t sommets restants de 9(n ; l) peuvent &tre divisbs en 
deux classes (en negligeant o(n) sommets) 

Zl, .**, z,, , * WI, . . . . W UZ’ u1 = (1 + o(l));, u2, = (1 + o(l)) ; 
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telles que tous Ies xi sont joints k tous les 2 et tous Ies yj sont joints g tous les w. 
Si les deux graphes B(z,, .,., z,,) et g(w,, . . . . w,,) ont o(nn”) a&es, un calcul 

simple montre alors que K,(u,, u,), de sommets zl, . . . . z,~, wi, . . . . w,, differe 
de 9(n ; I) de o(n2) a&es, ce qui d6montre notre theoreme (il est clair qu’on 
peut negliger les n - ui - uz = o(n) sommets restants). 

Si par exemple S(zi, . . . . zUi ) n’a pas o(n*) ar&tes, alors du theoreme d’Erd&- 
Stone, on deduit qu’il contient un K2(t, t) de sommets zl, . . . . z, ; .zl+i, . . . . zpt. 
Mais alors, il est clair que le graphe %(x1, . . . . X, ; zl, . . . . z,, ztf i, . . . . zzJ contient 
un K3(t, t, t) ce qui contredit notre hypothese. 

On en deduit qu’on peut supposer le nombre da&es mauvaises &gales 

B o(n’). 11 y a done G (1 -t o(l)) a&es chacune contenue dans rn triangles, 

I1 en resulte que 9(n ; r) contient un &(t, t, t). (En fait on utilisera seulement 
le fait que B(H ; s> a sn2 a&es chacune contenue dans rn triangles). Soient 

e,, s > en2 les a&es de %(n ; 2) dont chacune est contenue dans au 
ZkiG rpt triangles. Soient xl’), . . . . x(‘) les sommets formant un triangle avec nr 
ei, ri > ~PZ. Formons tous les t-uples des x:!', 1 < j < ri pour tous les i, 
1 d i ,< s. On obtient ainsi 

s pi 
u 

> J cm)’ > &.n2 I r n / 
i=1 t 3’t! 00 3 t 

t-uples. Puisque le nombre total de t-uples form& a partir de n elements est 
n 

0 t ’ 
il existe un t-uple, zl, . . . . z, correspondant a au moins s(r/3)’ rz2 ar&tes ei ; 
autrement dit chacun de ces ei forme un triangle avec tous les zr, j = 1, . . . . t. 
Du theoreme d’Erd&-Stone, on deduit que ces a&es dhterminent un K,(t, t) 
de sommets x1, . . . . X, ; yl, . . . . y,. Ainsi 9(x,, ..,, xt, yl, . . . . yr ; zl, . . . . z,) contient 
un K3(t, t, t) comme il etait annor&. Mais par hypothese S(n ; I) ne contient 
pas de K3(t, t, t). Cette contradiction acheve la dbmonstration de notre thee- 
r&me. 

Avec un peu plus de soin, on peut prouver le resultat plus fort suivant : 

Soit S(n, Z), avec I = G (1 + o(l)), un graphe qui ne contient pas de 

K,(r, t, t) pour t = o(log n). Alors il y a un 
r-1 

K-,(Pl, ***9 p,-J, avec C pi = II, pi = (1 -l- o(l))%, i = 1, ..,, P - 1 
i=l 

qui differe de %‘(n ; Z) par o(n’) a&es. 
La preuve pour r > 3 ne differe pas substantiellement de celle pour r = 3. 

Comme dans ce cas, on montre d’abord qu’on peut supposer, sans perte de 

gerkalit6, tous les sommets de %(n ; r) de valence > n 
( 
1 - 5 + o(1) 

) 
. 

On dit qu’un (r - I)-tuple xi,, ..#, xiPel pris parmi les sommets xi, ,.., X, de 
Thhrie des grophes, Rome 1966 10 



130 P. ERDOS 

%(pt ; 1) est mauvais, si il y a seulement o(n) xj tels que tome a&e du r-tuple 
complet (xix, . . . . xiewl, Xj> appartient a G(n ; r). Ensuite, comme pour I = 3, 
on suppose d’abord que le nombre des (r - l)-tuples mauvais est superieur 

ii& 
n i ) r- 

1 . On complete la demonstration comme dans le cas Y = 3 ; mais au 

lieu du theoreme d’Erd&-Stone, on utilise le resultat suivant [7]. Soient 

une famille de (r - I)-tuples form&e a partir des sommets x1, . . . . x, ; il y a alors 
(U - 1) t sommets Xi (j’,1<~i~;1~jdr-l,telsquelest’~‘(r-l)-tuples 
(x$t’, xi:‘, . . . . xi:_;” } sont des e. 

Dans le second cas, il y a seulement u (I - l)-tuples mauvais. 11 

n’est pas difficile d’en deduire que s(n ; r) contient plus de sn’(r - 1)-tuples 
complets, tels que pour chacun d’entre eux, il y a au moins rn sommets joints 
a tous les sommets du (r - 1)-tuple. En utilisant ce resultat et [7], nous pou- 
vons achever la demonstration comme dans le cas r = 3. 

On peut prouver par la m&me methode le resultat suivant, plus incisif : 

tout 9 n;; l- 
( ! 

1 
--& 
r-l >) 

ne contenant pas de K,(t, . . . . t), contient, pour y1> n,(n, t, E), un sowgraphe 

(r - 1)-chromatique ayant plus de 5 
( 
1 - ---& - c, E 

> 
a&es. Je viens 

juste d’apprendre que M. Simonovits a demontre independamment ce resultat 
par une methode differente. 


