SOME RECENT RESULTS
ON EXTREMAL PROBLEMS IN GRAPH THEORY
(Results)

P. ERDOS *

Three vears ago I gave a talk on extremal problems in graph theory at
Smolenice [2]. T will refer to this paper as I. I will only discuss results which
have been found since the publication of 1. n(%) will denote the number of
vertices, V(%) the number of edges of 4. 9(n ; /) will denote a graph of n vertices
and / edges. The vertices of ¥ will be denoted by letters x, y, ... ¥(x,, ..., x)
will denote the subgraph of ¥ spanned by the vertices x,, ..., x;. v(x), the
valence of x, denotes the number of edges incident to x. (%) will denote the

chromatic number of %, K, the complete graph of r vertices ¥ (r : (;) ) .

K.(py, ..., p,) denotes the complete r-chromatic graph with p, vertices of the
i-th colour in which every two vertices of different colour are adjacent. C,
is a circuit having n edges.

Denote by f(n;%,, ..., %,) the smallest integer so that every

Y(n;f(n; %, ... %)

contains at least one of the graphs %,,i = 1, ..., k as a subgraph. For the older
literature on this subject I refer to I. Here I only state that in 1940 Turédn [9]
determined f(n ; K,) for every r = 3, he proved

n? 1
) fn;K)=(1+ 0(1))7(1 - :_l)

In fact Turdn gave an explicit formula for f(#; K,) and determined the
structure of the unique %(n;f(n; K,) — 1) which does not contain a K,
but (1) suffices for our purpose.

In a forthcoming paper [3] Simonovits and I proved the following result :
Put

r= min x%).
1<igk

Then

7)) lim f(n; %, ... $in’ = %(] - ,.__]__1)

n=o

(*) Magyar Tudomdnyos Akadémia Matematikai Kutaté Intézete, Budapest, Hungary.
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In other words the asymptotic relation (1) holds in the general case too.
(2) Follows easily from a theorem of Stone and myself [4] which states that
if n > ny(py, ..., p., &) then every

2 (-5t +4)
g(ﬂ ,? 1 - m + &
contains K.(py, ..., p,).

Recently I succeeded in proving the following stronger theorem : There is
an A = A(g, r) so that for n > ny(e, r) every

@(H,E 1 —;“_'——1'4'8
contains a

(3) Kr(pls ] Pr) Wlth Pr >

In particular (3) implies that every
n? 1 )
@(ﬂ,?(l —m'i‘s )
contains a

) K,([e(og )71, ..., [c(log m)*""7*]).

In [4) we only proved (4) with (log,_; #)' ¢ instead of c(log n)*""~* (log, n
is the r-fold iterated logarithm). It seems probable that both (3) and (4) are
best possible, but this has been proved only for » = 2. In this paper we will not
prove (3) and (4).

I have obtained the following sharpening of the theorem of Simonovits and
myself :

Consider any one of the extremal graphs 4(n; f(n; 9, ..., 4,) — 1) which
does not contain any of the graphs %, ..., %.. Then there is a graph

r—1 n .
Kr—-l(Pb vy Pr— l)s ‘-Zl Di=n, = (1 + 0(1)) m yi=1l.,r—1,

so that our 4(n;f(n; %, ..., %) — 1) is obtained from this

Kr— l(pl’ '--:pr—l)

by adding and subtracting o(n*) edges.
In fact I can prove the following stronger.

Theorem. Let r > 3, and 9(n;l),



SOME RECENT RESULTS ON EXTREMAL PROBLEMES 119

be a graph which does not contain a K(1, ..., 1) for some fixed t. Then there is a
r—1

n .
Ks o Beh T 0= p= (14 0D) 72y, i=bonr=1

which can be obtained from our %(n ;1) by adding and subtracting o(n®) edges.

Let (%) = r. Then for sufficiently large ¢, ¥ is contained in a K({, ..., 1).
Thus our theorem is stronger then the previous assertion.

We will later prove the theorem for r = 3 and only outline the proof for
r>3.

Now we state without proof some further recent results : Let 3(¥) = 2. The
graph (% ; k) is defined as follows : Let y, ..., ¥, be k new vertices ; (¢ ; k) is
obtained from % by adding the k& new vertices y,, ..., ¥, and by joining each of
the y;, i = 1, ..., k to all the vertices of %. I proved

2
®) fns@30) <G +af(n;9).

Kovdri and the Turdns proved that [8]
(6) f(n;Ky(r,0) < ¢ n®~ ',

2
n s ; :
In 1. I stated that every ¢4 (r: ey + cn? ”’) contains a Ki(7, r, r). In view of

(6), (5) immediately implies this result.
Simonovits and I conjectured that for every ¢ :

2
™ f(n;?):%(l—-r—i—l)+cn“+o(n"), W% =r

for some 0 < o = «(%) < 2. (7) if true will not be easy to prove. If (%) = 2
(7) would imply

(8) lim f(n;%)/n*=c (c>0)

n=c

for some 0 < o < 2. We are very far from being able to prove (8). If 4 = C,
then recently Brown and independently V. T. S6s, Rényi and I [5] proved that

1

lim f(n; Cyn¥? ==
"= 2

(In L I conjected that the above limit is 1/2 V2.
Brown [1] recently proved that

F(n3K3,3) > e 02

Brown’s proof seems to break down for » > 3 and does not prove the exis-

tence of
lim f (n ; K,(3, 3)/n°" .
n=om
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The determination of «(%) seems to be a very difficult question. Perhaps the
following result holds : Let the vertices of ¢ be x, ..., x,. Put

%) = min v(x), v™(%) = max o(%(xy, ..., X))
1<isn

where x;, ..., x, runs through all the 2" subsets of x,, ..., x,. Then
) f(n; % < cn? 1@

(9) is known if & is K,(r, r). I can also prove (9) if ¢ is the graph determined
by the vertices and edges of a cube. In this case probably
1 5

@ 3

(%) =

U¥) = *(Ce) = 2and

f(n; Ce) < cn*3. A very special case of (9) was conjectured in [6]. It seems
that «(%) can take on only the values 1 + i, k=2,3,...and2 — i shi= L2

Now we prove our theorem. Assume first » = 3. We have to show that if
l= —(l + o(1)) and %(n ; I) does not contain a K;(z, t, ¢) for some fixed ¢ then

there isa
n
Kypisp)s pPi+pP2=n, p =(1 +0(1))§» p: = (1 +°(l))%

and %(n ;!) differs from K,(p,, p,) by o(n*) edges.
First of all we can assume that all but o(n) vertices of our %(n ;) have

2(l + o(1)). For if this would not be true let x,, ..., x;, k = [en]
(¢ > 0 is small positive number independant of n), be the vertices of ¥(n ;)
of valence <%(1 — ¢). But then we see by a simple computation that

(c > cle))

valence >

(10)  (F(xpr1s s Xa)) = (l + o(1)) — _(l —c) > (l +n),

n=mngc)>0.

(10) implies by the Erdos-Stone theorem that %(x;, ..., x,) and therefore
our %(n ; ) contains a K;(¢, ¢, t) which contradicts our assumption.
Let now

(11) xl'! ey xms m = (l + 0(1)) n
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be the vertices of %(n ; I) which have valence > %(l + o(1)). By (11) it follows

that the valence of all the vertices of 4(x,, ..., X,,) (in %(x, ..., x,,)) is

Z(1 + o) = 5(1 + o(D))
also, by (11)
an V@ x0) = "o (1 + 0D) = "2 (1 + o).

Thus to prove our theorem it will suffice to show that there is a

K@op), pitp=m,  po=(l+0)F.  pa=(1+00)7,

which differs from %(x,, ..., x,,) by o(m?) edges. Thus it is clear that without
loss of generality we can assume that all the vertices of our %(n; [) have

valence > g (1 + o(1)), and henceforth we will always make this assumption (*).
An edge of %(n ; I) is called bad if it is contained in only o(n) triangles of our
%(n : I). Assume first that %(n ; [) has at least en® bad edges. By the Erdds-Stone

theorem there are vertices Xy, ..., X, ; 1, ..., ¥ S0 that all the edges (x;, y;),
1 < i,j < t are bad. Now since each of the vertices x; and y; have valence

(L+ o(l))g and each of the edges (x;, y;) are contained in o(n) triangles, a

simple argument shows that the remaining n — 2 t vertices of our %(n ; /) can
be divided into two classes (neglecting o(n) vertices)

B g a3 Wiy eves Wy s u, = (1+ o(l));, u, = (1 + o(1)) %

so that all the x; are joined to all the z’s and all the y; are joined to all the w’s.

If both graphs %(z, ..., z,,) and %(w,, ..., w,,) have o(n”) edges then a simple
computation shows that the K,(u;, u,) having the vertices z;, ..., Z,, 3 Wi, <oy Wy,
differs from our %(n ; [) by o(n*) edges which proves our theorem (the remaining
n — u, — u, = o(n) vertices can clearly be ignored). If say 4(zy, ..., z,,) does
not have o(n?) edges then by the Erdos-Stone theorem it contains a K,(1, f)
having the vertices zy, ..., 2 Zy+ 1 ---» Z2,- But then the graph %(xy, ..., X Zy, ..,
Ziy Ze 415 s Z24) Clearly contains a K;(¢, £, t) which contradicts our assumption.

Henceforth we can thus assume that there are o(n*) bad edges. Thus there

2
arc% (1 + o(1)) edges each of which are contained in rn triangles. We now

2
(*) We now no longer will have to use I = % (1 + o(1)), I > ¢n? would suffice, but this is no

2
real gain since our assumption v(x;) = (1 + o(1)) g , i =1, .., n already implies ! = % (1 + o).
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deduce from this assumption that %(n ; [) contains a K;(t, f, ¢) (in fact we will
only use that %(n ; /) has en” edges each of which are contained in 2 triangles).
Let ey, ..., &, 5 > en” be the edges of %(n ; I) each of which are contained in at
least rn triangles. Let x{”, ..., x? be the vertices which form a triangle with
e, r; > rn. Form all possible rtuples from the x{’,1 <j<r; for all i,
1 < i < s. In this way we get

5 1 i
=1\t 3¢l 3/ \t
. (n
t-tuples. Since the total number of #-tuples formed from » elements is ( )
t

t
there is a #-tuple say z,, ..., z, which corresponds to at least ¢ (;) n* edges

e, — in other words each of these e, form a triangle with all the z;, j=1, ..., &.
By the theorem of Erdds-Stone these edges determine a K,(#, t) with the verti-
CES Xy, vy Xg ) Vis evey Yoo Thus finally F(xy, weep Xy Y1 coos Yoo Z15 4105 Z¢) CODLAINg
a Ks(t, 1,1) as stated. But by our assumption our %(n ;/) does not contain
a K;(z, t, t). This contradiction completes the proof of our theorem.

By slightly greater care we could prove the following stronger statement :

2
Let ¥(n; D), [ = ?4—(1 + o(1)) be a graph which does not contain a Kj(t, ¢, t)

for t = o(log n). Then there is a

r—1 n .
K"—l(pl’ i pr—l)* i—zl b= n, i = (1 o 0(1))?"——-7’ b= I,...,l’ =]

which differs from our %(n ; I) by o(n*) edges.
The proof for r > 3 does not substantially differ from » = 3. As in the case
r = 3 we first show that without loss of generality we can assume that every

vertex of %(n;[) has valence = n (1 — r—i—l + o(1)}. An (¢ — 1)-tuple

Xiys eees Xy, ., formed from the vertices x,, ..., x, of %(n; /) is called bad if there are
only o(n) of the x; so that each edge of the complete r-tuple { x;,, ..., X;,_,. X; }
belongs to our %(n ; I). Now as in the case r = 3 we first assume that there are
more than & 5 " I bad (r — 1)-tuples. We complete the proof as in the case
r = 3 only instead the Erdds-Stone theorem we here have to use the following
result [7] : Let ey, ..., €7 > no(s, k, 1)k > ¢ " ) be a family of (r — 1)-
tuples formed from the vertices x;, ..., x,. Then there are (r — 1) ¢ vertices
P 1<i<t;1<j<r—1so that all the 7! (r — 1)-tuples { x{, x2, ...,

In the second case there are only o . f l) bad (r — 1)-tuples. It is not
difficult to deduce then that our %(n ; /) contains more than én”~! complete
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(r — 1)-tuples so that to each of them there are at least rn vertices each of
which are joined to all the vertices of the (r — 1)-tuple. Using this result and
[7] we can complete the proof as in the case r = 3.

By the same method we can prove the following sharper result :

2
every ?(n;%(l —ril—a))

which does not contain a X,(, ..., t), contains for n > ny(r, t, &) an (r — 1)-
\ i < 1 .
chromatic subgraph having more than fz— (l e s) edges. I just

learn that Mr Simonovits proved this independently by a different method.
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RESULTATS RECENTS

SUR LES PROBLEMES EXTREMAUX
EN THEORIE DES GRAPHES
(Résultats)

P. ERDOS

J’ai fait une conférence & Smolence il y a trois ans sur les problémes extré-
maux en théorie des graphes [2]. Je citerai cet article comme 1. Je discuterai
sculement de résultats obtenus depuis la publication de I. On note n(%) le
nombre de sommets, v(%) le nombre d’arétes de G. On note %(n ; /) un graphe
de n sommets et / arétes. Les sommets de & seront notés par des lettres x, y, ...
et le sous-graphe engendré par les sommets xy, ..., X, sera noté G(x,, ..., x).
On notera v(x) la valence de x, ¢’est-a-dire le nombre de sommets incidents  x.
%(%) sera le nombre chromatique de ¥ ; K, sera le graphe complet de r som-

mets ¥ (r; (;)), K(p,, ..., p,) sera le graphe complet r-chromatique avec p;

sommets de la i-iéme couleur et deux sommets de couleur différente adjacents ;
C, est un circuit avec » arétes.

Soit f(n 5 %y, ... %) le plus petit entier tel que tout (n ; f(n, %y, ..., 9)))
contienne au moins un des graphes %, i = 1, ..., kK comme sous-graphe,

On consultera I pour la bibliographie ancienne du sujet. Je remarquerai
simplement que Turdn, en 1940 a déterminé f(n ; K,) ; pour tout r = 3, il a
démontré

2
) foiK) =1+ 0(1)]-’32-(1 = ?éT)

Turdn donne en fait une formule explicite pour f(n ; K,) et il détermine la
structure de 'unique ¥(n ; f(n ; K,) — 1) qui ne contient pas de X, ; ici (1)
suffira.

Simonovits et moi-méme avons prouvé le résultat suivant qui paraitra dans
un prochain article. Posons :

r= min x(%),
1<i<k

alors

@ lim 1381, . S0° = 31 = L),

n=w r—1
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Autrement dit la relation asymptotique (1) reste valable dans le cas général.
(2) s’obtient facilement & partir du théoréme suivant de Stone et moi-méme :
sin > ng(py, -.., Py, £), alors tout

n? 1 )
g(n,?(l——'—r_l"'S)

contient K, (py, -.., P,)-
Jai réussi récemment A prouver le théoréme plus fort suivant : il existe
A = A(g, r), tel que pour n > n, (¢, r), tout

_nz( 1 ))
g(n,? l_;!Tl-'-B

contient un

n
API---P.--l *

(3 K.py - ), avec  p, >

De (3) on déduit en particulier que tout

S =2+ 4)
"(”*? IR S
contient un

@ K ([c (log n)'"~'], ..., [c.(log n)'"1]).

Dans [4], nous démontrons (4) seulement avec (log,_; #)'™* et non
c(log m)*7~ ! (log, n est le logarithme itéré r fois). (3) et (4) ne peuvent sans
doute pas s’améliorer, mais ceci n’a été prouvé que pour r = 2. Dans cette
communication nous ne démontrerons pas (3) et (4).

Jai accentué ainsi le théoréme de Simonovits et moi-méme : considérons
'un quelconque des graphes extrémaux %(n ; f(n, 95, ..., %) — 1) qui ne
contient aucun des graphes ¥, ..., % Il existe alors un graphe

Kr—l(Pla it pr—l) ’

n
r—1’

= Ly = Ly

r—1
avec Y pi=mn p=(1+0(1)
i=1

tel que %(n ; f(n ; %1, ..., %) — 1) s'obtienne a partir de K,_; (py, -..s Pr-y)
par addition et soustraction de o(n?) arétes.
En fait, je peux démontrer le résultat plus fort suivant :

Théoréme. Soient r = 3, 9(n ; I), avec

nz(
I—E 1 -

+ o(l))

r—1
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un graphe qui ne contient pas de K,(1, ..., t) pour un t fixé ; il existe alors un
r—1 n ]
Kr—l(Pl’ (] .pr—l)’ IEI b= n, p= (1 + 0(1))}'_;_'1 y P= 1, ey T 1

qu’on peut obtenir de %(n ; I) par addition et suppression de o(n?) arétes.

Soit ¥(%) = r. Alors pour ¢ assez grand, ¢ est contenu dans K(f, ..., ).
Notre théoréme est donc plus fort que I’assertion précédente.

Nous démontrons ce théoréme plus loin pour r = 3 ¢t nous esquisserons
la preuve pour r > 3.

Enongons maintenant quelques résultats récents sans démonstration. Soit
(%) = 2. On définit le graphe (¥ ; k) comme suit : soient y,, ..., ¥4, K nouveaux
sommets ; (% ; k) s’obtient & partir de % en lui ajoutant ces k£ nouveaux sommets
et en joignant chacun des y;, 7 = 1, ..., k & chacun des sommets de 4.

Je démontre

2
®) fs@;0) <G+ afn:9).

Kovdri et Turdn ont démontré [8].

(6 T Ralrsn)) < opn® ™47,

n
4
ce résultat provient immédiatement de (5), compte tenu de (6). Simonovits

et moi-méme conjecturons que pour tout % :

Dans I, j’établis que tout (ﬁ(n, + en®~Yr| contient un Ki(r, r, 1) ;

D f(n;% = ili(1 - ) +cn®*+ o(n"), (¥ =r

2 r—1

pour un «, avec 0 < o = (%) < 2. Si(7) est vrai, il ne sera pas facile & démon-
trer. Pour y(%) = 2, (7) entrainerait

(8) limf(n;%Mm*=c¢ (c>0)

"=

pour un a, avec 0 < o < 2. Or nous sommes trés loin de pouvoir démontrer (8).
Pour ¥ = C,, Brown et indépendamment V. T. Sés, A. Rényi et moi-
méme [5] ont prouvé récemment :

lim f(n; C/n®'? = %

(Dans 1, j°avais conjecturé que cette limite était 1/2 +2)
Brown a récemment démontré [1] :

Fln:K(,3) > e3n*?.
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La preuve de Brown semble échouer pour r > 3 et elle ne démontre pas
I’existence de

lim f(n; K,(3, 3))/n*"? .

n=a

La détermination de «(G) semble une question trés difficile. On a peut-étre
le résultat suivant ; soient x,, ..., x, les sommets de G. Posons :

(%) = min u(x,), v*(%) = max o(%(xq, ..., %))
1<i<n
ol x,, ..., X; appartiennent aux 2" sous-ensembles de x4, ..., x,. Alors :
© f(n;% < en? ")

(9) est vrai pour ¥ = K,(r, r). Je peux aussi le démontrer si ¢ est le graphe
sommets et arétes d’un cube. On a probablement dans ce cas

B o B
vi(% 3
Mais (%) n’est certainement pas toujours égal & 2 — l— Ainsi on a

v*(¥)
v¥(Cg) = 2 et f(n; Cg) < cn*3. On a conjecturé un cas trés particulier de (9)
dans [9]. Il semble que «(%) ne puisse prendre que les valeurs

1 1
1+E’ k=2,3,..., et 2—;, k=1,2...

Nous démontrons maintenant notre théoréme. Supposons d’abord r = 3.
On doit montrer que si

=§;(l +o(l)) et %(n;l)
est un graphe ne contenant pas de Ks(¢, ¢, ) pour un ¢ fixé, alors il existe un
Ky(py, p2), avec py+p,=n, p=(1+ 0(1))%, P =(1+ 0(1))%
tel que %(n ; I) et Ky(p,, p,) ne différent que par o(n?) arétes.

On peut d’abord supposer que tous les sommets de %(n,[), 4 I'exception de

¢(n), ont une valence > 5 (1 + 0(1)) En effet, si cela est faux, soient xy, ..., X

les sommets de %(n ; [) de valence < 3 (l — ¢), avec k = [en] (¢ > 0 est

un nombre positif, petit, indépendant de »). Mais alors un calcul simple
montre (¢ > ¢(e))

(10) o(% (s 15 ...,x,)), (1 + (1))-—(1 s o w8l

n=n c)>0.

k)*
3 (1+n),
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Par le théoréme d’Erdés-Stone on déduit de (10) que %(xpyqs +.ns X,) €t
donc #%(n ; [) contient un K,(t, ¢, ¢) ce qui contredit notre hypothése.

Soient maintenant
(11) Xy eees Xy 1= (1 + o(D)) 1,
les sommets de %(n ; I) de valence > % (1 + o(1)). De (11), on déduit que la

valence de tous les sommets de %(xy, ..., x,) (dans %(x,, ..., x,)) est

% (1 + o(1)) = ; (1 + o(D));
de méme, par (11),
m? n?
o(F(xgs ooy X)) = T (1 + o)) = T (1 + o(1)).
Dongc, pour démontrer notre théoréme, il suffit de démontrer I'existence de
m m
Kypi» 22, Pi+pr=m  p=(1+o0))5, p2=(1+0D)7
ne différant de %(x,, ..., X,) que par o(m?) arétes. Il est donc clair qu'on peut

supposer, sans perte de généralité, tous les sommets de ¥(n ; /) de valence

= g (1 + o(1)); cette hypothése sera toujours faite désormais. (Nous n’aurons

2
plus maintenant & utiliser / = % (1 + o(1)) ; I > cn* est suffisant, mais ceci

n’est pas en fait une amélioration, car de notre hypothése

o) = (1 +o()5, i=1.,n,
on déduit

2
=" (14 o). )

On dit qu'une aréte de %(n ; [) est « mauvaise » si elle est contenue seulement
dans o(n) triangles de %(n ; I). Supposons d’abord que %(»n ; I) ait au moins n
arétes mauvaises. Du théoréme d’Erd&s-Stone on déduit qu’il y a des sommets
X1, veey Xgs V1» vy Vg tels que toutes les arétes (x, ;), 1 < i,j < t sont mauvaises.

Maintenant tous les sommets x;, y; étant de valence (1 + o(l))%et toutes

les arétes (x;, y;) étant contenues dans o(n) triangles, un argument simple
montre que les n — 2 ¢ sommets restants de %(n ; [) peuvent étre divisés en
deux classes (en négligeant o(n) sommets)

By B, T W ks Wt u; = (1 + o(l))%, u, = (1 + o(l})%
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telles que tous les x; sont joints & tous les z et tous les y; sont joints & tous les w.

Si les deux graphes %(zy, ..., z,,) et (w, ..., w,,) ont o(n”) arétes, un calcul
simple montre alors que K,(u;, #,), de sommets zy, ..., z,,, Wy, ..., W,, differe
de %(n ; I) de o(n?) arétes, ce qui démontre notre théoréme (il est clair qu'on
peut négliger les n — u, — 1, = o(n) sommets restants).

Si par exemple %(zy, ..., z,, ) n’a pas o(n?) arétes, alors du théoréme d’Erdés-
Stone, on déduit qu’il contient un K,(¢, t) de sommets zy, ..., 2, 5 Zoy gy wey Zpe
Mais alors, il est clair que le graphe @(x;, ..., X, Z1s «vvs Zos Zos 15 -0 Z2,) CONtient
un K5(z, ¢, t) ce qui contredit notre hypothése.

On en déduit qu on peut supposer le nombre d’arftes mauvaises égales

do(n*). llya done - (1 + o(1)) arétes chacune contenue dans rn triangles.

Ii en résulte que %(n ; I) contient un K,(, t, £). (En fait on utilisera seulement
le fait que %(n ; I) a en® arétes chacune contenue dans rn triangles). Soient
€1, ey €5, § > en? les arétes de %(n ; I) dont chacune est contenue dans au
moins rn triangles. Soient x{?, ..., xf) les sommets formant un triangle avec
e, r; > rn. Formons tous les f-uples des x“’ I € j <€ r, pour tous les i,
1 € i < s. On obtient ainsi

s t t
et
.t;l(f) e 3%t} s 3/ \t

t-uples. Puisque le nombre total de t-uples formés a partir de # éléments est (f) )

il existe un r-uple, z,, ..., z, correspondant & au moins &(r/3)’ n* arétes e, ;
autrement dit chacun de ces e; forme un triangle avec tous les = L g ?
Du théoréme d’Erdés-Stone, on déduit que ces arétes déterminent un K,(t, £)
de SOMMELS Xy, ..., X; 5 Vyy eees Yy AINSTZ(X1, ooy Xpy Yy ooes Yo 3 215 -0, Z,) CONtient
un K;(t, ¢, t) comme il était annoncé. Mais par hypothése %(n ; I) ne contient
pas de K;(t, t, t). Cette contradiction achéve la démonstration de notre théo-
réme.
Avec un peu plus de soin, on peut prouver le résultat plus fort suivant :

Soit %(n, ), avec I = y (1 + o(1)), un graphe qui ne contient pas de
K,(t, t, t) pour t = o(log n). Alors il y a un

r—1
Kr—l(pls shey Pr-vl)r avec :—21 pp=n p= (1 + 0(1))——-,i = 1 = 1

qui différe de F(n ; ) par o(n?) arétes.

La preuve pour r > 3 ne différe pas substantiellement de celle pour r = 3.
Comme dans ce cas, on montre d’abord qu’on peut supposer, sans perte de
+ a(l)) :
On dit qu’un (r — 1)-tuple x;, ..., X, _, pris parmi les sommets xl, vy X de
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généralité, tous les sommets de %(n; [) de valence > n (l -
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%(n ; I) est mauvais, si il y a seulement o(n) x; tels que toute aréte du r-tuple
complet {x;, ..., X; _,, x;} appartient & G(n ; /). Ensuite, comme pour r = 3,
on suppose d’abord que le nombre des (r — 1)-tuples mauvais est supérieur

3 n 5 ; .
ae (r 1) . On compléte la démonstration comme dans le cas r = 3 ; mais au

lieu du théoréme d’Erdés-Stone, on utilise le résultat suivant [7]. Soient
n
€15 oors Cis n > nyle, k, 1), k>¢e (r B l)

une famille de (r — 1)-tuples formée a partir des sommets x,, ..., X, ; il y a alors
(r — 1 tsommetsx’, 1 <i<t;1<j<r— 1, telsqueless” ' (r — 1)-tuples
{0, 2, ..., 2=} sont des e.

L

Dans le second cas, il y a seulement a( )(r — 1)-tuples mauvais. Il

r—1
n’est pas difficile d’en déduire que %(n ; /) contient plus de en"(r — 1)-tuples
complets, tels que pour chacun d’entre eux, il y a au moins rn sommets joints
a tous les sommets du (» — 1)-tuple. En utilisant ce résultat et [7], nous pou-
vons achever la démonstration comme dans le cas r = 3.

On peut prouver par la méme méthode le résultat suivant, plus incisif :

(-7-9)
tout g(rl,—z—l—-r_l—-s

ne contenant pas de K,(t, ..., ), contient, pour n > ny(n, ¢, &), un sous-graphe

2
(r — 1)-chromatique ayant plus de 52" (1 - n_l—T - ¢ a) arétes. Je viens

juste d’apprendre que M. Simonovits a démontré indépendamment ce résultat
par une méthode différente.



