A STATISZTIKUS CSOPORTELMELET
EGYES PROBLEMAIROL*

irta: ERDOS PAL és TURAN PAL

Szdazadunk matematikdja gazdag jellemzé ) vondsokban. Az els6 mindjdrt
a szdzad legelején jelentkezett a valds fliggvénytanban BOREL és LEBESGUE azon
észrevételével, hogy szamos tétel sokkal elegdnsabban és dttetsz6bben mondhat6 ki.
ha egy ,.kis” halmazt figyelmen kiviil hagyunk. A nyert tételek frappdns volta
a matematika majdnem minden teriiletén hatott és ez aldl az algebra sem volt
kivétel; elég VAN DER WAERDEN azon tételére gondolnunk, mely szerint fix n-re
egy jol meghatdrozott értelemben majdnem minden raciondlis egész egyiitthatos
n-edfoki algebrai egyenlet Galois-csoportja az S, n-edfokd szimmetrikus csoport.
A strukturdlis algebra rohamos fejlddése a hhszas években azonban ezen statisz-
tikus algebranak nevezhetd irdnyzatot teljesen hdttérbe szoritotta. Ennek kifej-
lesztése azonban véleménylink szerint még Y strukturdlis algebra szamdra is birhat
jelentdséggel. G. Cantornak a transzcendens szimok [étezésére vonatkozo bizo-
nyitdsdnak gondolatdt altaldnositva tekintsink olyan 4 strukturdkat, melyek
reprezentdlhatok egy oly R térben, melyben pl. valamilyen értelemben mérték
bevezethets. Olyasszerli kérdések, melyek bizonyos E tulajdonsdgil A struktirdk
Iétezését kérdezik, eldonthetSk lehetnek kimutatvdn azt, hogy azon A-k, melyek
E-tulajdonsdggal mem birnak, R-ben .kis” halmazt alkotnak, szemben azzal,
hogy jelenleg ilyen ecsetekben direkt konstrukcidokkal kell kisérletezniink, ami
sok tapasztalat szerint mindig joval nehezebb. Igy pl. a strukturdlis algebrdhoz
kozel dll6 kombinatorikus grdfelméletben Erpds kimutatta oly p-szdgponta
G grifok létezését, hogy sem G, sem G nem tartalmaz [4 log n]-szégpontt teljes
részgrdfot; ilyen tulajdonsdga explicite megadott grifok megaddsa sokak probdl-
kozdsa dacdra mindmdig nem sikerilt. L. BErs egy erevani elfaddsdban mult
szeptemberben dltala kleinszerlinek (kleinian) nevezett csoportok létezését mutatta
ki igy, anélkill, hogy egyetlen ilyen csoportot explicite meg tudott volna adni.
Nem lehetetlen, hogy ily moédon a végesen generdlhaté csoportokra vonatkozo
Burnside-probléma is az ismertnél joval egyszer(ibben oldhaté meg.

Jelen elGaddsban véges csoportok statisztikus elméletével foglalkozunk. Ez
esetben, ha a csoport rendje =n, R-tér gyandnt S, vdlaszthatd, a tér elemei az
n-elem{i P permutdciok €s egy R-beli halmaz mértéke a benne foglalt P-k szdma.
Igy tehdt eredményeink egyben az S,, a legklasszikusabbnak nevezhet§ véges
csoport, elméletében is 0j eredmények. A legelsS kérdés, mellyel foglalkoztunk,
a P-k csoportelméleti rendjének, O(P)-nek statisztikus vizsgdlata, melyre vonat-
kozolag D. H. LEHMER még 1963-ban kdzdlte veliink azon tapasztalatot. hogy

* Elhangzott a MTA [Il. Oszrdlyanak 1966, mdjus 18- iilésén.
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52 ERDOS P. £S TURAN P.

vaktdban kivett P-re O(P) ,kicsi”. Hogy O(P) ..nagyon nagy” sohasem lehet,
azt mdr LaNDpAU kimutatta, megmutatvdn, hogy ha

max O(P) = g(n),
akkor
(1) lim —l?gg(i) = 1.
== Vnlogn

Tehdt O(P)az a priori lehetséges n!-hoz képest mindig kicsi. Mdarmost azt taldltuk,
hogy tetszdleges kis & =0-ndl k (n)-el jeldlve azon P-k szdmadt, melyekre

I lego(P) I

@ e log? n =3

fenndll, hogy

3) T

nse pl

Tehdt az (1)-nél joval tébbet mondd (2) reldcié ..majdnem mindegyik™ S,-beli
P-re igaz. S6t, (3) fenndll azon P-k szémdra is, melyekre (2) helyett a joval er§sebb

| .
4) log O(P)— % log?n = w(n)log??n

egyenlStlenség teljesiil, hacsak

(5) Iimw(n) = + =
tetszbGleges lassan. _

Orientdcioképp jegyezziik meg, hogy azon P-k rendje, melyek kanonikus ciklus-
elGdllitdsa egyetlen n-hosszusdgh ciklusbal dll,

n= t,',‘u:'g n

tehdt ,.elég messze™ er'oe’ 6] és szdmuk mégis
1
(h—1)! = —-n!,
n

ami ,,ardnylag nagy”. Ez is arra mutat, hogy a statisztikus maximum ,,nem nagyon
éles”; tehdt, hogy mégis van, azt mutatja, hogy a tétel nem lehet felszinen mozgo.
A Dbizonyitds viltozatos segédeszkozdket haszndl fel az analizisbdl, szimelmélet-
bél, valoszinliségszdamitdsbol és algebrdbdl; ezek kiilonbdzé ardnyn részvételének
sziikségessége ezen elméletre karakterisztikusnak ldtszik. A bizonyitds részleteibe
itt belemenni mdr csak azért sem érdemes, mert az kevéssel ezelStt a Zeitschrift
fiir Wahrscheinlichkeitstheorieban megjelent;' ez kiadja azt is, hogy ha P kanonikus
ciklus-clgdllitdsdban felléps kiilonbozd ciklushosszak

Hy=Hy=..=<H,
' Bd. 4 (1965) p. 175—186.

MTA Il Osztdly Kozleményei 17 (1967)



A STATISZTIKUS CSOPORTELMELET EGYES PROBLEMAIROL 53

akkor ,.majdnem mindegyik’ P-re
O(P)

(6) e—‘.ugn([ug]ogn)" —_ oo I

T A Agy

Ennek birtokidban elérhetonek ldtszik annak igazoldsa, hogy az O(P) csoport-

elemrend ,logaritmikusan Gauss-closzlds™, azaz tetszdlleges valds c-re azon P-k
szamdt G (n)-el jeldlve, melyekre

) logO(P) = % log® n + ¢ log3/2 n,

fenndll a
S %
lim Gen) e ! e 2 4a
! ns= pl 2n

reldcio®. Megjegyezziik, hogy a bizonyitdsok minden nehézség nélkiil kidolgoz-
hatok lettek volna, tigy, hogy limeszreldcid helyett minden egyes véges n-re fenndllo
egyenlGtlenségeket adjanak ki.

Ezen eredmények mds alakban is kifejezhetSk. Jelentds szerepet jdtszanak
‘a matrixelméletben az nX#-es permutdciomatrixok melyek minden sora csupa
0-bal és egyetlen 1-esbél dll és az egyes l-esek oszlopindexei az 1,2, ..., n elemek
egy P permutdciojdt alkotjdk. Ezen matrixok, mint kOnnyen lathato, a matrix-
szorzdsra nézve csoportot alkotnak, mely izomorfa P-k alkotta permutdciocsoporttal.
Tehat az dsszes tételek, melyeket S, -re mondottunk vagy ki fogunk mondani, dlla-
nanak az n X n-es permutdciomatrixok multiplikativ csoportjdra is.

A kimondott tétel, bdr egyszer{i tdrvényszeriiséget ad meg O(P)-re majdnem
mindegyik P-re, tdvolrdl sem vildgit meg egy csomd egyéb kérdést, az O(P) rend
eloszldsi kérdéseit ,,tdvol™ az e!log*n értektdl (persze a Landau-féle

1=0(P)=el +e)ulogn

kozben). llyen felviligositasok lennének nyerhet8k az O(P) kiilénbdzG momentu-
mainak ismeretébdl, ami rogton felszinre hozza az O(P) rend

1
M, = E‘,ZO(PJ

vdrhato értékének kérdését. Erre vonatkozdlag azt taldltuk, hogy alkalmas pozitiv
numerikus ¢, -el

I

logn .

(8) Ml — ecj
valészini, hogy

T n
log n

2 Ezt azéta be is bizonyitottuk ; e bizonyitds a tirgya sorozatunk 11I. dolgozatanak.

létezik és véges.
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A csoportelmélet sok kérdésében nem annyira az O (P)-rend értéke, mint inkdbb
aritmetikai strukturdja fontos. Ennek illusztrdldsdra elég megemliteni FROBENIUS
kovetkezd tételét, melybdl pdr sorban nyerte, hogy négyzetmentes rend{i csoport
mindig feloldhato: e tétel szerint, ha m négyzetmentes és

m=kl,

ahol /minden primfaktora nagyobb k& minden primfaktoranadl, akkor minden m-rendii
csoportban éppen / olyan elem van, melyek rendje / osztéja.®> Egy varsoi elGadds
utdn A. SCHINZEL azt a kérdést vetette fel, hogy vajon igaz-e, hogy majdnem minden
P-re O(P)pédros. Kimutattuk, hogy ez igaz, s6t sokkal tobb is; majdnem minden
P-re O(P) oszthato minden p* primhatviannyal, mely

) E_EEH_{I_J_:,’I_Ogloglog_nbLn)}q
log logn loglogn  loglogn

hacsak w(n) -~ tetszOleges lassan. Azon tovdbbi kérdésre, vajon e tétel mennyire
Jjavithato, a felelet az, hogy lényegileg nem, amennyiben kimutattuk, hogy majdnem
minden P-re O(P) nem oszthatd legalibb egy oly p primszamnak madr elsé hat-
vanydval sem, mely

(10) _ logn {I 3logloglogj w(n) }

2 log log n loglogn loglogn

hacsak w(n)-<o. Igen valoszinii, hogy tetszbleges valds ¢ mellett azon P-k szima,
melyekre O(P) legaldbb egy, a

an log n {]+310gl(‘nglognr ¢ }

loglogn “loglogn loglogn

mennyiséget meg nem halado p primszdmmal nem oszthatd, n!-al osztva n —==-te
egy ,(¢) hatdrfliggvényhez tart.

E tételek két elegdns konzekvencidja kiilon emlitést érdemel. ElGszor 1s, ha
b tetsz6leges pozitiv egész szam, gy majdnem mindegyik P rendje oszthato b-vel.
Masodszor, majdnem mindegyik P rendje nem négyzetmentes.

Eddig az O(P)-rend .kis” primfaktorainak statisztikus vizsgdlatdval foglal-
koztunk. Milyen statisztikus tételek dllithaték az O(P)-rend ,.nagy” primfaktorai-
rol? Ha f(P) jelenti az O(P) maximilis primfaktordt, akkor azt taldltuk, hogy
majdnem minden P-re (a trividlis f( P)=n-en tilmendleg)

. ——Yiogn
(12) f(P) = ne o
hacsak # — ==, Tehdt majdnem mindegyik F olyan, hogy O(P)-nek nincs ,,til nagy”
primfaktora. Hogy e tétel is csak keveset javithatd, azt azon tovdbbi eredményiink
mutatja, hogy majdnem minden P-re
(13) f(P) = ne=wmViogn,
Ez érdekes kontrasztbam dll a raciondlis egészeknél fenndlld ténydlldssal; mig

* ,Uber auflssbare Gruppen 1, 11", Sitzungsber. der Berliner Akademic 1893,
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(12)—(13)-bol kovetkez6leg majdnem mindegyik P-re (azaz legfeljebb o(n!) kivétellel)

O(P) olyan, hogy maximdlis primfaktora
1

= logn
ne—omiloen &g pe w(ﬂ)lfogu

kozétt van, addig az n-et meg nem halado egészek maximdlis primfaktordra ilyen
éles tétel nincs; igy azon egészek siirlisége, melyek maximadlis primfaktora n* és n?
kozé esik (1 =a= ff=1), konnyen ldthatolag

= Z —]-—u logﬁ

—, ha n-res,
l“‘épénﬂp Of,

tehdt pozitiv. Valdszinii, hogy itt tetszSleges pozitiv ¢ mellett azon P-k szdma, me-
lyekre O(P) maximdlis primfaktora

-
nl-al osztva itt is egy Y,(c) hatdreloszldshoz tart.

A (9) tétel mellékesen azt is kiadja, hogy majdnem minden P-re O(P) ,.eléggé
Osszetett”, legaldbb

. log n
(14} (1 — E) —{—lgg [og n)z H=n, (E)
kiilonb6zé primfaktora van. Ez felveti azon kérdést, vajon fenndll-e pontosabb
statisztikus tdrvényszerliség U(P)-re, az O(P) rend kiilonbozs primfaktorainak
teljes szamdra is. Azt taldltuk, hogy majdnem mindegyik P-re

(15) U(P)=(1+0(1))logn log log n

¢s ugyanez all V(P)-re is, az O(P)-ben fellépd dsszes primfaktorok szamdra is
(azokat multiplicitds szerint véve). Tehdt a (14) alatti primfaktorok az 8sszeseknek
csak kis részét adjdk majdnem mindegyik P-re. A (15) alatti tétel analégidban
dll a raciondlis egészeknél fenndllo ténydlldssal, amennyiben HARDY—RAMANUJAN
tétele szerint az m egészre a kiilonboz8 primfaktorok szamdt U(m)-mel jelolve
majdnem minden m = n-re

(16) U(m)=(1+0(1)) log log n

¢s analog a multiplicitdsa szerint vett primfaktorszdmra, V' (m)-re is.

A (9) és utdna emlitett tételek bizonyitdsdba akdr csak vidzlatosan bele-
bocsdtkozni nincs id§; ezek azon gondolat megfeleld adapticidjdn alapulnak,
mellyel egyikiink disszertaciojaban, 32 évvel ezelstt, a (16) alatti HARDY—RAMA-
NUJAN tételt igazolta. Ez a gondolat, a valdszin{iségszamitdsbol régen ismert
Csebisev-cgyenlGtlenség alkalmazdsa egy akkor teijesen tdvolinak tartott teriileten,
ma mdr a szimelméleti folklore-hoz tartozik, azaz idézés nélkil haszndljdk, pedig
sokat lehetne beszélni arrdl, hogy akker milyen vdratlanul hatott és azdta milyen
fejlédést inditott meg. E bizonyitdsok az ,,On some problems of a statistical group-
theory” c. sorozatunk masodik kézleményeképp az Acta Math. Hung.-ban fognak
megjelenni.

Tovabbi természetes kérdés S, kiilonbdzé tulajdonsdgu részesoportjainak
statisztikus viselkedése. Mivel minden P clem rendje egyben az dltala generdlt
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ciklikus részesoport rendje is, eldbbi tételeink ezirdnyban is megfogalmazhatok
lennének. Ujabb kérdés ezirdnyban az, hogy S,-nek hdny, pdronként nem-izomorf
ciklikus részcsopor(ja van és vajon ezen részesoportok rendjére fenndll-e statisztikus
jellegli tétel. Ez mdsképp azt jelenti, hogy az O( P)-rend hdny killonbizé ériéket vehet
fel a (7)-ben adott kdzdn belill és ezek eloszidsdrél mi mondhato ki. Erre vonatko-
zOlag eldszor is azt taldltuk, hogy O(P) kilonbozé értékeinck szamdt W(n)-el
jeldlve 11— co-re

(1 +0U))“
W(FI) =g Vlogrx

ami a (7) alatti kdz hosszdval Gsszehasoniitva rendkiviil kicsi! Ezen feliil meg tudjuk
mutatni, hogy a kiilénb6zd O( P)-¢értekek legfeljebb o( W(n)) szamt kivételével egy

i

elead Of]))V};h)ScJII —= O(P} - e{c‘2+a(i})[{nlug€3r

alaka egyenll’)’tlmségnek tesznek eleget. Itt ¢; és ¢y pozitiv numerikus dllanddk,
ahol 0=e¢; | értekik n*cnlntarozasa inkdbb technikai nehézségii feladatnak 14t-
szik. i:gy.tlta]an nem lehetet]cn hogy ¢;=14. Ez azt jelentené, hogy a lehetséges
O( Pyértékek ,,javarésze” ]enyeglleg olyan nagy, amilyen nagy csak Ichet; hogy
mégis a P-k javarészére O(P)~erlog’n csak azt jelenti, hogy a legtdbb P preferailja
a kevés , kézepes nagy” lehetséges rend-értéket a sok ,,naggyal” szemben.

Azzal kapcsolatban, hogy minden G csoport, melynek rendje =un, bedgyazhaté
S,-be, régéta felvetddott természetes kérdss, azon legkisebb m \«'stgalata egy adott
G-re, hogy G bedgyazhaté mdr S,-be is. Attetszd vdlasz itt is csak statisztikus
értelemben vdrhato. Itt legfeljebb rr-“dwnd'l lcommutativ csoportok esetére meg-
mutattuk. hogy ezek majdnem mindegyike bedgyazhatd Sy-be, ahol

_[ n ]
Wy (n)
hacsak
lim 1og8¥() _
= logx

E tétel sem javithaté Iényegesen, amennyiben kimutattuk, hogy tetszdleges kis
e=>0-ndl mdr azon legfeljebb m-edrendli kommutativ csoportok szima, melyek
Spni-.-ba mdr nem dgyazhatok be, az Gsszesekének mdr pozitiv szdzaléka.

Megjegyezhets, hogy az emlitett tételek legnagyobb része automatikusan tel-
jestil S, helyett 4,-re, az n-edfoki alterndld csoportra is.

Ezen utébbi tételek bizonyitdsai az emlitett sorozatunk IV. dolgozatiban
fognak szerepelni egyiitt S, konjugdlt osztdlyaira és elemeinek centralizdtoraira vo-
natkozd statisztikus tételekkel és igy ezek bizonyitdsairdl sem szélunk most. Lénye-
gesebbnek tartjuk azon kozvetlen feladatok megjel6lését, melyek az el6bb emlitett
tételek természetes kiegészitései ill. folytatdsai és az emlitett dolgozatokban jorészt
nem szerepelnek.

1. O(P) mds régiokban vald értékeloszidsa.

2. O(P) varhaté értékének aszimptotikus meghatdrozdsa (logaritmikusan).

3. 1, (c) eloszldsfiigevény meghatdrozdsa és létezése.
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4. A y,(c) eloszldsfiggvény létezése és meghatdrozdsa.

5. FrROBENIUS problémdja, az x™=¢ megolddsszdama S,-ben. Ez csak m=p-re
van elintézve, p fix, n—-<c. A nehéz éppen az az eset, mikor m is fiigg n-tol.
(L. MoSER—M. WyMAN)*.

6. Ha f,(k) jelenti S,-ben azon P-k szdmdt, melyekie O(P)=k, akkor mely
k-kra lesz f,(k) maximdlis?

7. L. Mosernek Bercovval® sikeriilt S,-ben meghatdrozni a kommutativ
részcsoportok maximdlis rendiét. Ez

i ha n=3m
4.3"=1  ha n=3m+1
2.3", ha »n=3m+2.

Az egyenlség nyilvin mindegyik esetben clérhetS, Erdekes volna S, a) Osszes,
b) pdronként nem-izomorf kommutativ részcsoportjai szdmdnak meghatdrozdsa
¢és statisztikus tétel ezek rendjének eloszldsdra.

8. A. ScHiNZEL sejtése. S, majdnem mindegyik részesoportja feloldhato.
Ennek igazoldsdra elég lenne nem til gyenge alsé becslés S, dsszes részcsoport-
jainak szdmdra és egy nem til durva felsG becslés a nem feloldhatd részecsopor-
tokéra.

9. §, Osszes részesoportjai szamdnak meghatdrozdsa legaldbb aszimptotikusan,
Van-e ezek rendiére statisztikus téte]?

10. A legfeliebb n-edrend(i csoportok minimadlis m-indexi S,,-be vald bedgyaz-
hatésdgdnak statisztikus vizsgdlata.

11. §, részcsoportjai rendje aritmetikai struktirdjdnak statisztikus vizsgdlata.

12. lgaz-e, hogy ha ACBCS, és A és B az S, részcsoportjai, gy O annak a
valoszintisége, hogy 4 a B-ben invaridns részcsoport?

13. Analog vizsgilatok A, helyett S, mds ,,nagy” részcsoportjaira.

14. Mds algebrai struktardk statisztikus vizsgdlata reprezentdcids teriikben.

ON SOME PROBLEMS OF A STATISTICAL GROUPTHEORY

By P. Erpés and P. TURAN

Summary

After a general motivation (indicating even the necessity of a statistical algebra) several simple
laws are given among others for the distribution of values resp. for the arithmetical structure of the
(grouptheoretical) order O(P) of the elements P of S,, the symmetric group with # letters. A list of
some further problems is added.

4 ,,0n the solutions of x*=1 in symmetric groups” Can. J. Math. 7 (1955) p. 159—188.
5 On Abelian Permutation Groups. (Sajtoé alatt)
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