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BEVEZETES

0,1, Elozmények, elhelyezés a vildgirodalomban,

Amit ma reldcidalgebra (vagy cilindrikus algebra) néven tartunk szd-
mon, azt a milt szizad mdsodik felében reldcidikamlkulus(-ok) néven vizagal-
tdk, 14, pl. De Morgan[iA864], Peirce[Pi870], [P1882], Macfarlane[Mci880],
[#c1882], Schrdder ($r1890], Wurphy[iMuis8s2]. A reldcidkalkulusokat vagy
reldcidalgebrikat a Boole algebrdk bdvitéseként vezette be Ve Morgen a
milt szézad kHzepén. A reldcidalgebra elemei ugyanigy halmazok, mint &
Boole algebra elemei, de mosat nem strukturdlatlan "pontok" halmazdrdl van
8z6, hanem rendszett pdrok halmazardl. Tehat a relacidalgebra elemei bi-
nér relacidk. Ennek megfelelden a szokisos Boole miveleteken tulmenden a
reldcidalgebrak elemein értelmezve van még a reldcidkompozicidé ";" jeld
binér mivelete és & reldcidinverz ™"Y" jeld mivelete. A Boole algebrdk-
hoz hasonldan a nevezetes reldciodkallulusok barmelyikét egy véges axidma~
rendszer rogzitésével adjdk weg. A legerdsebb nevezetes reldcidkalkulust

RA —val jeldljiik. (RA esetébern pl. a Boole axidmdkhoz hozzavett 4j axi-
omdk egyike a ";" asszociativitdsdt posztuldlja.) Gyengébbnek neveziink
egy reldcidkalkulust egy wagikndl, ha kevegebb dllitdst lehet bizonyitani
az axidmdaibdl, (P1. ha RA -bol elhagyjuk a ";" reldcidkompozicid asz-
szociativitasdt posztulald axidmit, mexkapjuk az NA nevi nevezetes gyen-
gébb relacidkalkulust.) A milt szdzadban Peirce és Schrider azt vizsgdl-
ta, hogy a kiilonbdzd reldcidkalkulusokban kifejezheté-e minden olyan alli-
tds (binér reldecidkrdl), umelyet ua eladrendd logikai mondatnak (zdrt for-

mula) neveznénk, Roviden tehat a Peirce-Schréder probiéma azt kérdezi,

hogy (binér) reldcidk minden elsdrendil tulajdonsdga kifejezheti-e a killon-
b65z8 relicidkalkulusokban. Schricer[srls9o] (3. kotet, 551, old,) pozitiv
megolddast publikdlt a problémdra, de Liwenheim[L15](450. old.) kimutatta,
hogy Schrdcer bizonyitdsa hibds, S6t, Lowenheim[1A5] azt is bizonyitotia,
hogy egy bizonyos értelemben a valasz negativ. Tarskil?41] 4ltaldnositot-
ta Lowenheim evednényét, amennyiben kimutatta, hogy a Lowenheimi értelem~
ben a negativ valasz minden reliciokalkulusra igas. 2A943-44 folyamdn
Parski (1d. [45g2z],[153]) azt is dszrevette, hogy egy kicsit mas értelem-
ben pozitiv vdlasz adhatdé, legaldbbis a legerSsebb (vizsgdlt) reldcidkal-
kulusra, azaz RA -~ra. Arrdl van szé, hogy bar nagy dlitaldnogsdgban az

RA relacidkalkulus pyengébb az eisdSrenmi logikanal, mégis, ha erdsebb
matematikai elméletek {pl. aritmetika, halmazelmélet, valds szdmok arit-



(ii)

metikdja) formalizaldsa a célunk, akkor RA és az elsGrendd logika egy-
formdan erds, kifejezferejiik azonus., Tehdt ezekben az ecetekben az elsd-
rendiu logika viggzaverzeilield ita —1&.*/ A Peirvce~Schrider problémanak
azonban nyitva maradt az a része, hogy RA helyett a gyengébb relicidkal-

kulugokra is vigszavezethetb-e az elsfrendi logika (2 lerski-féle feltéte-

lek mellett), (Ez ekvivalensnek bizonyult azzal a kérdéssel, hogy a hal-
mezelmélet visszavezethetd-e az illetd reldeiodialkulusokra, ld. pl. Liwen-
heim[L40].) @Raraki, késdbbi viasmtilatal alapjin, jllatve o fenll “RA -ra
visazavezetd" teteleinek alkalmnazasa sordn sgyre nagyobdb fontossigot tulaj-
donitott a {gyengébb relacidkalkulusokra vonatkozd) nyltvamaradd problémd-
nak. Ennek okait kicsit késdbb megprdbaljuk (lezaldbbis részben) érinteni.
A nyitvemaradd problémdrcl lényeresebb részeredmnényeket bizonyitott
(Tarskin kiviil) pl. McKinsey, Henkin, lionk, Maddux, Givant. E vizsgdlatok
hatdgdra nyerte el a Peirce-Schrider probléma nyitvamaradd része a Tarski-
Givant [TG] kdnyvbeli végle;esxx/ formajat. bz tulajdonképpen tébb &sz-
szefiiggd probléma, melyek koziil kiemelinénk talan azt a két kérdést, hogy

a halmazelmélet felépithetb-e az HA -ndl gyengébb un. SA reldcidkalku-
lusban és felépithetS-e az SA -nal is gyengébb NA newviiben. A probléma
megolddsdt jelen dolgozat nydjija (az Gsszes olyan reldcidxalkulusra, mely

[TG]l-ben vagy Tarski iskolajdnak mds munkaiban szerepel).

Nézziikk kiceit kOzelebbrdl, hogy miért érdekelle a szdzadeld logikusa-
it a Peirce-~Schrider probléma, és altalsban a reldcid- ill. cilindrikus al-
gebrdk elmélete, 1d. pl. Schweitzer[Sw09], Behmann[Bh22], TarskilT301,[®311,
Kuratowski-TarskilKT21], Ldwenheim{1131,[I45],[L40], wuine[Q36], McKinsey
[McKi40]1. Ahhoz, hogy a vdlaszt erre a kéraésre meg tudjuk adni, elfaszdr
&t kell tekinteniink néhany torténelmi kérdést a szemantikaelmdlet kialaku-
ldgdval kapcsolatban. A fenti kérdésre tehdt néhdny oldallal késdbb kap-

juk meg a valaszt.

x/Kés6bbi jeldléseinkkel az lenne Ggszhangban, ha EgRA -ra valdé vigsza-
vezetdardl begzélnénk (hiszen RA azonossdglogikajardl van szd). A4 ro-
videég érdekében ezzel itt nem torddiinik.

R/ ) [TG] kx5nyv 1975 elstti vdltozatai kicsit mdsképp expondljdk a prob-
1émdt, pl. & jelen dolgozatban NA ~val jeldlt relécidkalkulusrcl tébbet
kérdeznek, MNcNulty[McN85] ds Kaddux[la85a] szerint Tarski 1960 k&rili
szemindriumain a probvléma mar nagy siillyal és a [LG]1 korai vdltozataiban
1leirt alakban azerevelt.  bLd, mép { Hadbhbl.
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Parski a harnincas. években a logilka eldintnetdsézi és (visszavezeti-

hetdségi, mdsszdéval) interpretélhatdsdgl kérdéseit szoros egységben vizg-

géltaﬁ/. T két (Marskindl) egymasbafonddd teriiletnek felel meg jelen dol=-
gozat ILI, (elddnthetdség) és II. (interpretalhatdsdg) fejezete, A most
emlitett két téma koziil az interpreldlhatdsagi témdhoz tartozott Tarskindl
a szemantika és az algebrai logika is. Nézziik meg, miért jelentette in-
terpretdlhatdsag, szemantika és algebral logika Tarskindl ugyenazt a prob-
l1émaksrt. Az utébbi ketid kapcsolatdt, kicsit leegyszerdsitve, a kdvetke-
z8képpen lehetne Bsszefoglalni., A eilincdrikus- és reliacid-algebrikat (te-
hdt az algebrai logikdt) Tarski a szemantikaelmélet kidolgozdasdhoz hozta
16tre és szemantikaelméleti vizsgdldddsai kapesdn tanulmdnypzta; ennek so-
rén azonban olyan eredményeket kapott, melyek szerint a cilindrikus- én
reldcid-algebra elmélet tnwagdban is fontos a logikae szamara, MHost rdté-

riink annak kifejtésére, hogy ez pontosabban hogyan értends.

Az egzakt szemantikaelmdletet (jelentéstan) ma Fregétdl és Tarskitol
szirmaztatjdlk, ahol Tarski axz, aki az elmélet végleges, matematikailag

wx/ (laga a "szemantika" elnevezés

kézzelfoghatd alakjat megteremtette.,
ig Terskitél szdrmazik,) A mosl tdrgyalt idSszakban Tarski sok energiat
forditott formalizmusok adekvit szemantikajdnak keresésére ([130a],[7321,

14, még [1353). A szemantikdt viszont egyfajta interpretdeid alakjédban

kereste. (A modellelmélet nyilvénvaldan egy interpretdcidja ez elsSrendl
logikanak.,) GSzempont volt még a szewantikakeresésnél az, hogy ez az in-
terpretdcidé valamilyen értelemben eleguns és lshetdleg "természetes" le-
gyen, A kordabbi (egyszerdibb logikai rendszerekkel kapcsolatos) tapaszta-—
latok alapjin éeszerinek Litszott aw ilyen (szemantika gzerepére Jelvlt)
interpretuacidkat algebrai alalban keresni, pl. az elsSrendd logika formu-
la-algebrajanak minden cilindrikus homomorfizmusa egy intexrpretéacidt je-
lent. (¥s valdban, az elsdrenci modellelmélet Tarski-féle alapfogalmai,
mint pl. "igazsig valamely kiértékelds mellett", kénnyen azonogithatdk a

cilindrilus halmazalgebra definicidjdnar "ules-részzeivel”.) A cilindri-

*/Az interpreticids (mésnéven redulkcids) médszert ma is hegzndljak el-
dénthetetlenség bizonyitésdra.

“*/A felitletes szemléld azt gondolhatnd, hogy Tarskinak a matematikal
kBrokon (s&t altaldban a logikel kérokon is) messze tilterjeds vildg-
hire kizdirdlag szemantikaelméletének { jelentéstaninak) kidsztnheté és
semmi kdze since moncjuk Tarsii cilindrikus- és reldcid-algebral tevé-
kenysézéhez. Latni fogjuk, hogy ez nincs igy.
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xus algebrak {a tovdbbiakban CA-k) alakjdban Tarski olyan szemantikdt ta-
141t az elsSrendd logikdhoz, mely tartaluazza a szokasos modellelméletet,
de anndl hajlékonyabb (az I.4.3 fejezetlben irunk arrdél, hogy a nem-repre-
zentdlhaté CA-kat hogyan hasznaljdk un, nemsztenderd modellként olyan, pl.
bizonyitdselméleti kérdések vizsgalatara, melyeck a szokasos modellekkel
nem vizsgdlhatdk). Az algebrai logika szemantikai szerepérdl megemlite-
_nénk még egyrészt, hogy t&bb szerzd szerint az un. Fregel kkompozicionali-
tdsi elv érvényesiilését Tarski egyszerien azzal biztositotta, hogy algebrai
logikai alakban kereste a szemantikat (ilyen szemantikdkra ez az elv mindig
teljesiil, 1d. pl. [4S],[ANS841) masrészt, hogy t6bb fontosnak tartott lo~-
gikdnak ma is csak algebrai logikai szemantikaja 1étezik.”/

Az elsSrendi logika intervretdldsdra Tarski két algebratipust taldalt
kiemelkedSsn alkalmasnak: a cilincrilus algebrdkat (CA-kat) és a reldcid-
algebrdkat (RA-kat)., A kutatds tehat két irdnyra szakadt, és Tarski élete
végéig mindkét irdny folytatisdl egyforman fontosnak tartoitta. A CA-k
elénye, hogy a lehetd legkdzvetlenebb formdban interpretdljdk a loglkdt
(a halmaz CA-knak felel meg a szokdsos modellelméleti interpretdcid), ter-
mészetes médon adddnak a logikdbdl és titkrdzik azt stb.!x/ Azt mondhat-
nank, hogy a CA-k az elsdrendi logikdra elegdnsan "rd venhak szabva'. Es
pontosan ez az erdsség képezi hdtrdnyukat is az RA -kkal szemben: Az
RA-k elSnye, hogy matematikailag hagyomdnyosabban vizsgdlt gtruktirdk
(milt szdzad masodik felében mar erSsen vizsgaltak 8ket), a konzervati-
vabb izlési matematikugol érdeklédézére jobban szdmithatnak, bizonyos
klagszlkus matematikal értelemben taldn elegdnsabbak. Taldn ezekkel a
jegyekkel fiigg Osszo az, hogy az RA interpretdcid magdra az elsdrendi
logikdra is Uj fényl vet, annak kiépitéséhez, formalizmusdhoz, fejlegzté-
séhez Ujszeri tavlatokat nyitott. Tarski az FA -interpretdcid alapjan
az elasbrendd logikae (és igy a watematika alapjai) felépitésére olyan al-
ternativ utat taldlt, melyet (bar semai esetre sem akart az eredeti szo-
kdsos Ut £61¢ emelni) az eredeiivel pdrhuzamos mddon folyionosan vizsgd-
landdnak tartott. Ezzel az aliernativ tttal Tarski iskoldjin kivil is so-
kan foglalkcznak ma mdr (pl. kombinstor logika, kategdriaelméleti logika).

Ezen alternativ dtnak itt hdrom jellenzéjét emlitenénk,

ﬂ/Ide értve az un. protomlgebrai logikairat is (gpecidlisan az “algebra +
filter" gzemantikdkat is;./FentiekAel kapcsolatban 1d. még [GGA4]10, old.
és Levinl[Tw82121. old, YA lopika CA interpretacidjirdl a dolgozat kii-
lonboz6 pontjain részletesen frunk.
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1) Az egyik jellemzd a kvantorok (kvantifilkdlt individuumvdltozdk) szdm—
dzése a logikdbdl, (Bz egy olyan torelvéshez kapcsolddik, mely a matema~
tika 1égi, Peirce és Frepe eldtti formalizmusdhoz prdébal visszanyulni."/)
Tehat az elsdrendl logika szintaxigdnak radikdlisan Gjszerd, tomorebd és
bizonyos értelemben eleginsabb feldépitésérdl van szd, melyben nincsenek
kvantorok (88t bizonyos vdltozatokndl individuumvaltozdk sincsenek). Ez

az egyik célja a kombindtor logika™/ (pl. Curry-Feys[CP581, Curry-Hindley-
Seldin[CHST72])-nak is és a kategdriaclméleti logika Lawvere[Lw72] jelent8s
réazénelk is (pl, Bénabou munkdssdgdinak), de ezzel a céllal foglalkozik pl.
Bernays[Be591, CraiglCr741, Quinel[Q60]1,[Q71] is (ld. pl. Levin[LvB2]427-
43% old. és 58. oldalon 15-6s jegyzot, vagy [1610.21.-0.14,, old.).

Pargki iskoldjdnak ilyenirdnyd munkissidga a most megjelend [TG] kbnyvben
kulmindl, mely fentiek szerint a logika egy ma igencsak aktiv, kiterjed-
ten mivelt és divatos teviiletére ad "Berkeley-centrikus" betekintést.

2) Magik jellemzS(-ie az aliernativ dtnak), hogy a (logikai vizsgdlat
tirgydt képezd) elméletek itt jél kozelhetd algebrai objektumok (adott
esetben RA-k)., £Bzek sok esetben kénnyen adttekinthetdk, szemléletesek és
jé1 rajzolhatdk (ami valdéban médr tBbbszdr hasznosnak bizonyult), Kiilond-
gsen erfsen hangsilyozzak ezt a jellemzdt a most tdrgyalt (RA-k révén fel-

meriilt) alternativ Ut kategdrimelméleti viéltozatiének irodalmidban. A kate-

gériaelméleti logikdban (pl., a Lawvere-féle algebrai elméletek és tovabb-
fejlesztéseilmél Manes[¥n75],[Lwb7]) ugyanez Ugy jelenik meg, hogy az el-
méletek (struktirdval slldtott) kis kategéridk, & modellek és interpretd-
cidk pedig funktorok (RA esetben ez homomorfizmust jelent).xxx/ Kiildntgen
hangailyozza a rajzolhatdsigot a francia iskola, pl. Guitart-Lair[GL80],
Guitart[oul].

3) A harmadik jellemzd az elsdrendi lozika felépitését vagy bevezetését

érinti, Hagyomdnyosan, mikor az itéletkaliulus utdn az eladrendd logika

ii/Erdekesség lehet, hogy mig Peirce volt az, aki a kvantorokat eldszdr be-
vezette (Peirce[P1885], PFrezétdl fliggetleniil, vele parhuzamosan); az §dl-
tale fellenditott tA-elmélet tette ezeltet 0ldgzbr nélkiilozhetdvé is.

x“/Combinatory logic,.

K*R/A kategdriaelméleti logika nincs Tl messze a most targyalt Tarski-~féle
RA-alapi algebrai logikdatdl: Minden RA kategdria a ";" reldcidkompozici-
6ra nézve, és megforditva az un, logikai kategdridk a morfizmuskompozicidn
(;) kivill el vannak liétva tovabbi miveletekkel ("enriched categories"), me-
lyek kapcsolatba hozhaték RA t8Lbi (; ~n kiviill) miveleteivel. E kétird-
nyd kapcsolat alapjdn a tételek és definicidk elég jél lefordithatdk, pl.

gzabad kategdria > szabad RA.
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bevezetésére ratériink, az itéletkalkulust mint kész strukturat "el kell
dobni", és az elsdrendd logikat "teljesen ol81rdl" kell felépiteni, hi-
szen utdébbinek legkisebb épitdikivvei az individuumvaltozdk. Az alternativ
Gtnal viszont (mint mar jeleztiik), nem kellenek individuumviliozdk. Itt

az itéletkalkulusbdl egyenesen tovabbépithetd az elsbOrendd logika két 4

mondattani kapcsold (formulafelépitdei szabdaly), a ";" és "Y' hozzdvéte-
lével a régiekhez. (Itt "3" ill "Y" g reldcidkompozicidnak ill. a reldcid-
inverznek felel wnes intultiven,) “feradozeblogen a Doole=0déle axidmakhoz
hagonldan az Uj kapcsolokrdl is fol kell venmiink logikal axidmdkat, (o=
hat megtartjuk az itéletkalkulus ercdeti nyelvét, de ha ¢ ég ¢ itélet-
kalkulugbeli formuldk voltak, akkor most (@;y) és ¢’ is fourmuldi lesz-
nek az Uj nyelvnek. £Ezutdn fel kell még irni néhiny 0 axidmst és t6bb
valtoztatds nincs: kész az alternativ elsérendl logika.) Jelen, harmadik
jellemzdnek tehdt lényeges részc az, hogy az itéletkalkuluson (lehetdleg)
cgak kicgit valtoztatva kapjuk az elgdérendd logikdt. IbbSl a szempontbdl,
Tarskiban elég hamar felmeriilt a kétely, hogy FA alapu megolddsa esetleg
feleslegesen sokat vesz hozza az {téletkalkulushoz. (Ez tulajdonképpen a
Peirce-Schrdder probléma RA -ndl gyengébb reldcidkalkulusokra vonatkozd

réazének megismétlése mds szavaikal,)

A fent leirt hdrom pont ma mar a logikdn beliil hdrom kutatigi irany-
nak tekinthetd. Mindhdrom irdny létezésének az az alapja, hogy a Peirce-
Schrdder probléma megoldasa RA -ra pozitiv., Ha rendelkezésre dllna a
Peirce=-Schrider probléma pozitiv niegolddsa RA -nal joval gyengébb reldci-
okalkulusokxa is, axlor a fenti hdrom kutatdsi iranyt cselleg cgészen mds
jelleggel (vagy mas kereteir kUz6tt) is lehetne csindlni. Részben ez a
vilasz arra & (ii) cldalon felvetett kérdésre, hogy miért voll népszerd a
Peirce=Schréder probléma (RA-ndl gyvengdbb reldcidkalkulusoxra vonatkozd
valtozata). Jelen valaszon kiviil wmég tovabbi motivacidt nydjtott az, hogy
mint az aldbbiakban illusztraljuk majd, az un, Ln logikakra vald alkal-
mazéshoz sziikgég volt a Peirce-lchricer probléma nyitvamaradd részének

megvalagzoldsdira is.

Tarski és munkstdrsai lkivalaszitotldk RA  harom nevezetes pyengitését,
ezek az RA -ndl gyengébb 5S4 , az S5A -ndl gyengébb VA , és a2z ammdl is
gyengébb NA  rolicidkalkulus. indhirvoa gyengibés a ";" (reldciodkompozi-
cid) asszociativitdsat vosztululd axidnma helyeitesitésdt Jelenti egy gyen-
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26bb valbozattal (N4 cceldben teljes elhagydsdt). Kitdzték eélul, hogy
erre a harom gyengzitdsre kellene megoldani a Peirce-Schrider problémat.
Nézziik meg lkicsit k¥zelebbrdl, hosy midrt pont ezeket a gyengitéseket vi-
lasztottdk. Az RA -interpret<ci< fenti 1)-3) pontban vdzolt Ujszerdi von-
zatainak vizsgdlata utin Terskl megprohilia az eredményeket alkalmazni na-
géra a szokasos L., elsérendd logikdra (tehat dgy, hogy a megfogalmazan-
dé 0j dllitdsban most kizdrdélag csak Ly, hegyominyos fogalmai szerepelje-
nek). igy tisztdn L, -ra vonatkozd eredményben RA helyett I, valame-
lyik természetes szeletéril kellene beszélni, mondjuk azt lehetne dllita-
ni, hogy ebben a szeletben (RA-hoz hasonldan) mar felépithetd a teljes L.
Tarski végre is hajtotta ezt az allkalmazdst (errdl szél pl, a [TGI kinyv),

de az ereéménnyel nem volt elégedett, mert nem sikeriilt L, valamilyen
tényleg szép természetes szeletét helyettesiteni RA helyébe. Tarski,
McKinsey, Henkin, Maddux és mdsok gokat vizsgdltdk e negativ jelenség oka-
it, Azt taldltdk, hogy szép (L, -beli) alkalmazdshoz RA helyett a gyen-
gébb SA , WA , vagy NA relacidialkulusokra kellene megoldani a Peirce-
Schrdder problémit, Tehot a vizsgualat eredményeként joit ki az SA , WA,
NA vdlasztds (ée ezért hangsilyozza pont ezekre az esetekre a Peirce-
Schréder problémét az irodalom)., liost roviden vdzoljuk, hogy mindez (pl.
SA kivdlaszidsa) konkrétabban hogyan, milyen jellegd meggondolasokon
ill. eredaményeken kereszilil tortiént.

Természetes szelete Ly, -nak pl. az L. (n€w) n=vdltozds logika
(mely csak az elsé n vdltozdjelet haszndljaj. Ha RA -nak L, ~beli meg-
feleldjét keresgsiik, aklor ezek az Ln logzikdk bizonyulnak legelkalmasabb
jeldltnek (a szokidsos nevezetes szeletek kUziil) erre a célra. A legkillin-
b628bb technikai ercdményok mind abba.nx irdinyba mutatuak, hogy az lenne
"gzép", ha RA és L3 ekvivalens lenne (mdsszdval L3 kiviankozilk RA
természetes megfelelSjeként), pl, minden RA -term tekinthetd L3-formulé-
nek és minden zart Lj-formula tekinthetd RA-termnek. Ugyanez L4—re mar

nagyon nem igaz (pl. 3v0v1v2v3[vonv3,AviRv3)~v2ﬂv3] mar nem fejezhetd ki

RA-termek segitségével, ld. pl. jelen dolgozat 39, old.,). "ehdt ha RA és
L3 ekvivalens lenne, akkor Tarski L, €és RA kapcsolatdra vonatkozd téte-
lei nagyon természetes jelentéssel birnirak tisztdn IL,, -n beliil (pl. bi-
zonyitdselméleti szempontbdl). Sajnos azonban WcKingey bizonyitotta, hogy
RA éz L nem ekvivalensel: L3 lényegesen gyengébb, mint RA , Fuhrken,

Nonk, Henkin (pl. [H731) és Maddux késGbbi eredményel azt jelezték, hogy a
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tdvolsdg elég nagy. Ugyanakkor L4 mdr nem hasznalhatd jol mint RA
természetes megfelelije (pl. a fenti okok miatt). Izért Tarski és Maddux
eléallitottdak RA -nak azt a gyengiitcwsdél, tely pontosan ekvivalens L3-a1.
Ez nem mas mint SA . [zutdn megallapitotiak, hogy ha SA =ban meg lehet-
ne ismételni azt, amit Tarski RA -ban csindlt L, -val, akkor a most kir-
vonalazott probléma a lehetd legszebben megoldddne (Gsszefoglalva, arrdl g
problémdrdél van gz6, hogy L, -t szereinénk Lj—ban interpretdlni annak
ellenére, hogy LJ 1ényerecaon gyvopcbh mint BAY.  Jelen dolpnzat TT. fe-
jezetében latni fogjuk, hogy pontosan ugy, ahogy axzt ‘farski cginulta, sem

SA -ban, sem mdés L. -al ekvivalens algebrafajtdban {(pl. CAj-ban) nem le-

het L, -t felépitenz, de kicsit wmasiépp mégiscsak lehet. *“ehdt az RA
tipusi algebraizdlds tisztan L, -beli alkalmazdsanak prooblémdjira kapunk
pozitiv megolddst (de bizonycs Arlelemben negativat isz) a II. fejezetben.
Melléktermékként megtudjuk, hogy a leskisebb n , melyre Ln—ben felépithe-
t6 L,, , hdrom. ([''G]-ben uér tudtdl, hogy 2<n<5.) Szintén hdrom a leg-
kigebb olyan n , melyrs Ln rendelkezik a Godel newm-teljességi tulajdon-
sdggal (ezt ugyanabbdl a bisonyitiasdol kapjuk). liindkdt L3-ra vonatkozd
bizonyitdsban a valddi nehézsés abban rejlik, hogy itt L3 szintaktikai
(bizonyitdselméleti) értelemben szerepelx/. _
Nézzilk kicsit kbzelebbrdl a (Tarski csopoxtja alial) kivilasztott

SA , WA , és NA relédcidkalkulusokat (a vilasztds indokldsdt is konkreti-
zdélva kicsit). RA és LB terzehasonlitdigakor ., rsici és munkatarsai (a
fent idézett szerzdk) azt kaptik, hogy az RA -axidnsi kozil egyedil a ";"
reldcidkompozicid agszociativitdsa az, mely nem bizonyithatd L3 -ban. Az
agszociativitas Lj-han bizonyithatd részére korldtozddva kapjuk SA -1,
melyrdl bizonyithatd, hogy ";" még mindlg reprezentdlhaté valddi reldcid-
kompozicidként (egy legnaegyobb reldcidra leszoritiva mindent). ¥4 defini-
cidéjédnal helyettesitjiikk az agszociativitist azzal a kikUtéecsel, hogy legven
"." valédi reldcidkompozicidként reprezentdlhatd (ardnylag szabdlyos leg-
nagyobb reldciod mellett). NA gy keleikezik, hogy teljesen elihagyjuk az

K/Ez azt jelenti, hogy pl. T,, visszavezeiésekor a @€L,, formula 1«p6L3

megfeleldjérdl nem elég azt kikitni, hogy a modellekben ugyanazt jelentse

mint @, hanem még az is kell, hogy az (k¢ = I_ -bizonyithatd xy) impli-
kdcié is fermalljon (pontosabban a Tl.1 fejezetbeli~(x) allitdsrdl van szd).
Az LB-bizonyithatéség viszont nagyon gyenge, sok olyan CPELB van, melyre kU
de ¢ nem L3—bizonyithaté. (Altalaban, az Ln logikakra nem igaz a teljességi

tétel, 86t egy bizonyos érielemben nem is tehetd igazzd, ld. Monik[}M69].)
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RA axidmdk kbzil az asszociativitdst, Ldthatd, hogy RA, SA, WA, NA
ebben a sorrendben egyre gyengébbek. [TG] azt kérdezi, hogy ezek kbziil
welyikre vezethetd vissza L,, és melyikre nem. Jelen dolgozat II. feje-
zete gzerint SA -ra visszavezethetd, és jelen dolgozat III, fejezete gze-
rint sem WA, sem NA -ra mdr nem vezethetd vissza. Tekintve, hogy a(y
SA-ndl valamivel gyengébb) CA3 algebraosztdlyra is sikeriilt bizonyitani a
visszavezethetiségl tételt, a WA és NA -ra vonatkozd kérdés kicsit nehe-
zitett valtozataként felmeriil, hogy CA3 nevezetes gyengitéseire (pl. az
un, NCA3 és Cr53 -ra) vigszavezethetf-e Ly . Megintesak jelen dolgo-
zat TII, fejezete szerint a valasz negativ, sét semmilyen o< >3 rendszdm-
ra az un. NCA_ vagy Crs, gyengitésekre sem vezethetd vissza Ly« Ezt
ugy bizonyitjuk, hogy az NC4_  ill, Crg, -ban érvényes azonossédgok halma-
zdrdl belatjuk, hogy eldbnthetd.

0.2, A témq_glgebrai irodalmdrél.

Az RA- és CA-elméletet nem érdemes elkiilonitve vizsgdlni, hiszen itt
(algebrai szempontbdl) lényegében ugyanazokat a kérdéseket vizagaljdk, csak
kiilonb8zé nyelven. I két nyelv egymdsba vald lefordithatdsdgdrdl 14, pl.
[HMY185.3, vapy részletesebben [Ma781,[7G1.

A 0.1 §-ban mdr jeleztiikk, hogy a reldcidé- és cilindrikus algebrdk
irodalma a milt szdzad mdsodik felében mdr kiterjedt volt (De Morgan,
Peirce, Schrider, stb.), hasonlé szellemben folytatddott a szdzadfordulédn
(pl. Liroth[lii04], Schweitzer[$w09]) és a szdzadeldn a loglkusok részvéte-
le erdgdadtt (Towenheim[1A37,0[1A57,7 L407, Behmann[De227, Kuratowski-Tarski
[K131), warskilt31], Quinel[Qlo], MCRinéey[mCKi40]). Lzutan az irodalom dt-
tekinthetetleniil xiterjedté valik. Az Stvenes és hatvanas években kiildndsen
kiemelkednel: (alzebrai szempontbdél) pl. Tarsiki, Jdéngson, Birkhoff, McKenzie,
Monk, Schein munkdi, Birkhoff[Bi48,67] '"maradékos hdlék"-ként vezeti be az
RA-kat. DBirkhoff azt irja, hogy a maradékos hdlék elméletét Dilworth[Di39]
dolgozta ki rdészletesen (Uedekind nyoman); és megmutatja, hogy a specidlis

RA miveletek term-definidlhatdi a maradékképzés x\y és x/y miveletei
gsegitségével, Az utolsd 15 évben megjelent t&bb mint 260 CA (11l. RA) el-
méleti publikdcid koziil a magyar algebrista szdmdra taldn killéndsen érdekes
lehet [HM1I, rész (2971), [HMTAN], [INUI1IT, rész (1985),[HNMT86],[TG],
McKenzie[licKe70], Henkin[H773,lH82], Konk[u77], Jdnsson[Ja21,[JB41. Az
utébbi éveisben Bjdrni Jénsson tesz sokat a témadrt,
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9,3, A dolgozat tartg;mérdlg

A dolgozat a 0.1 §-ban vdzolt Peirce-Schréder-Tarski problénaksrt
nem a 0.1 §-ban haszndlt RA (SA, WA) elméleti keretben (vagy nyelven),
hanem ehelyett (az azt lényegében tartalmazd) CA-elméleti keretben vizg-
gélja® . Ennek egyik oka az, hogy a CA-elméleti eredményekbSl kSnnyen
megkaphatdk RA-elméleti megfeleldik (ezt minden esetben meg is mutatjuk
majd), de nem megforditva.: I'l. a, CAB—boli interpretilhatdsigbél (I,
fejezet) kinnyen ktvetkezik az SA -beli interpretdlhatdsdg, de fordiiva
egydltaldn nem kivetkezik; tovdbbd az BSA gyengitéselt képezd NMAWA -ban
vald interpretdlhatatlansdg (III. fejezet) jéval konnyebben bizonyithats,
mint CA, nevezetes gyengitéseiben (pl. Grsj—ban)valé interpretélhatatlan-
84g.

Valamely K algebraosztdly ULgK azonossigelméletdében vald interpre-
talhatégdg erdsen fligg EqK logikai tulajdonsagaitdl. EqK logikai tu-
lajdonsdgal viszont szoros kapceolatban vannak K gzabadalgebrdinak szer-
kezetével, kiilonds tekintettel utdbbi atomjainak viselkedésére (ha K

3

elemei hdldszerien rendezettek, mint a mi eseteinkben mindig). Pl. ha a
szabadalgebra atomos, akkor a megfeleld logika nem rendelkezik a Godel
nem-teljesgégl tulajdonsdggel, higzen minden végesen axiomatizdlhatdé el-
mélet 1lyenkor kiterjeszthetd egy teljes, végesen axiomatizdlhaté elmélet-
té (bizonyos nagyon gyenge feltételek mellett ez a "megfelelS logika" azo-
nosgithaté EgK -va.l).n/ Marpedig, ha EgK nem rendelkezik a Godel nem-
teljességl tulajdonsdggal, akkor erds logikai rendszerek (melyekben pl. a
matematika Jelentls része felépithetd) nem interpretdlhatdk EgkK -ban.xx!/
Tehdt & 0.1 §-ban expondlt Peirce-Schroder-Tarski problémidval szoros kapcso-
latben van a szabad cilindrikus algebrdk atomossdgdnak kérdése. Izért ezt
a kérdést jelen dolgozat II. fejezete kiterjedten vizsgdlja. Ca, Jelsli

az o<-dimenzids CA-k ogztdlyat (< tetszlleges rendszdm). Szabad algebrdk-

rél bizonyitjuk, hogy:

K/Jblezni fogjuk azonban mindenitt, hogy az RA -elméleti eredmények hogyan
adédnak a (dolgozatban hangsilyosabban tdrgyalt, valamivel erdsebb) CA-el-
méletiekbll.

¥/ Brért algebrai logikaban a szabadalgebra atomjait centrdlis kérdéskorként
szokds vizsgdlni.

HE¥/ Az atomossdg és a logikai tulajdonsdgok most vdzolt kapcsolatdt precizeb-
ben leirtuk NémetiIN85dJ-ben (1d. még jelen dolgozatban 40, old, is). De ez a

kapcsolat az oka annak is, hogy D. Pigczzi (akinek doktori témaja a CA-k éz a
logika kapcsolata volt) kiilonds sullyal vizsgdlta a CA-k atomjait (ill. atomos=-

gigdat).
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(1) sSemelyik szabad CA& sem atomos, ha o«<>3 (x < 3 egetén ez nem igaz).
x/

san akkor, ha o< vagy végtelen, vagy lklisebb mint hdrom.

(2) A végesen generdlt szabad CA -~k zérodimenzids része”’ atomos ponto-

(3) Az n elemmel sgzabadcn generalt CA.~-nak van n -elemi (irredundinsg)
generatorrendszere, mely azonban nem szabad generdtorrendszer, ha
X23 és n<w (x<3 esgetén ez nem igaz). Bz a [(HMT] monografii-
bél a 2.7. Prcbléma megolddsa. Fenti (1) pedig a [HMT]4.14., Problé-

ma megolddsa.

(4) Tenti (1) és (3) 1gaz RA -ra ée SA -ra is. NCAB, WA és NA -ra (3)
nen igaz, (1)-rfl pedig nem tudjuk, hogy igaz-e.

Szabadalgebrédkkal kapcsolatos vizsgdlatainkat, problémamegolddsainkat bé-
vebben ismeriteti a II.1 fejezet.

Fenti (1) bizonyitisa sordn pozitiv megolddst adunk a Peirce-Schréder-
Taraki probléma CA3 s SA eseteire. Hogy ez bdvebben mit jelent, ar-
rél (a jelen bevezetés kiegészitését képezd) II.1 fejezetben irunk (mely
a II., fejezet bevezetése), Ekdzben bizonyitdselméleti eredményeket is ka-
punk az L (n€w) logikulk szintaktikai tulajdonsdgairdl, Igy sikeriil meg-
olddst adni egy [TG]l-ben felvetett (Ln-re vonatkozd) probléméra*!/. Az L
kérdésktrrfl, az eredméryek jellegérdl, stb. szintén & II.,1 fejezetben
(mint jelen bevezetés kiegészitésében) irunk. Emlitettiik 0.2 §-ban, hogy
azzal a médszerrel, amellyel Tarski, Givant és Maddaux prébdltdk, nem lehet
az interpretdlhatdsigot RA -rél SA -ra dltaldnositani, Ezt bizonyitjuk
a II, fejezetbeli A7. Télolben és 1B. .Megjegyzdésben; valamint intultiv atte-
kintd jelleggel irunk errél a II.1 fejezet végén a (ux) 4llitds utdn. Ez-
zel negativ megolddst kapunk egy [HaB85]-ben felvetett problémara,

Fentiek mind a dolgozat II, fejezetében taldlhatdk., A dolgozat ma-
gik £8 fejezete, & III. fejezet a II. fejezetben bizonyitott pozitiv e-

redmények érvényességi korét probdlja kitapintani. A II. fejezet a

3'z/‘hs.lan-laly OleCA ~nak 2d(0l) zérodimenzids részén Ol azon elemeinek
halmazat értjik, melyek intuitive a zirt formuliknak felelnek meg, azzz
melyek a Boole-miveletek kivételével minden mas (¢l -=beli) miveletnek f£ix-
pontjai.

¥/42 1 logikdkkal foglalkoznak (Tarskin kiviil) pl. Poizat[Po82], Hen-
kin [H6TP,[H731,(HB3], Johnson[Jo731, Maddux[lia831, Monk[M71].
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Peirce~-Schrider~Tarski probléma egy részét oldja meg csupdn: pozitiv vd-
laszokat ad az REgSA, EqCA3 ég L3 egsetekre. Az icdzett probléma azon-
ban a nevezetea reldcidkalkulugok mindegyikére kiterjedt. Nyilvdn a fen-
tiekmél erdsebb kalkulusokat nem érdemes nézni, de a tdbbit, mint pl. WA,
NA, NCA_, Crg, és L, gyengitésel ndr igen, ISzekkel foglalkozik a III.
fejezet, Mint mdr jeleztiik, NCA_. ¢és Crqg, a Ci  -nak nevezetes gyen-
gitései"/: NCA_ all Ralph licKenzie Richard Thompson nevd tanitvinya ku-
tatbmunikdjanak kdzéppontjdban, pls orre az osstilyra bizmonyitotta (lMenkin
tanitvanya, Diane Resek egy mély erednényének felhasznidlasedaval) az algeb-
rai logika talan legjelentisebb iljkeletd reprezentdcid tételét (Thompson
[Th81],[BMT]3.2,88). Tekintve, hogy Thompson NCA_  -ra épiti dtfogé és
(Boris Schein vdltozatdhoz hasonléd) dltaldnos algebrai logikdjat (mely mir
nyijtott is atiits eredményeket), indokoltnak latszott jelen dolgozatban is
kiemelt figyelmet forditani NCA -ra (mint CA,, ayengitésére).

Crg, (eylindric relativised get algebras) hangsilyos vizsgalatdt
Henkin kezdeményezte (1ld. pl. Henkin[lI681) a hatvanas években (és szorgal-
mazza a mai napig is), aki azt sejti, hogy Crg, -bol CA . minden eleme
megkaphaté a (jelen dolgozat 23. oldaldn ismertetett) un. "twisting" ope-
rdcidval (ez Henkin szerint megoldand a reprezentdcidproblémdt). A Crg
osztdly kozponti szerepet tolt be a [HHTAN] és [HET]II. rész monogrdfidk-
ban is.

Tekintve, hogy (mint mdr jeleztiik) a dolgozat a Peirce-~Schrdder-
Tarski problémakirt elsfdlegesen CA-elméleti keretben (és nem mondjuk RA-
elméleti vagy Ln-elméletiben) vizsgdlja, & gvengitett kalkulusckra vonat-
kozd negativ eredményeket is elsdsorban CA,, nevezetes gyengitéseire, te-
hdt NCA_ és Crg -ra (valawmint ezek ersitésére) bizonyitjuk, és ezért
kevésbé részletesen irjuk le a bizonyitdsokat az SA valamint Ln gyen=
gitéseire. Indokolja ezt a valasztdst az is, hogy NCA, és Crg, -rol
joval nehezebb negativ eredményeket bizonyitani, mint NA é&s WA -1dl
(erSsebb médszert kell NCA, elddntheibsigéhez kidolgozni stb); NCA, és
Crg, mint reldcidkalkulugok erisebbnek tinnek WA -ndl (bdr nem érik el

SA erejét). A IIL. fejezet vizsgdl olyan Crs, ©és CA, kizé esé osz-

SE/Cr nem egészen gyengitéds. Tovabbd, az un. dimenzidelmélet miatt (pl.
[HMP?1Thin. 2.6,16(1), jelen dolposal IIT.20,10, Lema ds IXT.12(4) Megjegy-
zég (160, old.)), a 1L, = (Crg NNCA,) (x=3,4,...,00) sorozat tekinthets

ery olyan hierarhidnak (vagy finomszerikezetnek), mely CA3 bizonyos fyen-
gitéseibll all. '
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tdlyokat is, melyek gy viegzonyulnalr VA -hoz (vazy annak erisitéseihez),
ahogy NC4, és CA, viszonyul NA és SA -hoz. Ilyen osztdlyok a
III.9., Definicidban (143. old.)-ban bevezetett G, és D, .

[TG] felveti azt a (bizonyitdselméleti) problémdt is, hogy Ly mely
gyengitéseiben interpretdlhatdé még L,,. Tehdt arrdl van szdé, hogy hagy-
junk el axiomakat L3 logikai axiomearendszerébil, és mz Igy kapott gyen-
gébb rendszerben proébaljuk interpretdlni L,,-t. NCA _-ra vonatkozd algeb-
rai eredményeink természotes logikai megfeleldjét elGdllitva védlaszt ka-
punk erre a probléméra,: A III., fejezetben bizonyitjuk, hogy ha elhagy-
juk a kvantorok felcserélhet§ségének (¥x¥ylp <> ¥y¥x¢) axidmdjat, akkor
mir mindegyik Ln’ gt maga L,y is, eidonthetdvé valik, tehdt nyilvén
nem interpretdlhatd benne semminemi erés rendszer, Ennek eldzményeként,

CA, fent enmlitett gyengitéseir6l bizonyitjuk, hogy EqNCA, és EqCrg,
(minden o<-rag) elddnthetd, tehat ezekre gem terjednek ki a II, fejezet
eredményei. S8t (a CA-hoz mir nagyon ktzelalld) G, és D azonossigel-
mélete is eldonthetd a ITII.10, Tétel szerintx/. A valtds tehdt valahol

CA3 és G3 k5z5tt van, (Természetesen megmutetjuk azt is, hogy e nega-
t{v eredmények kiterjednek WA és NA -ra is, igy megvdlaszolva a [TG]-
beli megfeleld problémdkat is. Ez [HaB5b]-bSl is megold egy problémdt,)

Azért bizonyitjuk az elddnthetlséget (pl. interpretdlhatatlangdg he-
lyett), mert ez volt a II. fejezetbell erecmények kiterjeszthetiségét ta-
gadé legerdsebb olyan eredmény, melyet bizonyitani tudtunk. Ez aldl kivé-
tel a fontos NCA,, osztdly, melyrSl egy elddnthetiségrnél erSsebb un. vé-
ges modell tulajdonsdgot is bizonyitottunk. Ez korlilvellil azt jelenti,
hogy megadunk egy kiszdmithatd fliggvényt, mely minden e egyenlethez hozzé-
rendel sgy k(ec)Ew korldtot Vgy, hogy ha NCA, k{e)-nél kisebb elemei-
ben érvényes e , alior NCA E e is.igaz (14, II1L, %, Tétel blzonyitdi-
gat), ha x<w .

Algebrai logikirdl 1lévén szdé, a kiilsnbdzd algebraosztalyokrs vonatko-
z6 eredmények logikai megfeleldit kivénatos megkeresni. Ennek megfelelden,
Crg,, D, és G, ~ra kapott eredményeink logikai megfeleldjeként olyan
kbvetkezményeket is nyeriink a III. fejezetben, melyek a logikdnak Suranyi
Jinos [Su59] konyvében bsszefoglalt fejezetéhez kapcgolddnak, A logikdnak
ez a fejezete, lényegében, az elsérendd logika kiilénbozi (t0obbé-kevésbé
nevezetes) formulaosztdlyeinak eldonthetSsdégét vizsgdlja (ld., Surdnyi

*/yegjegyesaiik, hogy G € D = Crg NNCA_ .
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[Su551, Dreben-GoldfarblDG79], LewislLw79].) Ilyen tipusi kévetkezménye-
ket kapunk a III, fcjezet végén (164-269 old.), pl. a III. 16, Kovetkez-
mény (ii) szerint a relativizdlt alemkd elsérendli formulak kielégithetdaé-
ge eldvnthetsd, A III, 26. Kbvetkezmény (i) pontja szerint bizonyos Krip~
ke modellekben érvényes elsSrendi formuldk halmaza eldiénthetd,

A bevezetds jelen, a II. fejezet érvényességi korét koriilhatdrolsd
eredményekic. foglalkozd részének kiegészitését képezi m III, fejezet be-~
vezetdése (108-109 old.) ¢ a LI, Tejezel utolsd oluala.

A dolgozat konkrét felépitésérfl a kovetlezd 0.4 §-ban irunk,

0.4, A dolggggfﬂf?lépifgge, tudnivaldk,

A dolgozat hdrom fejezetb8l 4ll (egy bevezetd és két tartalmi feje~
zat).

Az I, fejezetben osszefoglaljuk az alapvetd jelvléseket, definicid-
kat és tudnivaldkat, Az alepvetd halmazelméleti, algebrai és logikai fo-
galmak utan definidljuk és kicsit részletesebben ismertetjilk a cilindrikus

éa reldcid-algebrékat.

A II, fejezet fététele az, hogy a szabad cilindrikus algebriak nem
atomosak., E tétel bizonyitasa sorén interpretaljuk RA-t CAB—ban (14.
9,7,), mely interpreticié segitségével visszavezetjiik az elsSrendd logi-
kdt L3-ra (1d, 12.T.), majd utdévbi visgszavezetés kivetkezményeként bizo=-
nyitjuk a fotételt (1d. 14.7.). A II. fejezet miasodik felében megmutat-
juk, hogy "sokkal yzebb" interpretdldsa RA-nak CAB-ban és "sokkal szebd"
visszavezetége L, -nak L3-ra nincgen (1d. 15.T, és A7.T.). A méuszerek-
6l megjegyeznéric, hogy a II. fejeozet elsd felének bizonyitdsaiban alkal-
mas levezetdseket kellett taldlni, mig a fejezet mdsodik felében "nem-
gztenderd" ﬁodelleket (azaz nemreprezeniilhatd CA-kat) konstrudltunk a
"bizonyithatatlansdg" bizonyitdsira. A II. fejezet legvégén, az L3~ra
viggzavezetd tételiink alkalmazdisaként bizonyitjuk, hogy az n elemmel

gzabadon generéalt CAB—at lehet n elemmel nem-szabadon is generdlni,

A III, fejezetben azt imutatjukx mes, hogy a kvantorok felesexrélhetld-




(xev)
gége lényeges a logikéban.*/: A TIII, fejezet elsd régzében az abszirakt
NCA  osztdlyrdl (melyet Ugy kapunk Ci,~bdl, hogy elhagyjuk a kvantorok
felcgerélhetiségének megfeleld un. 04 axidémdt) mutatjuk meg, hogy azonos-
sdgelmélete eldonthetd (1d. 5.1.), ennek rdgton kimondjuk a bizonyitdsel—
méleti kdvetkezményét (6.K.) is. E bizonyitdselméleti kovetkezmény ter-
mészetes modellelméleti megfeleldjét a III. fejezet mdsodik részében vizg-
gdljuk, ahol a "konkrét" halmazalgebrék Crg, osztdlydrdl (és annak néhdny
régzosztdlydrdl) bizonyitjuk, hogy ezonossigelmélete eldsnthets (1d.
10,T.). Ez informdcidt ad arra nézve, hogy a szokdsos modellek mely tu-
lajdonsdgai lényegesek (és melyek nem), tovdbbd kbvetkezményként kapunk
egy eljarast az alaki megkttésekkel definidlt un. relativizdlt formuldk
kielégithet8ségének elddntésére (1d. 16.K,).

¥ M OK

A dolgozatban két fotétel van: Az 1, Fététel m II. fejezet fStétele,
mely sgzerint a szabad CA-k nem atomosak, A 2. FS6tétel a III, fejezet £5-
tétele, eszerint a cilindrilkus-relativizdlt halmazalgebrdk azonossdgelméle-
te elddnthetd. A dolgozatban kimoncott tételeket (bizonyitdsuk utdn) rend-
szeresen diszkutéljuk (ez dltaldban megjegyzésekben torténik). A két £6-
tételen kiviil, a dolgozatban eldforduld egységek: tétel, definicid, meg-
Jjegyzés, kovetkezmény, lemma, részallitds, segéddllitds; ezeket hivatko-
zdendl rendre T., D., Kj., K., L., RA,, SA.-val roviditjikk., Tételek bi-
zony{tdsdn beliil kimondctt segéddllitds, definicid stb. sorszédmdn ldtszik,
hogy melyik tétel bizonyitdsdban vagyunk, pl. a 3.2.5A. a 3. Tétel blzonyi-
tdsdban szerepll mdsolilk egység. Mlinden fejezetben a fenti egységeket eldl-
r6l és egységesen gzimozzuk, pl. & II. fejezetben 1.D., 2.D,, 3.L., 3.1.54.,
atb, Ila egy tételre ugyanadbbol a fejezetLS1l hivatkozunk, melyben az els-
fordul, akkor csak a sorszamat irjuk ki, pl. 12.T., ha egy mdsik fejezet-
bdl hivatkozunk ré, akicor a fejezet sorszamdt is feltiintetjiik, pl. II.12.T.
(ha a II, fejezet 12, Tételére a III, vagy I. fejezetbSl hivatkozunk).

Az egységek végét vagy kockaval jeloljiik, vagy QED -vel., Részletesebben,
g -val a definicidk, megjezyzdsek stb, végeit, @ -val a bizonyitdsok bel-
sejében eldforduld kigebb részéllitdsok végét és QED -vel a (nagyobb) bi-

zonyitdsok vdigét jeldljilii, Az oldalak tetején feltiintetJiik, hogy épp me-

iﬁ/zfn:'rél, hogy a III. és II. fejezet ugyanazon probléma két (egymdst felté-
telezd) o0ldéerldrdl szdél, a 0.2 ég 0.3 §-ban Irtunk,
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lyik egységben vagyunk, azaz a lap tetején szerepel a kurrens definicid,
megjegrzés atb., sorszdma. Pl., "3.0L" a lap tetején azt jelenti, hogy az
elaG m egység a lapon a 3.L. kinondasa, "3.L(B)" a lap tetején
azt jole. ., ¥y a 3.L. bizonyitdsdnak belsejében vagyunk. Az irodalmi
hivatkozds wn:. . az oldalszdnra néha (a rdvideéz érdekében) a latin ercde-
td "pp. 3001-3015" st{lugban utalunk (mely a 300-ik oldal feliilrdl elsd
gordatél a 301-ik oldal aliulxrdl 6i8dik sordig terjedd részt jelenti). A
nagyon gyakori eléfordulés miatlt a dolgozatban a "“tegyiik fel, hopy" szb-
veget "tfh."-al roviditjik. A dolgozat végén a jeldléseket ég definicid-
kat egy "Jololésjegyzék" és egy "Szdjegyzék"-ben Gsszefoglaltuk a keresés
megkbnnyitése végett. Iliegjegyezziik, hogy a jeloléseknél a vasiagitdsnak

tarfalmi szerepe van, mdst jelent pl. & vékony Nr és a vastag Ne.

0 A dolgozat cpén megoldott ezyes prodblémik térténetérsl

A dolgozat két fétételenelk bizonyitdse és diszikusszidja sorin szimos
régebben felvetett problémdt is megoldunk. Az aldbbiakban megadjuk ezek
felvetéaének helyét, de az olvasdnak azt tandcsoljuk, hogy elsd olvasdsra

hagyja ki ezt a §-t.

- Honk[M61](2961) 5. Problémija azt kérdezi, hogy minden RA megkapha-
té-e valamely CA4-b6l reduktumzént (formdlisan RAG;RaCA4 fenndll-e).
Ugyanezt kérdezi Maddux{Ma78] és [i1a85] is. A negativ vilaszt a II. fe-
Jezetben a 4. lMegjegyzésben irtuk le. E probléma megvdlaszoldsa ugyanolyan
Jellegl nehézgégeken milik, mint a [HN?]2,12, Problémdé. Utdébbinak jelen

technikakkal torténd megolddsat Németi[N83]-ban irtuk le.

- Monk[M61] 4. Problémédja a CA-Ra kapcsolatrdl tesz fel két tovdbbi
kérdést., BEzek «bzil az egyiket a jelen dolgozat I. feojezetéven (1d. 5.K.

és 27. old. ldbjegyzete) vdlaszoljuk meg.

- A [HMT] monografidban a 4.14. Probléma azt kérdezi, hogy a végesen
generalt szabad CA -k atomossk-e ha 2<o<<w). I-problémit részletesen
targyalja a konyv a 4.3.32-4.3.33 egységekben ds a 1I. rész bevezetésében.
Jelen dolgozat 1. Pététele szerint a vilasz negativ., L problémamegoldds

diszkusszidja & II.) fejezebtben Galailmblo éu réuaden [IHP]2.20. Problémi-



{xvii)

Jdnak Németi[N84al-ban bizonyitott megolddsira épiil (mely a végtelendi-

menzids szabadalgedbrik végesdimenzids részét karakterizdlia).

- A [HHT] monogrifia egy mdsil szabacalgebrdkra vonatkozd kérdése a
2.7. Probléma, ISrre a vélasz jelen dolgozat II.A9, Tételében taldlhatd,
Jénsgson [J85]-ben hasonldé kérdést tesz fel szabad RA-kra vonatkozdan, Ezt

is megvalaszolJuk a II.20, legjegyzésben,

- Tarski és Givant [1G] a 3.10 §-ban (3.78 old.) azt kérdezi, hogy a
kbnyv eredményei atvihetSlk-e RA -rél SA -ra. Itt kiilon megkérdezik,
hogy a halmazelmélet felépithetS-e EgSA -ban, Lz tehdt két kérdds: A1)

a [TG] 4. 111l. 8 §-ban leirt (RACERRA eredmény "dtmegy"-~e RA helyett
SA -ra (tehdt pl. QSACRA igaz-e) és 2) a halmazelmélet reldépithetS-e
EqSA -ban, [TG] 3.78 oldalén a kdvetkesSket irjdk: "The gecond problem

+es 8till open, is more egsential for our main purposes. We should like

to know whether the formalism Lu™ provides an adoquate bagls upon which
our fundamental results (to be presented in the next chapter) could be re-
congtructed and our main goal, a formalization of set theory without the
use of variables, could be achieved. ZEven if the answer to this question
is affirmative, the proof of it may be a hard task., The development of
the logic and metalogic of Jj(, to the extent this is needed for our pur-
pogesa, 1is not easgy even in the presence of the full asscociative law and
would probably become much more involved if this law were not available."*/
Jelen dolgozat II.12, Tétele pozitiv vdlaszt ad a fenti probléma 2) réazé-

re. A probléma 1) réczét mdsutt is kérdezték:

- laddux [Ma85] kérdoezi, hogy QSACRA igaz-e és ebben a formiban
[1G]18.,19 oldal ldbjegyzetében is megfogalmazdsra keriil a probléma. A va-
lasz jelen colgozat II.18. HMegjegyzdse szerint erdsen negativ (nem lehet
QSA definicidjit dgy szigoritani, hogy az dllitds igazzd vdljon). E prob-
léma egy cilindrikus algebrai vdltozatdt hHadéux[MaT78a] i1s megkérdezi. Je=-
len dolgozat mddszereivel negativ vdlaszt adtunk NémetiIN85e] -ben. Egy

erSsebb negativ vdlaszt bizonyitunk jelen dolgozatban (II.17. Tétel (viii)

pontja).

X
H/Itt diux az SA ~nak felel meg, éz £ az RA -nak.
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- Tarski és Givant [2G] A974-es vdltozataban azt kérdezte, hogy a hal-
mazelmélet EgNA -ban feldpithetd-e (1d. Maddux[lia85b]). (Hz itehit a fen-
tebb mdr idézett kérdés SA helyett NA -ra megfogaluazva.) [z a kérdés
oowwdl valtozatdban (pl. 3.78 és 4.76 old, lébjegyzet) i1s megtalalhatd
(de kevésbé hangsilyosan, mert iddkSzben feltint, hozy még Sa -ra sem tud-
jék a vdlaszt). Ugyanezt az LgNA -ra vonatkoz( kérdést felveti Haddux
[MaB85b] is. Jelen dolgozat IIL.6. legjegyzésdében és Németi[N85c]-ben exrd-
sen negativ vidlaszt kapunk nemcsgal HA -ra de azn anndl erdsobb WA -ra is:
mindkét ogztaly azonosszgelmélete erdsen eldtnthetS. Lz megvdlaszol

[Ha85bi~b8l egy mdgik problémdat is,

- [TG14.84 oldaldn és & 3.7 §~ban ar»dl a problémérdl irnak, hogy a
halmazelmélet Teldpithetd-~e L3 egy gyenge valtozatdban, mely ekvivalens

EqCAB'-al. (Itt 2 probléma uUj része az, hogy HgqSA -ndl gyengébd az
EqCAB.) KErre pozitiv vdlagzt adunic a II,12. Tételben,

Jelen dolgozat eredményeibdl ill. k¥zelitésmddjdbdl nittek ki a kdvetkezd
problémak megoldasai is. Helyhidny miatt ezeket az eredményeket nem tar-

gyaljuk részletesen a dolguzatban.

~ [TG] klildn foglalkozik azzal a problémival, hogy L3 dltaluk megerSsi-
tett vdltozatdban az asgszociativitdson kiviil a Leibniz szabdly egy nagyon
erfg vdltozatdt is fel kellett venni. Kéndezik, hogy ez elhagyhatd-e, (L&.
[TG13.42, c, 3.745727 45 3.76%7 01d.) Szemben a probléma "SA-vdltozaté-
val", a jelen vdltozat esetén a probléma mindkét részére pozitiv vialasz a-
d46dik jelen dolgozat mdédszereivel. Nevezetesen, az erSs Leibniz szabdly
nélkiil is igaz marad [TG] minden eredménye (az asszociativitdssal megerdsi-
tett L3-ra). Bzt az eredményt [TG] legijabb vdaltozata icdézi a 3.8 § egyik
ldbjegyzetében, [TGl-nek ez a legijabb véltozata ismertet tovdbbi olyan
problémamegolddsokat, melyek a jelen dolgozat eredinényeként jottek létre.
Ezekre most nem tériink ki.

- Monk[M64] lényegzében az elgd publikdcid, ahol [HUTI4.11. ds 4.12,

Problémija hangsilyosan szerepel. & két probléma azt kérdezi, hogy a mini-
mdlis i1l1l, monedikusan generalt CA-k azonosefgeiwélebe elddnthetd-e. Ilyen
eldbntésproblémikkal a III. Ffejezct foglalionik, ahol jelezziik, hogy a vi-

lasz mindiét kérdésre negativ (részletes bizonyilds Hémetil[li85nl-ben taldl-

hatd).
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I, ALAPVET( JELOLESEK, DEFINICIOK, TUDNIVALCK,

Osszefoglaljuk a legalapvetsbb (halmazelméleti, algebrai, logikai)
Jeldléseinket, TLzek dltaldban jélismert szokdsos jeltlések. A dolgozat—
ban kéadbb mégz bevezetiink gpecidlisabb jeldléseket. Az Gaszes Jjeldlést
(a bevezetés helyének feltiintetésével) Gsszegyljtottik a digszertdcid vé-
gén levd Jjeldlésjegyzékben. Lényegében a [HMT] jelslésrendszerét hasz-
ndljuk. Nem definidljuk a legalapvetSbb halmazelméleti fogalmakat, pl.
€, S, rendszdm, tovdbbd nem definidljuk s rekurzidelmélet alapfogalmait
mint pl. rekurziv halmaz és fiiggvény, rekurzivan felsorclhatdé halmaz.

0 jeldli az {ires halmazt, mely & legkisebb rendezém és legkisebb természe-~
tes gzdam is egyben. A természetes szdmok Neumann-féle feldpitését
hagznaljuk: "

0 az iires halmaz és

n+l = nU{n}.

Minden rendszam a ndla kisebb rendszdmok halmaza, és
o<+l = < Ufe¢} ha o< rendszdam,

W Jjeldli a természetes szamok halmazat és egyben a legkisebb végtelen
rendpzdmot is, Tehdt ha n€q) akkor n = {m€w 3 m<n}, Ha A egy
halmaz, akkor

JAl  jeldli az A halmaz szdmossdgdt. A szdmossdgokat specidlis rendszd-
moknak (és nem ekvivalens halmazok vagy rendszdmok osztdlydnak) tekint-
jik. Ekkor tehat

JAl<w  vagy IAl€Ew &zt jelentl, hogy A véges, és
IAl2w azt jelenti, hogy A végtelen.

& ¢s & oazt jelenti, hogy a szdébanforgd képlettel definidljuk a benne
szerepld Uj jelet.

A~B 4 {x€EA x¢B3,

U g fx : (JAef)xeAl, az It haluazrendszer unidja

N& & (x : (vae & )xerl,

SbA gix : X€ A3, az A halmaz hatvdnyhalmaza (set of gubsets of A)
ACR é-‘i) (AGB éa A#B), A valdédi része B-nsek,

AC,B &5 (aeB ¢s 1al<w), A véges része B-nek,

{a'i'bi : 1€I} g iai : ieIEUibi : i€T}, egy nem-szokdgos halmazmegadds

(e,b) vagy <a,b> az a és b halmazokbdl alkotott (rendezett) part
jelsli,



axp 8 i(a,d) : acA, beB},

R (binér) reldcid, ha pdrok halmaza. Legyen R,SSAxB. Akkor
DomR d {a€A : (Ib)(a,b)eR}, az R értelmezési tartominya,
RngR = {b€B : (Ja)(a,b)ER}, az R értékkészlete,

R"™H & {beB : (JacH)(a,b)ER}, a H R-szerinti képe,

HIR & {(a,b)eR : a€H}, az R H-ra valé lekorldtozdsa,
RS g i(a,b) : (3e)[(a,c)ER és (c,b)esS] , az R és S kompozicidja,
R_n' & i(b,a) : (a,b)€R}, az R inverze,

aRb azt jelenti, hogy (a,b)ER,

afb azt jelenti, hogy (a,b)¢R,

Ia & {(H,H) : B egy halmazl, az identitds-osztdly,

Ia, & {(u,u) : ueH}, a H-n vald identitds-reldcid,

R ekvivalencia-relacid, ha idempotens, szimmetrikus és tranzitiv, azaz ha
R2(Iq, AU Rty R{R).

R fiiggvény, ha (¥a,b,c)[(aRb éu aRc)® b=c], tehdt egy flggvény pdrok
halmaza, Ezért pl. g&f ha f fliggvény azt jelenti, hogy g is
fiiggvény és g = (Domg)]f.

Ha R pdrok osztdlya az el8z6 tulajdonsdgokkal, akkor azt mondjuk, hogy
R osztdly-fiiggvény (ezekkel ritkén lesz dolgunk).

f (totdlis) flggvény A-bSl B-be ha £ fliggvény, Domf=A és RngfGB, ezt

f: A>B -vel jeldljiik. Ha £ : A= B és DCA akkor gyakran irjuk,
hogy £ : D=>B a preciz D|f : D> B helyett.

f parcidlis fiiggvény A-bSél B-be, ha (3DCA) f : D> B,

f egy-egyértelmi, ha (Va.b,c)[((a,c)ef éa (b,clef) > anb].

£:4A >0 &5 (£:42B és £ egy-ogyértelmd)

£:A-»B & (f£:4>B és Rnge=B), £ rdképez B-re,

£:A>»DB <« (£:4>>B és £:4—>B), f£bijekcid,

JLB jeloli az A-bol B-be mené flggvények halmazat,
Ha Tx JelWl valamit minden x€X -re, akkor

{Ttx : x€X> a f(x,Tx) : xeX3, azaz {Tx : xeX> egy fajtdja a fliggvény-
megadidsnak. Néha nagyon kényelmes ez a (szokatlan) megaddsi méd,
[HMT] vezette be. Legyen £ és g figgvény.

£(a), fa, vazy fa jeldli az £ értékét az a helyen, ha a €Donmf,
azaz (a,f(a))E £ ha a€Domf.
kerf g f(a,b) € DomfxDomf : fa=fbi, az f mnagja vagy "kernelje",

fog d g|f, az f és g figgvényr-kompozicidja, tehit ha x¢Dom{(fe-g),
akkor (f°g)x = f(gx). f£(x/u). vagy ffl jelsli azt a flggvényt, me-
lyet ugy kapunk f-b13S1, hogy éréékét a &« helyen u-ra viltozntatjuk,
azaz
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d it
£(x/u) = f:: & (F~IKKEH)NT IV IKk,udl. Bzt a jeldlést gyakran hasgzndl-
juk az egész dolgozatban.

£ (m-hosszi) sorozat, ha olyan fiiggvény, melynek értelmezési tartomanya
rendszdm {(az m ),

<aosﬂ-1|---vam> ’g (50'31’-c- pam) g {(0.50).....(m,am)}. Tehét, ha pl.

ac’s, akkor a =<a,.8,,8,5> ésha £: A>3, akkor fea =
(:E'ao,fa. ,fa.2>.

2-hoggzi sorozatok és pirok kdzott nem tesziink kiilonbséget (noha elvileg

kellene)}, Igy A*A -t és 2A -et azonosnak tekintjik, és pl. RQaA

azt jelenti, hogy R binér reldcid az A -n.
R m-argumentumd reldcidé az A -n, ha R c™a R
f me-argumentumi fiiggvény A -n, ha f : M > A,

m-grgumnentumi fiiggvényeket m+l -argumentumi reldcidknak tekintiink néha
(pontatlanul, az <«a,,-ee,8_ ) ,b> é3 (8, 50es,8 ,b> sorozatokat
azonosnak tekintve). 9 m-2 o 15

Algebrai jeldlések,

1’ egy (kxevert) hasonlésdgi tipus (vagy roviden csak fipus) ha 1t/ =
(¢,F), ahol t : R~=> (w~2) valamely R-re és FoR . Ha RER~VF,
akkor R egy #$(R)-argumentumi reldcidjel, ha ReEF akkor R egy
t(R)-1 -argumentumi fiiggvényjel. O-argumeniumi fiiggvényjelet konstans-
jelnek is hivunk,

Legyen t’ egy tipus, t/ =(t,F), t:R>w. 4z O egy ¥ -
tipusdi struktiras, ha ¢L=<A,F) ahol F fiiggvény, DomF = Domt, [F(R)
egy t{(R)-argumentumi reldcié A -n ha RéEDomt és F(R) egy +t(R)-1 -
argunentumi filggvény A -n, ha REF., ‘Jeldlés: Rag[F(R) ha ReR . Te-
hdt

o = <A, <BR% ¢ RERD), shelyett gyakran irunk

Fr
{A,R >R€'R. -et,

Ha R egy konstansjel, akkor & : 0A-—>A, tehdt Rﬂ':{(o,a)} valamely

a€A -ra, Strukturdkban Ra' -t azonosnak tekintjik a -val, azaz ha R
egy konstansjel, akkor Raé A, Az ¥l univerzuma A, és RY az R-nek
megfelels reldcidé ¢l -ban, Strukturdkat 4ltaldban gét nagybetikkel és
unmiverzumukat & megfeleld latin nagybetdvel jeldljiik. Ha o (vagy &,
4L, T, T, R stb.) egy struktura és mést nem mondunk, akkor A (vagy B,
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C,M,N,R stb.) az univerzumdt jelsli. Az dttekinthetSség érdekében néha
az KX -r6l lehagyjuk a felsG €L indexet, remélve, hogy ez nem okoz
félreértést (1d. pl. 17.0., 25.0.).

Azt mondjuk, hogy t egy reldcids (ill, algebrail) (hasonlésdgi) ti-
pus, ha t = (t,0) (ill. %/ = (t,Domt)) egy kevert hasonldssigi ti-
pus, és ¢l egy t~tipuad modell (ill. algebra) ha &L egy t’ -tipusi
struktira. Mod(t) (ill., Alg(t)) jelvli a t-tipusi modellek (ill. al-
‘gebrik) osztdlyat. Az Alg(t) jeldlést csak az I. fejezetben haszndljuk.

Legyen 1t'=(t,F) egy tipus, t : R > w és U,8H  t-tipusi struk-
turdk,

Hjer d <AnH, Rant(R)H> ReR ' 82 dL H-ra vald megszoritdsa.
H1® nem feltétleniil t/ -tipusii struktira, de mindig t-tipusd modell,

gcs <& A= Al&, az € részmodellje o -nek.

f: @& »>& azt jelsli, hogy f homomorfizmus €[-bdl A& -be, azaz
£f:A>B éa [fe3 : ee’:Ra[}_C.R‘8 minden ReR -re,

o 2<f“A, {fes : EER&S)RGR s, ha £ : A->3n,

df
f: UL &= (f:0 > é £ : A > B), hasonldan

f: A 2>K eégi} (£: 00 >4 &g £ : A-»B),

£f: O > H <€d=F> (£: 0 > 45 £ ; A >> B),
T izomorfizmus U é&s & kozott, ha (£ : & >> L& és aGuf“@L).

d L ha O és & izomorf, azaz ha van £ mely izomorfizmus ¢L

és % kozott.
& homomorf képe nz l-nak ha van f , melyre £ : €1 > éas .8=fx£JL.
Legyen R ekvivalencia-reldcid az A -n, legyen f 3(!1”{&'3 : aEA D,
Akkor

am & My ég AR S % = (1¥%al : aeal.

Legyen mostantdl kezdve t egy algebrai tipus, O, t-tipusi
algebrak éa KGalg(t). '

R kongruencia az {l-n, ha &L/R algebra.

SgaH Qﬂ{rg;A : Y10l algebra ég HEY3,
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&ff}{ d (SgaH)']J?)L. Ha HeEA, akkor ngH algebra és @,gm'HQUL

IK, HK, 8K, PK jeldoli rendre a K elemei izomorf képei, homomorf képei,
részalgebrai ill. direkt szorzatainak osztdlydt. (Algebrak direkt
gzorzatinak konkrét definicidjira nem lesz szilkségiink.)

me(t) jeldli az X elemeivel mint vdltozdéjelekkel felirt t-tipusi ki-
fejezémek (termek) helmazit (azaz ::Eme(t) ha xeX, és
f('L',_L,....‘I:'n)Eme(t) ha f n-argumentumi fliggvényjel t -ben és 7,,
oee ,tnETlnx(t) ). Binér miveletjelet gyakran Irunk infix irdsmédban,
azaz ha f kétargumentumi fliggvényjel, ekkor T, fT, g :E('C'a_,‘rz), a
szokdsoknak megfelelSen.

T@x(t) jeldli a me(t) -n levd természetes t -tipusd algebrat. Kiny-
nyd ldtni, hogy ha l€Alg(t) és k : X > A akkor k kiterjeszthe-
5 homomorfizmusgsd (egyértelmien), azaz van k : mx(t) - U hogy kck.
Legyen '!.'Eme(t), OreAlg(t) és k : X A, Akkor

t®{k] Jjelsli a "+t értékét mz @ algebrdban a vdltozéjelek k Iidér-
tékelége mellett", azaz tm[k] & k(t) ehol Xk : mx(t) - 0, kck.

A ‘I'mx(t), k] jeldléseket gyakran haszndljuk az egész dolgozatban.
T=g t-tipusdi azonossdg, ha 'U,B'E',I.‘mx(t) valamely X -Te.

O bk T=6[k] & UxleeMx] &8 oLk v=6 éfe» (¥k€4) oLk Tesx],
Kk t=f éib (¥UeK) Uk T=6

Legyen 2 t-tipust azonossidgok halmaza. Akkor faealg(t) : (¥eel)
Mk e} a S-val definidlt algebraosztdly.

K varietds, ha definidlhatdé azonossdigokkal. K végesbdzipi varietds, ha
definidlhatd véges azonossaghalmazzal. K végesbdzisu algebraosztdly, ha
az &ltala generdlt varietds (azaz a K -1 tartalmazd legkisebb varietds)

végegbaziad,
Az univerzilis algebra alapiétele (Birkhoff), hogy

( XK varietds &= K = HSPK), és a K -val generdlt varietds HSEK,

q ©8Y kvdziazonossag, ha elA...Aen*eo alaki, ahel n€w és egreees

e azZonossig,

K kvdziverietds ha definidlhaté kvaziazonoasdgokkal,

FryK Jeltli az X halmazzal generdlt K f£5lotti szabad algebrit, azaz
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I g S"mx(t)/Cer ahol Cr.K 2Nir T (£) /R EXSKY. Beldthatd, hogy

Cr K = f(v,8) : Kk t=6}, &s hogy izomorfia erecjéig %x}{ a "legki~
sebb" algebra, melyet X generdl ¢s melyre igaz, hogy (¥OeK) (VkexA)
(Ak : Frok >oOdkck., A Cr,K jelslést a tovdbbiakban nem haszndljuk.

Frxl( Jeldll az %XK alaphalmazat.

I!§! Elgfrendd nyelveini.

A egy nyelv, ha A= {x,t> ahol o egy rendgzdm, t egy reld-
clds tipus és Rngt Co#l. (Bkkor tehdt Rngt <(x+1l) N (W~1).)

Feltesszilk, hogy a dolgozat folyamdn végig, rogzitve van egy egy-
egyértelmi v osztdly-fliggvény, mely az Osszes rendszdmon van értelmezve.
A v, ~ket fog;jul; véltozéjgleknek haszgélni nyelveinkben. Kényelmi szem-
pontok miatt x=w. , ¥ v, és 2z = Ve Feltessziik, hogy a logika fel-
épitésében szokdsos diszjunktsdgi feltételek teljesiilnek, pl. RngvNDomt=0,

Legyen A=<e,t> egy nyelv, R =Domt., Definidljuk a A nyelv szi-
gori (vagy korldtozott, "restricted") formuldinak Fm" halmazét:

Fm"" az a legezikebb F halnaz, melyreu/
(1) TR(Vy Wy senesWyp ) HE‘R,iUiviwj : 1,jecIUIT,BY C F
(11) 3wy, 0 pAP (PVYRSF ha iex és @,pEF.

mA
w
legszilkebb F halmaz, melyre igaz az eldzd (i),(ii) =-n kiviil még

L A nyelv gyenge, vagy redunddns formuldinak F halmaza az a

(11i) {R(v .v'1 1o 00,V ) : ReRr, ;iet(R?x} CF is.
1

Jo J4R-1
Ha mdst nem moncunk, akkor formulan gzigord formuldt értiink.

Legyen Wl egy t-tipusd modell és k : o< = M, Definidljuk formu-
1ldk érvényességét:

df
WkE R(V yeeeoy MK] & (k(1),...,k(1 ))ER™ ha ReR, tRentl.
0 n

n
Wh v=v[k] €5 k(U)=k(§), Wk Pxcl, W ¥ P,

Wk gkl €5 M elk],

o T és P formuldkrdl Ld. a késSbbi A.Mj.-t.
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df :

Akl &= [mE@lk]l és WM Eylkl],
dt

T |=(LPVq.)[k] & [MWE gkl vagy W #Lp[l:ﬂ s
df i

Wk velk] &> (Fack) Mk el 1.

df
WMEe <5 e MEGlk],  F & (FMEMoa(t)) Wk Y.
Legyen 3 C_ZFmA, LPGFmA éa Kcliod(t). Akkor a szokdgoknak megfelellen:

mes & eemwre, Kz & me) WED , Zre &S

(vm)fmFZ =2 m h LP]' |=2- é Mod(t) FE . Ha T ={L?1,.-.’\Pn.§,
akkor AT Q‘P':L""'“Pn és VT g'(pﬂ_v...Van. Az AT tehdt fiigg (elvileg)

a T felsoroldsanak sorrendjétél, de szinte minden bizonyitdsi rendszer—
ben bizonyithatdan ekvivalens formulakat kapunk a kiilonbdzd felsoroldsok-
kor, (Mdsik lehetSség, hogy rogzitjiik Fm' egy felsoroldsdt, és eszerint
kell venni AT -t, VT -t.)

Ha @€Pm’, akkor szv(y) Jelsli a @ szabad ¥dltozéinak halmazdt
(vagyls szv(R(vio,....vin)){vio....,vin'i, szv(vinvj)={vi,vjl , 8zv(T)=
9zv(F)=0, szv(-p)=szv(yp), SZV(LPALP)=SZV(£?V(P)=SZV(LP)U szv(p) és szv(Bvin)
nszv(LP)ru{vi} ). Legyen HCo<¢ . Akkor

AH 4 A - . e
Fm = {ypeFm” : szv(p)clv, : iem i,
Fn' és FmA'H helyett sokszor irunk Fmi\< ill, I!‘mi’H -t. Ha (PeFmA'H

ésn kEHM, akkor

df
mEplk] <> (Gge™W[kce és Wk plel].
™ & fxef o meglcll, ha Hex és gern,
Konnyd ellendrizni, hogy az Pn’ nyelv referencidlisan datldtszd, azaz ha
LpEFmA’H és Hlk = Hlh akkor minden Ml modellre [‘mt:q)[k] =
Wk @lhl]  (ha k,he"H),

1, MEGJEGYZES (i) P és P az "azonosan igaz" (true) ill., az "azono-

san hamis" (false) formuldk., Haszndlni fogjuk a ¥v, , @ , ® jeldlése-
d

ket a gzokdsos értelemben, azaz Vvinp G qivi-np. p — Lp)g(q(PVq;), (qn-up):

(¢ > PAlp > ). HNivel k (pVy) & a(apvay), R T (vo=-v0) ég Pk

Fo P, azért néha a V,T,F formulafelépitd jeleket ia a Wi' > , &

hoz hasonléan kezeljiik, pl. az indukcidk sordn (¢V{)-re nem blzonyfitunk.



-8 - Lea,1j3

Tovdbbd, kvantorokat gyakran "Gsszevonunk" a szokdsokkal Osszhangban,
azaz EViij 4 Hviavj@ és Uvivj¢ = wvinj@, és ugyanigy kettSnél tobb
valtozdjel esetén is.

{(11) Az, hogy az Fm’ "tirgynyelveink"-ben nem engediink meg fligg-
vényjeleket, nem lényeges megkdtés - a legtobb vizsgdlat szempontjdbdl az
n-argumentumi fliggvényjeleket n+l -arzumentumi reldcidjeleknek lehet fele
fogni, amire axidmdkként fel van frva, hogy fiiggvény. Ld. pl. [}76]
pp.2055-2004, Dof.11.26, “hm.1%.20.

(i11) Ha A=<e,t)>-ban o gRngt, akkor Fmﬁ
vivalens egy szigormi formuldval, azaz minden tpéFm: -hez wvan LpeFmA -
hogy B ¢ oy, (Egyébként nem.) L dolgozatban dltaldban az elsS eset

minden eleme ek~

all fenn - abban s kevés egetben, amikor van lényegesen nem-szigori for-
mula is, dltaldban kitériink kiilon azok vizsgdlatdra is (1d. IIT.16.K. bi-
zonyitdsa). Az, hogy csak szigori formuldkkal dolgozunk, tehdt nem lénye~
ges megkttés - azonban lényegesen egyszerdsiti a vizsgdlatokat: a azigord
atoml formuldk koz6tt nincs "semmi Saszefiiggés", igy algebrai szempontbédl
konnyen kezelhetdvé vdlik a nyelv.

(iv) Ha A=<x,t> ahol o< w , akkor azt mondjuk, hogy A egy
véges-vdltozds nyelv. Véges-vidltozds nyelveket erdsen vizsgdltak mdr, pl.
Henkin [H673,[H73],[H83], Johnson [Jo73]1, Maddux [Ma83], Monk [M711],
Poizat [Po82]., Ha o«<>w , akkor nem kellene RngtCuw -t megkovetelniink,
a vizsgdlatok harmonikusan dimennek a végtelen-argumentumi reldcidkrs is,
ld. pl. [(HMT]S4.3, [Sa82], [AGN77], [N78].

(v} A dolgozatban a "metanyelv" és "targynyelv" jelei kBz6tt nem te-
sziink éles kiilonbaéget, pl. a I, =, + ,A, ¥ stb. jeleket haszndl juk
‘mindkét nyelvben. Annyi eltérés van, hogy a targynyelv formuldit igyek-
szilnk pontosabban irni (mint a metanyelv formuldit), metanyelvi &11itd-
sokban irunk A helyett pl. "és" -t, vagy "&" -t is, = helyett =3
-t ig, stb.

(vi) Gyakran fogunk két nyelv formuldi ozttt fliggvényt definidlni,
Ilyenkor ezeket & fliggvényeket "forditd-fliggvény"-nek nevezziik. Ennek
a hangulati hatason kiviil mas jelentése nincs.

(vii) a (pAY), (pvy), (¢ >w), (¢ ©¢) Fformuldkbdl gyakran elhagy-
juk a zardjelet, tehdt ?A@, gtb.-t drunk helyetiiik, n



I,3. Bizonyitdsi rendszeriink.

ElsSrendd A= <,t> nyelveinkre a kdvetkezdkben definidlt bizonyi-
tdsi rendszert fogjuk haszndlni (elsSsorban a II. fejezetben). Ez az
o< 20> esgetben egy szokdsosan haszndlt Hilbert-tipusi bizonyitdsi rend-
szer (egyik varidnsa), és pl. a [HHTIII. rész 157. oldalin van éGefinidlva,

I I A r.4 » » ” rd
A logikai axidémdk Ay bhalmaze a kdvetkez§ alaki formuldkbél &ll
(azaz ATA a kivetkez8 9 formulaséma "példinyai'-nak halmazs):

Legyen ¢,9EFm" és i,j,k€oc.

(1) @ p i{téletkallulusbeli tautolégia"/

(2) W (p > ) > (Wp > ¥vy)

(3) wp=>¢

€4) ¢=>¥y , ha v, ¢ szv{(p)
(5) v;=v,

{6) 3vi(vi=vj)

{7) vi=vj - (vi=wk -> vjnvk)

(e) v =v, > (o> Vvi(viﬂrj »@)] , ha i#j

(9) vy« Wv,np.

A kbvetkeztetési szabdlyok a "Modus Ponens" (MP), és az "Altaldnosfi-
$4g" (G), tehdt

@, >y -bSl (MP) -vel  -re és
@ b8l (G) -vel Vviq) -re

kdvetkeztethetiink.
Legyen AxS& FmA. Akkor Th(Ax) az "Ax-bél levezethets formuldk hal-

maza", ezaz Th(4x) az a legkisebbd @ & T formulahalmaz, melyre

a) AxUATA < T
b)  (VppePm)[{p, p>picr = per]
c) (VL{JEFmA)(viEM) [per = Yo per 1.

x/ Pontosabban, itéletkalkulusbeli tautoldgidbdl kaphatd ﬁg:g. hogy az ité-
letvdltozdk helyébe tetszileges Pu'-beli elsdrendi formuldkat helyette-

sitiink.
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Axbr-¢ &3 @erh(ax),

E:x d 5, i((p,q))EZFmA i Ax b= (f’('NPB

A A indexet gyakran elhagyjuk, és néha csak o<-t irunk helyette, Pl.
b+ helyett legtibbszdr csak l';‘- -t {runk. A dolgozatban késdbb a Th
éa & 8zv Joléléseket nmem ill. csak ritkén haszndljuk, az kg , (1)}(9),

T ' B Jjeltléseket gyakran,

2, MEGJEGYZES Legyen A=<e,ty, R Domt, Pm & Fa'.

(1) Klnnyen ellendrizhetS, hogy a I-A- bizonyitdali rendszer "ép"
(sound), azaz (Ax }]-tp =» Ax k q)), és rendelkezik a sgzokdsos bizonyi-
tdsl rendszerek szokdsos tulajdonsadgaival, pl, megvan a "dedukcids tulaj-
donség” (tebdt ha ¢hr- ¢ a (G) pélkil [azaz a Th(P) definicidjdbél elhagy-
juk a (c) feltételt | vagy ‘P‘T“P ahol qJEFmA'O, akkor 'T ((p-:np)), és
a "helyettesitési tulajdonedg" (azaz, ha F—¢e¢y akkor |7\- §(R/p) &
A(R/P) abol Y(R/AP) azt a formuldt jelsli, melyet ugy kapunk Y -bSl,
hogy az R(vo"""tn-!l.) atomi formula helyébe mindeniitt (-t {rumk).

(2) A (8) formulaséma az dltaldnos Leibniz-szabdly (vagy helyette-
sitésl aszabdly) egy megfogalmazisa. Legyen ¢ egy formula és v,w vél-
tozdjelek. Jeltlje ({v/w) azt a formuldt, melyet tgy kapunk ¢-bsl,
hogy v helyébe mindeniitt w-t frunk, és kbzben a ttbbi kvantorral valé
itkdzéot atnevezégekkel kikiiszoboljiik. Az dltaldnos Lelbniz-szabdly azt
mondja, hogy

vaw 2> (¢ © P¥(v/w)).
Az un, "Tarski-féle" helyettesités (ld. [T65]) a kbvetkezs:
Q(v/w) € Fv(vaw A ).

Nevezhetnénk ezt "kiilsS" helyettesitésnek is. Kdnnyen ldthaté, hogy
B Q(v/v) & qD(vfw) , 68 ugyanakkor Lp(vfw) definicidja sokkal egyszeribb
mert nem kell tekintetbe venni a mds kvantorokkal vald "iitkszést". A (8)

géma hdrom kiilonbozd atfogalmazass:

vaw > (p © @v/w)),
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Iv(v=wA LP) 2> ~Iv(v=wA -ﬂp) R
vew A dv(vawAg) + @ .

) 4 }-,\— bizonyitdsi rendszer teljes az "~ »w Vvagy Rngtc2"
esetben, vagyis ekkor (¥tp€FmA)[i=Lp é-%l',rtp]. Az oLZ0> egetben az
(FmA, br> "logika" egybeesik a szokésos elsdrendi logikdval (1d. pl.
[HMT]4.3.23),

(4) A tobbi esetben, azaz ha << €&és van legaldbd egj legaldhdb
binér reldcidéjel (azaz ha A nem monadikus), akkor IT nem-teljes: van
(pE P mely érvényes de nem l';r -bizonyithaté. Kéafbb az (5) pontban fel-
gorolunk néhdny érvényes de nem bizonyithatdé formulat,

Nem lehet véges sok séma hozzdadésdval a by -t teljessé tenni ha
o 23: Akdrhogy megnoveljiik A'KA -t véges sok, az (13-(9) -hez hason_é
séma hozzéadé.s_éval, l'K' nem-teljes marad. Tehdt bizonyos értelemben l;
ha 2<o<< W), lényegesen nem-teljes. (Monk tétele, [M69], [M69]-ben ter-
mészetesen pontosan definidlva van, hogy mit értiink "{1)-{9) -hez hagonlé
gémd"~-n. Remény van azonban arra, hogy egy dltalanosabb de intuitive még
kielégité séma-fogalom segitségével Fx- teljessé tehet§ - ilyenirdnyu e~
redmények vannak [ANB1]-ben.) Az <=2 esetben két séma hozzéamddsdwul |-
teljessé tehetS, Henkin eredménye, 1d. [HMT13.2.65, :

Az «>w esetben lr azért teljes, mert minden formuldhoz van még
végtelen sok vdltozdjel ami nem szerepel berne (1d., pl., [HMT]4.3.23(ii).)
A teljességhez sziikség is van mind a végtelen sok "uj” vdltozdéjelre: Min-
den 2<x=(< W ~hoz van érvényes cpang(\, mely nem }F’- -bizonyithaté
(Monk tétele, [M691), de minden (pEFmg mar 13 -bizonyithatd (Henkin té-
tele, [HMT}3.2.65). Kzzel kapcsolatban felmeriil a kovetkezd természates
kérdégt:/ Ha 3£, akkor van-e olyan rekurziv f: Fao" > © filggvény, mely-
re igaz, hogy (¥¢ EFmA)[ o = !—Tﬁu—p-)- LP]? (Megjegyezziik, hogy ha
= p akkor van pew, melyre iF'(.p.) Tulajdonképpen meglepd, hogy nom
tudjuk erre az alapvet§ kérdésre a vdlaszt (mégaz X»wW esetben sem) -
meglévé eredmények alapjidn az ember azt sejti, hogy nince ilyen rekurziv

fliggvény.
Ezzel kapcsolatban [N85b]-ben a kovetkezd részeredményt bizonyitottuk:

x/ A kérdds ebben a formdjdban Biré Baldzstél szdrmazik [B85],
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LEMHA i [N85bl-ben: Legyen o< >w. Van két rekurziv fiiggvény,

(’.a: PA > uw én tr : FmA -> FmN ugy, hogy minden (p&FmA -ra
R = F—E(T'P)— tr(p) <> ktrip) . m

(A fentl lemma segitségével karakterizaltuk [N85b]-ben az Gsgszes eldont-
het§ CA -varietdgt.)

Az elézbekben olyan tételeket idéztiink, melyek szerint b\" -t nem le-~
het elég j6l kvzeliteni | -htz (ha 2<ow< w). Azonban }= -t mir lehet
jol kbzeliteni FA— =hoz: Definidlhatunk elég természetes "nem-sztenderd™
modelleket az Fm" nyelvhez, amire miar igaz, hogy (VLP eFm")[ }-,-.\-q) Sy

"Lp érvényes az Usszes modellben, beleértve a nemsztenderd modelleket is"].
Ez a nem-sztenderd teljességi tétel Henkintdl szdrmazik, 1d. [H6T],[H73].
Az I.4.3. fejezetben részletesebben beszéliink e tételrfl és alkalmazédsai-
rél -~ a jelen dolgozatban is dolgozni fogunk ezekkel a nem-sztenderd mo-
dellekkel,

(5) Példadk érvényes de nem btizony{thaté formuldkra. Legyen 3£<<wW.

1, P§lda A "Merry-Go-Round" formuldk (rdviden MGR -formuldk). Legyen
peF® és jeldlje MGR(p) & kivetkezs formuldt:

B (zox Adx(x=y A dy(y=z Adz@))) € Jz(z=y A dy(y=x Adx(x=2 A32p))).

Intultive, MGR(p) azt fejezi ki, hogy ha két kiildnbézd médon "felcse-
réljuk" az x és y vdltozdjeleket a "z gegédrekesz haszndlatival", ak-
akor ugyanazt az eredményt kapjuk. Minden (p-re MGR(y) érvényes, de
van Lpanf(\ amelyre MGR(p) nem (x -bizonyithaté. (Henkin tétele, 1d,
[HNT13.2.71(7), & blzonyitdsrél 1ld. 5.K.) Azonban minden (PEFm::—m

W MGR(yp), 1d. [HMTI1,5.14,

2, Példa (I) "fuggvények kompozicidja figgvény", (II) "a reldcidkompozi-
¢ié miivelete asszociativ", (III) "egy reldcidé inverzének inverze az erede-
$1 reldcid" | mind kifejezhetl§ 3 vdltozdjel gegitségével (a természetes mé-
don), de nem 13 -bizonyithaté (csak F -bizonyithatdé). (Henkin, Maddux

4
és Tarskl tételei.,} Pl, haszndlva a Tarski-féle helyettesitést, ha @,

€ Pu™2, akkor definidljuk
oly & Zuloty/z) A wx/2)],
¢ Wyl xSk,
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ezekkel a (II),(III) 4llitds konnyen megfogalmazhatdé., Megjegyezziik, hogy
a II, fejezet egyik f£6 eredménye %, hogy ha a reldcidk kompozicidjat és
inverzét egy mds, komplikalt de szemantikusan korrekt médon fejezziik ki,
akkor mir a fenti dl1itdsok is b -bizonyithatékkd vélnak, 1d. IL.9.T(ii).
Megjegyezziik azt ip, hogy (III) lényegében ekvivalens a MGR-formuldkkal.,

J, Példa Legyen X=2, és legyen R,S5 binér reldcidjelek., Fejezze ki y
azt, hogy “@omS:DomR, RngS=RngR, DomR egyelemﬁ)=9 R=S" (a pontos megfo-
galmazdst 1d, a 4.K. kimonddsdban), ¥z a y érvényes de mnem lz -bizonyit-

haté (1d. 4.K.) (megint |3 -bizonyithatéd).

(6) PFelvetSdik a kérdés: Miért vizsgdljuk pont az I bilzonyitdsi
rendszert? Nem kapnink teljesen mds eredményeket, ha lr helyett az el-
sérendi logika mds bizonyitdsi rendszereit vizsgdlnénk? Ezt a kérdést mér
vizsgdltdk (pl. Tarski, Henkin, Maddux), és & vizsgdlatok arra utalnak,
hogy lényegében ugyanazokat a vélaszokat kapjuk a szokdsos Hilbert-tipusi
kalkulusok Gsszes vdltozatdra., (Pl. a reldcid-kompozicid maszociativitdsa
egyikben sem bizonyithaté 3 valtozdjellel.) Az I; t6bbé-kevéabé ekviva-
lens véltozatait vizsgdlta pl, [H67],[H731,[M713, [Jo73],[¥a78]1,IN¥a83],IT2G].
Errdl 1d, még [H6T1p.7, és kicsit részletesebben irtunk errdl [N85d]-ben.

I.4. Cilindrikus algebrik

4,1. Absztrakt cilindrikus algebrdk

Legyen o< egy tetszdleges halmaz. A ci)  algebrai tipus fiiggvény-

joledi +,-,—,0,1,ci,dij (L,j* ) rendre 2,2,1,0,0,1,0 aritdsokkal (a-

zaz 0'1'dij (i,j€ <) konstansjelek, ¢y (ieex ) és - unér fiiggvényje-

lek és3 +,* kétargumentumi fiiggvényjelek).
CTA, Jjeldli a gi%x—iipusﬁ algebrak osztalyat, azaz CT4 5 Alg(ci%i).

Tehdt ha fYECT4 , akkor
ot gL ol
'@l{. =<A'IE(+'+a)‘IU‘l,(ﬂ"1 )3U{(ci'ci )l(dij' ij ) : ifjed§>'
ehelyett egyszerlden csak

a a0t et et . -
(4,490,808 o o reg 1dgy >i,;je°< -t {runk; ha <=0 akkor

o
g

I

o
<A'+Ui’.€ﬂ '_ﬂ’ou,,l > -t.
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Ezt fel lehet dgy fogni, hogy rigzitettiink magunknak egy sorrendet, hogy
&L miiveleteit ilyen sorrendben irjuk fel, Vegylik észre, hogy cilo a
Bocle-~algebrdk hasonldsagi tipusa.

Legyen L€ GTAX, KcCra, és F>.f;0<. Akkor

d 4
IRJ U = <A'+m’_q,_a’ou’1d’ch ;dm

g 1 7%y 7 4,dep
(azaz, ha &1 =CA,FS> akkor 'Rﬂﬂ91=<A,Dom(cilp)’\F>), és

LIRS e L BeKY, LSOl S RILOL = (A, 0, 0ot g0y
Aa’(a) = jiex cg(' (a)#a}, ha a€a,
Nr. 0. 2 {aca : A“(a)g(sz, za0L & N 0L = {aca : A%a)=0%,

i
d d d
Tl = (urﬁm)‘\wpm, U E T e, Ne K S {%mel : oekl.

Legyen X egy halmaz, ¢ : X = Sboc és K<CCPA .  Akkor

crx(S)K $N{R: &2 T(cil J/ReISK s (¥xex) ATxycdx ],

(d) . (d)
gﬁ'x K = %(c:.lo()/{)rx X.
Levezetett (definidlt) miveletek CT4 -kban:

sg':r; d ci(dij-'c,' ) (helyettesitési ("gubstitution") operdcid, ha i,jeco
T=5 gq_‘;--ﬁ', T<LE é‘ﬁé T-§=7 (az utévbi ketté a Boole-algebrdkndl
gzokdsos Jeldlések).
A CA CCTA_  varietdst a kivetkez§ azonossdgok definidljdk (1d., [HMT]
1.1.1): Legyen i,j,kec<.

Co A Boole-algebrikat definidld azonossdgok, pl.

Xty = y+Xx Xy = ¥y X
x+(y:2z) = (x+3)-(x+2) X (y42) = Xy + X-3
x+0 = x xd = x

x+=-x = 1 x--x = 0,

ci0=0

xX£e,Xx
i

& «C, = C. LI I
°1(x 1y) 1% Cy¥

cicjx = cjcix

Q a .o
S

5 934 =3

Ca
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Ce 935 = ol d,y) ha k¢ {i,d}
C7 ci(dij-x)'ci(dij-—x) = 0 ha di#j v
d = d A
Pontogabban, legyen C, = I X+Y=Y+X, e a0 ,Xo=x=03, C, = {cio=o : i€l

< d L < g .
02 = Zxﬁécix : 16X, ..., 07 = ici(dij x) ci(dij'—x)=0 : 1,jecx, i#3%.
Akkor CA & COU C,TU L) C‘,; azonossaghalmazzal definidlt varietds.

Tehdt ha 1e<l<w, akkor CA_ véges bazisti, egyébként nem,
BA g CAO , a Boole-algebrdk (réviden BA-k) osztdlya.
CA, ez K =dimenzids cilindrikus algebrdk (rbviden CA-k vagy ngfk) 082-
tdlya, Nyilvdn, RdgCj & CApe
Megjegyezzilk, hogy 03 helyettesithetd a kdvetkezd hdrom sémdval:

/
Cc c. (x+ c.X + C,
3 1( _y) =% iY
C” ¢c.~C.X = =-C_X
3 i1 i

7
3 i’i

Tehdt egy CA, olyan operdtoros Boole-algebra, ahol a c; operdcidk

komplementdlt topoldgikus lezdrdsi operatorok. Ezért ha CL€CA_ akkor

ZOLeBA és  TUmOLE CAp. Tovébbd C, helyettesithets a kévetkezd c,; -vel

i

! . g
07 diJ. ci(dij x) = dij x ha i#j.

Vagyis 07 azt mondja ki, hogy & ¢, operdacid identitds "a dij alatt"
(vagyis "dij—re relativizdalva), ha i#j.

Ha QIFCQK (vagy -lialdnosabban, ha &€ € BA), akkor a +,0,1 -et
gyakran levezetett amiveletnek tekintjiik, mert L E Txty = =(=x+-¥),
O=x-x, 1=-03,

4,2, Specidlig cilindrikus algebrak

(a) Formulaalgebrak Legyen A=<, t> egy nyelv, Ebg'Domt. Akkor

gmﬁe Cta, a kovetkezSképp van definidlva (14, [HMT]§4.3):
Ad A
m = <Fm s YV, Aym ,E,T,&Vi. vi=vj > 1,jex ’

ahol V : °Fu' - Fr' dgy van definidlva, hogy V(e©,y) g §Vy minden ¢,¢
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€ Fmﬁ-ra., és hasonldan a tébbire is, pl.

d . A A

ﬁvi(w) = 3viLP minden @EFm -ra. F
Konnyd 14tni, hogy

Sw” =

ﬁ,{,m('cilo‘) = g"& CTA .

Definidljuk is az (elsd) izomorfizmust:

A A .
: Fm = Pm’ gy, hogy

dv.
By A
helyett gyakran irunk %o( -

TUCR(Wgren e Wp g)) & Ko ha R
'C/LL(Vi=VJ) g dyy »  TUF) o, v/u(’l‘) g1,
WPV S U, TAOAY £ Tu@) @), Tulag) € -,

'cfx(aviq) g cit/u(l.il) .
Akkor i : S H%p(cn W
akkor ”
A
Sk = € CA -
[HMT14.3.25 bizonyitja, hogy
A, 0
/= = W’R(,t)CAoa'

Ez azt Jelenti, hogy a CAD<
zott szoros kapcsolat van: a CA
rendszer egy algebral atfogalmazdisa.

A
Ch, = Ii@m/au

Ez egyfajta reprezentdcidtétel CA -ra.

Atom-gtrukturdk, komplexus-
Legyen cat »

unér relacidjel minden 1,j€ck-ra.

—axiomak (00—07)
P:L‘
[HMT]4.3.28(i)), hogy ha << w , akkor

ebrak
az a Teldcids tipus, melyben T
Legyen

Nem nehéz ellendrizni, hogy ha Ax QFmA,

osztdly és a b Dbizonyitdsl rendszer k-

a kx bizonyitdsi
kdvetkezményként kapjuk (1ld.

A= (¢, t> egy nyelv, Ax QFmAj.

Legyen o< telszdleges halmaz.
binér reldcidjel és E. .

1)
F e -@
o@ =(B, To E] >1 jex O

cat, tipusd modell. Akkor olwd3c CTA — a kivetkeziképp van definidlva:
d Lr ok
duds= <SbB, U, N, ~,0,B,0° %, BT Do L.

(Itt és késabb is <{SbB, u fily

(x,Y) L] XuYy, nlxy) = XﬂY
"ko _plexus-algebra,janam" hivjui.

CaK iotzwL eKS,

~,0.B>EBA Ugy van definidlva, hogy
B~X ha X,7€&SbB.) Jub-t a &

ha KX t_;Mod(catD() c
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Legyen At &Mod(cat, ) azon L= (B,‘l‘]. . modellek osztalya,

ij >i,j€o<

melyre a kovetkezd (i) ~(v) igaz minden i,j,kéx-ra:

(1) Ti ekvivalencia-reldcié B-n
(ii) Tii'l‘j = lemi

(41i) E;; =B

(1v) Eg = Tk"(EiknEkj) ha k¢ {i,3}
(v) Tiﬂinj cId ha i#j.

Megjegyezzilkk, hogy (iv) helyettesithet§ a kovetkezlvel:

4 = L C = 2
(iv) Ei;j E;j" I.‘..] nE]J < Ei;j’ E.J Tl“Elj és
C ¥
E:L;j & T] (E” nE]j) ha k ¢fi,,ﬁ.

Az A%, elemeit (cilindrikus) atom-strukturdknalk h:iv:juk"/ . [HMT]
2,7.43(ii), 2.7.40 bizonyitja, hogy

CA, = XSOm At .

Ez egy mdsodik fajta reprezentdcidététel CA -ra, mely az =0 esetben
pontosan a BA~k reprezentdcid-tétele., Bzenkiviil, mint ldtni fogjuk, az
atom-strukturdkat elég jo6l lehet "rajzolni", igy a CA -kra is adddik egy

jé rajzoldsi modd.

(¢) Cilindrikus halmaz-algebrik Legyen o< tetszlleges halmaz ,
Legyen V ol-sorozatok egy halmaza, azaz ve™u valamely U-ra,

Logyen 1i,j¢ . .

p, [Vl & jaev : s(i)=s(j)i,

ij

Ti[w & i(s,2) €3V i (oc~ii})a=(x~1i3)]23,

civjx 4 ‘I‘iL V]“x = fzev : (@se)x~{iNlscz ¥,
d L v] L v] ;

Oe(v) S ¥, 2 L Dys Dy g 48

'*/Ezzel eltértiink a [HMT] szdhagzndlatiatél, de a [AMT]2,7.40 tétele sze-
rint az eltérés nem lényeges.
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(v ,Ivl '74

d
@V = Lwo(V) = CSBY, U, N, ~,0,V,C, DET b

Cra g g f66V : (4U) V&©UY.

2

Crs& elemeit cilindrikus-relativizdlt halinazalpebriaknak hivjuk, Vegyiik ész-
re, hogy Crg, a Boole halmazalgebral leheté legitermészetesebb altaldnosgi-
tdsa "sorozat-halmaz" aelgebrikkd: A sorczatok szerkezete behozza a két Uj
[vl [Vl
ij i
tok "Bmgzeérdsét" (ant lehet kifejezni veliik, hosy pl. kél sorosat meserye-

miveletet: D a sorozat maglidt (lkermeljét) tilkrdzi, mig C a soroza-

zik & H& o halmazon). Ila V r.;"‘U alklcor

[f=N

basge(V) U{Rngs : sev} 45 ha ﬁlec.r%( akkor

bage (L) base(1®), 8z €l bazisa.

Csx __‘_3; 6 {&™U : U egy haliszl, a cilindrikus halmazalgebrik osztdlya.
Definidlunk snecidlis Cg -kat: Legyen A=let) egy nyelv, és WMeMoa(t).
Akkor

Cs(m"’n‘[) < {,L?(M,M) : (.?EFP.IA}, ég

PO Cs(“”m)1 BN .

Kénnyen ellendrizhetd, hogy J:s("(’m)e Ug,, mert ha V 2 I akkor
(VI _ = (o0, )
Pigm = Yy
VI e, W) g (e, M) E
it = Elv:{? , és
| - L d J
\'P(b(, ln)u ('P(bd,m) = @-@( vm/ . S'th.
Kdvetkezményként kanpjuk, hogy ha o< wdy, akkor
o . =
Cso‘c = {,,Cg( e : A=<{o,1> egy nyelv és Weiioals) 3.
Definidl juk:
Ge 4 S{@'&’(U{“U. : i€l}) : I egy halmas és (U, : iel) pdronként
& oiszjunikt halmazok Pendszere §,
HC;’-\t’< 2: HSPCSM, a reprezentalhatd (3A°<~I: osatalya,

A CA-elmélet f& tételei a kbvetkezdl:

»/

Az T (x,V) és RBk(sx,V) Jjelolés helyesebb lenne, mert ha V=0, akior
Y -b6l nem olvashatd le az o<, de reméljiik ez a nongyolasde nem ckoz ké-
abbb félreértest,
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RCa, = IGs = SPCy = SI’I]:;XCAM+Lo ha & » 2 (Henkin, Tarski),

RCA, mem véges bdzislt és nem is definialhatd véges sémdval ha w2 (Monk),
ezért '

RCA, < C4, (Henkin),

Tehdt mig formulazigebrékkal és atom-strukturdkkal lehet "reprezentalni”
a CA ~t, addig halmaz-algebrdkkal nem,

Intuitiven, Ca, & "bizonyitds-elméletnek", mig RCA, =& "modell-
elméletnek" felel meg, és kiilonbségiik azt tikrozi, hogy a végesvdltozds
nyelvek nem teljesek. ¥Pl. ha A= {x,t> ahol «x<uw , R =Domt,

Rngt & fxt és o= d i(q:,q))éz}i‘m’\ = Lp‘"’q)}) akkor

G RCA,.

Ezek a megfigyelések harmonikusan éltalanosithatdk az «<2w> esetre is,
de ott akkor lesz igazdn szép az Osszhang, ha megengedlink végtelen-argu-
mentumi reldcidkat is. (Pl, szépen lehet az ultraszorzat fogalmat a vég-~

-

mn

SW'se 2 Gpea, s %A/SE

telenargumentumi strukturdkra altalanositani, ugy hogy a Los-lemma érvény-
ben maradjon.) BEgyébként, ha nemcsak o -argumentumi reldcidkat vizsgd-
lunk, akkor a regularitis fogalma, mely jelen szerz&tdl szdrmazik, lénye-
ges szerepet jatszik a vizsgdlatokban. A jelen dolgozatban ezekre nem té-
riink ki, Tulajdonképpen, a CA-elmélet inkdabb algebrai absztrakt modell-
elmélet mint csupdn a klasszikus elsSrendd logika algebraizélija, mert na-
gyon sok lényegesen eltérd logika is CA-véd fordul le algebraizdldsndl, E-
zért van pl., hogy némely cilindrikus algebrai tétel nehezebdd mint a lo- '
gikai megfeleldje. Errdl részletesebben irtunk [N78] -ban.

032 ~Te &8 033 -ra j6 rajzoldsi -méd a kbvetkezb: Legyen ClECsz.
U 2 vase(®@). akxor 2% - 2y pontjait egy kétdimenzids sik pontjaiként
lehet elképzelni, pil. (u.v)ezu az (u,v) "koordindtiju" pont. Ekkor d’i;j
a gik "diagondlisa" ¢és ha XC—.ZU skkor pl, cgt’x az X f£6lé emelt 1~
tengellyel pdrhuzamos "gcilinder" (inmnen a cso di j elnevezés)., Ld. az

aldbbi dbrat.
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4
N
o
N dof
uw
>0

Ugyanezt a hdromdimenzids térben is meg\ﬁ.ehet esindlni (innen az o~ -dimen-
zids CA elnevezdés). Aldbb szemldéltetiiik a 4@%3U hirom diagondlls ele-

mét:
N
/"0’04
o
— d'f?;

pd

)

Alternativ rajzolasi méd Crs -kra (és Csx—kra) az, hogy az o<-goro=-
zatokat nem pontokként, hanem az analizisben szokdsos mddon fliggvényekként
rajzoljuk, ekkor egyik "koordinata" a bdzis (U) €3 a misik a dimenzid (x):

bazic

ity Uy Uyy Up >
wlutita
u4 — 4
U bl dimenzig

» - -

X=4
Ezta "diagrammos" rajzoldsi médot azm o£=2,3 esetlen iz érdemes hagznil-
ni (1d. pl. III, fejezet 139, 158 old. és III.3,4 Abrs ),

A dolgozatban késébb a cat , Nw,CA_, Ocﬁ(cc,'m,‘l

Jjeltlést nem vagy
Vi o [V]

i ¢ . &V, jeldléseket

gyakran fogjuk hasznalni (féleg a I1T. fejezctben).

¢sak ritkan fogjuk haszndlni, a .
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4.3, Cilindrikus algebrak mint nem-szienderd modellek,

Egy bizonyos szemponsbdl, a CA -k nem mdsok mint a Fz Dbizonyita-
si rendszer nem-sztenderd modelljei: ha egy ¢ formula nem bz -bizonyit-
haté, aikor van egy nem-sztenderd modell, egy CA., melyben (¢ nem éxvé-
nyes., Mdsrészt, a reprezentidlhato CAc_(-k, az RCA ~k, az igazi aztenderd
modelleknek felelnek meg és igy a CA~elmélet reprezentdcidé-tételeit a lo-
gikdban teljességi tételek bizongitésira lehet felhaszndlni. A CA-k ezen
mindkét tipusi alkalmazdsai lényegesek: nem-bizonyithatésdgot kimutaté
311{tdsoknak dltaldban cszak CA-elméleti bizonyitdsai vaennak, és vannak o=
lyan teljességi tételek is (pl. a végtelen-argumentumi reldcidk logikajaé,
1d, [HMT14.3.23(i1), 4.3.24), melyeknek csak CA-elméleti bizonyitdsai van- -
nak. E fejezetben mindkét alkalmazdsra mutatiunk példdt, A CA-k nem-
sztenderd modellekként vald felfogdséi (és ilyen alkalmazdsait) Henkin
kezdeményezte.(ld. pl. [H73] és [B67154.4, 42-46 0u)e

Legyen A= <o¢,t> egy nyelv, R=Domt. Definidljuk

A .

Mod f<OL,m> : OLeAl,, m R Sba, (URE'R_)Ama(mR) éth.

[[Fo¥

Ha M=<€)L,m>emod,‘, akkor ng me minden RER -re és Wl-et (Ol,Rm>RE.R_
—val is jeloljik. Itt -t a " dridkelések strukturdja"-nak nevezziik.
. A .
Legyan mg <m'Rm>RETR.E nea’, P9 EFm i,jex, RER és kEA,
Definidljuk:
df o
W Rlvg,.-eovyp )] &5 kERT,
df o

W E vi=vij] «» keb ., , .

Wk ikl & Gnenfwbglnl és nzixl,

mE Vplx] <3 (e gkl vay WD, st
MEe €5 (ween) Wk g,

k= é—; (emre Nod™) WE Q.

3, TETEL (nem-sztenderd teljességl tétel, Henkin) Legyen A= {et)

egy nyelv és L{:EFmA. Akkox f*g;(.? = }=°*<=L? -

Bizonyitdsvazlat: A e = k=Y bizonyitdsdhoz azt kell lesllend-
rizni, hogy (’hpe /\.51\) 5:;@ , tovabba, hogy [( M=y és Wk @ ry) =



A= Ied.K

mEy] és [WEe = Wk Y] minden WeMod, gy €Fn G
i€ esetén. (Ezeket rutingzamolds leellendrizni.) A mdsik irdnyhoz
elégz6r azt kell ellendrizni, hogzy @‘MA/EE (}Ao( {ehhez a CAD(—t definidlé
azonoasédgoknak megfalsld formuldkat kell rzr -bizonyitani), majd haszndlni
kell (a nem tdl nehéz de nem ig trividlis) Ca < ISCmay ~ tételt, QED

Vehettik volna a
d A q ] ' ' Y B ¢
MOdf/\ b % \U[. 1“1/\ H “['-‘ (-'A;.‘\t m o: XK -~ i, ( YRte "") L\l (mR) b LR S

aefiniciét a Mod" helyett; skkor is Wik ha WeNod™ és wera
természetea mddon definidlhatd. Ez s kizelftés CA, = ISCm At~ miatt ek-
vivalens az eredetivel abban az értelemben, hogy van egy terméaszetes
f ModA >» Moa’" leképezés, melyre (¥ Lp&Fm")(#?{b‘{eModA) [’Gﬂ Fy =
2(W1) k ¢l Henkin a fenti Mod'® elemeit nevezi "dltaldnosibott modell-
nek". Mi azért vdlasztottuk Modﬂ-t, mert ftaldn jobban ldtszik a kapcso~
lat az "igazi" modellekkel.

A 3.T, alkalmazdsaként most megmutatjuk, hogy a 2.Mj.-beli 3.Példa

Y formuldja nem bizonyithetd,

4 KOVETKEZMENY TLegyen R (- R(x,y), $§ 4 S{x,y) és y o

¥xy [(3yR & Jy8) A (IR & 3x5) A ([3x(x=y ATFRIAIFR] > x=y)] » wy[R & §].
Akkor Ay,

Bizonyitdss; A 3.T. értelmében, elég mutatni egy MWE ModA modellt, mely-
re WKEY. Legyen A < fa,b,c,d,el, TO G Z{a,bguzic,d.e},, T{l 4

2 2 b L , a
fa,ct U 3b,d,el, E00= 11=h LOi-Eio—fb,cE éa %“<A’Tj,’EiJ >i,jE2’

1d. az aldabbi dbrat.
T
0 ~~E
| f.
A1 ’/:’

(i
A

T
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Ellensrizhetd, hogy &leAt,. Legyen mé (o, F,s™, ahol H'E fal
és S“[g'{el. Konnyen kiszémolhaté, hogy mn,HtP , 1d, az aldbbi dbrat,
ahol (.Pm' d {xeA : ME Lp[kli.

(x=y )'m,

O (@x(x=y A Ry
s

Co—

@R = @ys

AR = (B

QED

A 4.K.=-bell U atom-struktura Henkin ugynevezeti "dilation” médgze~-
rével kaphaté az 0&17(22) atom-strukturdabdl gy, hogy egy uj "e" atomot
npegzirunk® a strukturdbe, Ezt a médszert a II. feJezeiben alkalmazni
fogjuk bonyolultabb esetekben (1d.a LASAET. bizonyitdsdt), Az aldbbi 5.K,
bizony{tdsabeli mdédszer, a "csavards" (twisting) is Henkintdl szdrmazik.
Kovésbé részletesek lesziink, mert ezt a mdédszert nem fogjuk a disszertd-
cidban haszndlni. Emlékeztetiink rd, hogy az MGR(p) formula a 2.Mj.

1, Példdjdban volt definidlva.

5, KOVETKEZMENY (Henkin) ig—f MGR(R{x,¥)).

A bizonyitds gondolate: (Ld. a tiloldali 1, Kbrat,) Vessziik a 6x6%x6 -os
kockdt, &8 abban & misodik dimenziét "megcsavarjuk” egy sarokban, az &h-
rdn léthatd médon. Kapunk egy torzitott kockdt, mely vehetd egy WL nen-
gztenderd modell kiértékelés-strukturdjinak. Az dbrabeli R halmaz a
torzitott kockdban fiiggetlen a midsedik dimenziétél, igy lehet az R két-
argumentumi reldcidjel R% &rtéke az Bl-ben, Az Sbrdm léthatdé médon ak-
kor W ¥ MGR(R(x,y)). Megjesgyezziik, hogy ([M61] egy problémija megolddes
érdekében) jelen konatrukcld kicsit o1tér Henkin oredeti bilzonyitdedtdl,

QED
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R&tériink a mdsodik tipusd alkalmazdsokra. TLegyen A= (o, t), RS
Domt, X< 0y « 4zt mondjuk, hogy Wl =<0('Rm>Reﬂ_ e Mod" gztenderd mo-
dellx/, ha Lwdl € Cg,« Ha =<l ,Rm>R€RE Mod® sztenderd, akkor le~
gven TL3(N,E™, o€ Hoa(t) ahol N £ base(@) és RTV 2ftrls : aeR"

minden RER -re, és ha ¥ = (N,Rﬂ € Nod(t), akkor legyen 'm,g

>Re‘R,
{O(N) B g € Mod" ahol (¥RER)R™E {s€W : tRia €R'}; ekkor mind-
két esetben (¥LpeFmA)(¥ke°‘N)[m ]:=.Lp[k'_\ & T |=q;[kﬂ. Tehdt a Mod"
gztenderd elemel és az "igazi"™ modellek kvzdtt valdban szoros kapcaolat
van., CA~elméletben reprezentdlhatdésdgi tételeknek nevezik az olyanokat,
ahol egy "absztraktul definidlt" KGCCA » os2tdlyrdél dbizonyitjdk, hogy
KQRCAD(. Pl., legyen ngg‘ {UIECA“ s (5XQA)[A=SgaX és (¥xex)
Am(x)g'].]l. Akkor Mg SRCA (Monk tétele, [M64)). Ennek a tételnek a
kapcsdn megmutatjuk, hogy hogyan lehet dltaldban az algebrai reprezentdl-
hatésdgi tételeket logikai teljességi tételek bizonyitdsdra haszndlni.
(Ennek van egy dltaldnos elmélete, ld. [AN75] Thm.1.) Megjegyezziik, hogy
reprezentdcid-tétel haszndlatdval teljességl tétel blzonyitdsdra példa a
I1.12.7.(1) bizonyitdsa is.

6, KOVETKEZMENY Legyen A= {x,t> egy nyelv, o<W és Rngtc2, Ak-

kor }-; teljes kalkuluas PmA-ra, azaz minden q:eFmA

(Fy &> kxy).

egetén

Bizony{tds: Elég bizony{itani, hogy tx7y = ¥y. Ifh. Fx7 9. 4 3,T. sze-
rint ekkor i::uf s tehdt van Hl= <O, R™ eRE Mod?, melyre T ¥ p. Legyen
& & g WOR™ . ReRY, Akor RngtS2 miatt o5eMg, & RCA, = SP Cs .
Legyen g(tp) G {keAa : mME Lp[k]}, minden qJEFmA-ra. Axkor konnyen lat-
haté, hogy & : S’ > & és Wy miatt gAY Akkor HeSPCg
miatt van f : &5 =+ L € Cg ., hogy fg(lp)#l’c. Legyen h 5 f*g és
(¥ReR)R" & n(R(vyyeses¥,p ,)). Akkor h: Syt = Lecq, (WRER)

Ac(Rn)GtR és h(Lp);li‘:. Legyen 'J'Lg‘<ba.se(£),Rn>ReR. Akkor YleMod(t)
és B ¥ og. QED

A Moa®, Mod™®, |z jeltléseket nem haszndljuk késSbb.

R/Az oc<u>  fTeltételt az egyszerisédp kedvéért kotottilk csak ki, Az 2w
esetben az un. reguldris Cg -k definidljdk a szatenderd modelleket.
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A A-agzabdly illusztré.cié;j'a: Ha a, b, ¢ bindr re-
léciék, akkor (u,w)€ (a|b)Nc csak ugy lehotséges,
shogy az ébrdn rajzoltuk, ekkor viszont az dbra sze-

rint (a™*|c)nb £ 0  stb,

2, ABRA
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i6- e

A reldcid-algebrdk (réviden RA-k) hasonlésdgl tipuss
rat g i(+,3).(',3),(—,2).(0,1),(1,1),(;.3),(0,2),(1, 11)},'

azaz a Boole-hasonldsdgi tipus miveletein kivil ;,Y, és 2 kettd-, egy-
111, nulla-argumentumi fiiggvényjelek. RTA jeldli a fenti hasonlésdgi ti-
pusl algebrdk osztdlydt (reldcid-tipusi glgebrik), azaz RTA C Alg(rat).
Ha ¢l ERTA, akkor

var o B
o= <A’+0l,.0('_a'oa’1q,;ﬁt’ ’ 1 >n

azaz megint rogzitettiink magunknak egy sorrendet, hogy ilyen sorrendben
soroljuk fel egy RTAmiveleteit, RAT,; S Tmp(rat) ha R egy haluaz, a-
zaz RATyp Jeldll az R elemeivel mint védltozéjelekkel felirt reldcid-
algebrai termek halmazét. Y(t) helyett T’ -t frunk, és a mivelstek "ki-

tésl erdssége" a kovetkezs sorrvendben cstkken: Y,-, ; ,+,+. Tehdt pl,

s34z & ((=(x°))53)+2. RAT, & par & Ty (rat),

A reldcid-algebrdlk RA varietdsdngk definiciéls (1d. pl. [HMT]§5.3):

RA azon O = (A,+,*,-,0,1,;,Y,Y> € RTA -k osztdlya, melyre

(1) & 4 { A,+,",-,0,1> Boole-algebra.

(2) ; asszociativ

(3) T ogységeleme ; -nak

(4) (a;b)-c=0 &= (a’;c)'b=0 &> {c;b’)-as0 , minden a,b,c€Ar -ra.

Az utébbi (4)-et "hdromszdg-szabidly"-nak, "A-szabdly"-nak vagy "Peirce-
gzabdly"-nak is szokds hivni, ld. a 2, Abrét a ¥uloldalon.

Be lehet bizonyitani (Chin-Tarski [CT51]), hogy Ul€RA akkor és csak
akkor, ha @l teljesiti az sldbbi 7 azonosségot a Boole-azonossédgokon kivil:

Ro Boole-azonossagok

R, (x3¥)iz = x;(¥y:2)

R, (x+y);z = (x3;2)+(y32)
R3 x;l’ = x

R, V= x
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R. (x+y) = x“+yY
Re  (x3y)7 = y73x0
R, xY;[~(x;¥)] < -y.

Tehdt RA egy véges-bdzisi varietds. Tekintsiik a (2) aldbbli gyengitéseit:

(2Y (x;1)32 = x;(4;2) (félig-asszociativitds)

(2) ((x-22)31)31 = (x:1 );(2;4) (gyenge esszociativitds), és

(2)" x=x. )
SA (4111. WA, NA) azon &l& RTA -k osztdlya, mely az eldbbi (1), (3), (4)-
en kivil (2) =t (411, (2)Y-t, (2)"-t) teljesiti. Be lehet bizonyitani (1d,
[MaT78]), hogy €1eSA (ill. WA, NA) akkor és csak akkor ha ¥ teljesiti Ro

-on kivill R,-R, -et és (2) -t (i11. (2) -%, (2)*” -t)., Tehdt SA, Wa,

NA ie mind véges-bdzisi varietas,

A relicié-halmaz-glzebrdk ogztdlya., Legyen T egy tetszileges binér re-

ldcié. Akkor

®ir1 4 {svT,U,n,~,0,1, ‘[’1‘]’ “UT  1anT ), ahol
R'ms 8 (rls)nT és

gR2T] & g nn, minden R,SCT -re.

®u) ¢ ®R(%] ha U egy halmaz,

Rs 23{ R(U) : U egy halmazl,

RRA S SP Re , & reprezentdlbaté RA-k osztélya.

A relécid-algebra~elmélet legfontosabb tételel kdzé tartozik, hogy
RRA varietds (Tarski), és RRA nem axiomatizdlhatd végesen (Monk). E-
zekb§l kivetkezik,az is, hogy RRA ¥ RA (ezt eldsztr Lyndon bizonyitotia).

Bizonyithatd tovabba, hogy

RRA = IS{R[T] : T ekvivalencia-reldcié}, és [Ma82] bizonyitja, hogy

WA = ISIR[T] : T egy reflexiv és szimmetrikus reldciél.

»

Az NA, WA, SA, RA osztdlyockhoz liaddux [Ma78, ¥aB82] definidlt "atom-
strukiurdkat", melyek nagyon szépen visellkednek és ugyanigy rendxiviil

hasznosak mint a CA csetben. lzekre nem térink ki.
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Kapcsolat RA és Ca kizttt., Udinden CUP4_~hoz, ha o 23, természetes
médon hozzdrendelhetd egy RTA-reduktum: Legyen OLECTA , o< 23. Akkor

’Rﬂ-/a g <A:+as 'ur"‘“usoava-uav lU dm > és
Ho O e Nraf}lT R’ |, ahol minden a,b€A -ra

g 4.0 , vd 2041 o e n s
ajb = 02(52a szb) és &’ = 508,858, (Ve, 2.ij. 2, Példdja.)
Rak & {#mer . OLeEKY, ha KcCa .

liegjegyezzilk, hogy ha U egy halmaz és 3<oc<w, akkor Rw(&k"V) = R(U),
az izomorfizmus kdztik fse”V : (SO’S‘.'L}ER} : RG.ZU).

A CA-RA kapcsolat izgalmas téma, hiszen mindkettd az elsdrendl logika
algebreizdldsa: A CA-k esetében a kvantoroknak c; (1€cx) folel meg ¢és a
valtozdéjelek helyettesitése nince megengeave (alapmiveletként, viszont az
sé‘ levezetett miGvelettel utdanozni lehet azt); az RA-k esetében a kvanto-
rokat a kompozicid ;) és a vdltozdjelek helyettesitését az "inverz" (V)
helyettesiti, A CA-k jéval "explicitebd", "f£5ldhozragadtabb" algebraizd-
lasa az elsfrendd logikdnak mint ez elegdns RA - viszont annal hdtrdnyai
is vannak, hogy az RA és logike kapcsolata nem annyira explicit: nehe-
zebb a kizlekedés az RA €s a logika kbzott., (Pl. egydltaldn nem magdtdl-
értetddS, hogy minden 3 vdltozdjelet haszndld mondatot ki lehet RA-termek-
kel 1s fejezni, pedig Ggy van - ld. II,3.L, Azt, hogy "R giri rendezég"
kifejezhetjlik RA-logikdban igy: "1 € R, R;R<R, R.R’=0, R+R'=1, (R-T )<«
(R-1" );(R-2" )", De prébiljuk példdul "3Ixy¥z(R(x,z) VR(y,z))" -t vagy
"Ix¥y¥z(R(x,y) A R(x,z) * y=z)" -t RA-termekkel kifejezni'!), Az RA-loglika
mint logika [TG]~ben van részletesen kidolgozva.

Az alabbiaskban idézziik a CA-RA kapesolat leglényegesebd tételeit.

7.TETEL (G. Puhrken) Legyen LECA,, o > 3. Akkor Rubl az Ry=Rq

azonossdgok kitziil legfeljebd I-'(z'_,l:l4 éa Re~ot nem teljesiti,

Valéban, van is egy-egy CAB' melynek RTA-reduktumdban H R4 ili1, RG

nem teljesiil /, azaz RaliA 4.RA (és ez sok "bajnak" a forrcisa.).

¥/4 4, Probléma a [M6L] 61, oldaldn azt kérdezi, hogy van-e olyan RERaCA
melyben R, és R¢ teljesiil és Rg nem, ill. van-e olyan, melyben R és R tgl-
jesiil de nem, Az elsd kérdédre pozitiv vdlaszt adtunk az 5, K; bizonfh.ta-
sdban megszerkesztett "csavart® L€ i, hasznilatéval: Legyen &’ = ¢ (£ {R}
&3 R= ALl Akkor ellenSrizheid, hogy” RE Rﬁ_,R és R¥ 114. (}genk:m ez:ede-
deti konstrukcidja az 5.K. bizonyitdsdra kissé mas volt,) 'A wmasodlk kérdée

még mindig nyitott, és nagyon érdekes.



- 28 o I1.8.7
8. TFTEL (Henkin-Tarski) ReCA _C RA, ha o< 24, @

. T (" =k [M6a]l, ({M62al) RA € RacA, ds A g;snacA5 5 [

3

10. TETEL (Meddux [Ma78]) RA = SRaCA, . m
11, TYTEL (Németi [N85al) Ra ¢RaCA4 . =

(A 21,T. a [M61] 5, Problémdjsnak megolddsa, mely probléma szerepel
[ Ma78]-ban (ld, 136, old.) és a [Ma85] 1985-8s problémalistdn is, A bi-
zony{tdsrdl ld. a II.4.Mj.=%.)

Tehat minden RA reduktuma egy CAB-nak ds részreduktuma egy CA4-

nek, de van RA , mely nem redulctuma gemelyik CA4—nek és van, mely nem

régzreduktuma semelyik CAs—nck. A fenti tételek alapjan azt szokds mon~

dani, hogy "RA valahol CA3 és CA4 kéz64t van", Az SA osztalyt

Maddux [Ma78] kifecjezetten abbdl a célbvdél definidlta, hogy "kdzelebd hoz-

za" RA -t a CA3 -hoz, A II. fejezet f6 nehézségei az RA és RaCA3

kozti killonbséghdl szdmmaznak,
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IT, A SZABAD CILINDRIKUS ALGEBRAK NEM ATOMOSAK -

GUDEL NEM-TELJESSEGT TETELE IGAZ A HAROM VALT0ZO-

JELET HASZNALQ ELSURENDU LOGIKARA

II.1, A probléma egogélésa

A cilindrikus algebrdk (és reldcic-algebrdk) az elsdrenddi logika al-

gebral megfelelfi. A szabad cilindrikus (és reldcid-) algebrdk szerkeze-
te nagyon "gazdag", mert ezek, egy bizonyos értelemben, tlikrdzik az egész
eladrendi logikat és ezért ezekre a szabad-algebrikra vonatkozd kérdések
bizonyitisa dltaldban nehéz (vé. [HMP] I. kétet, p.3351—3362). Az elsé
kérdések egyike, amit vizsgalni szoktak az ilyen szabad-algebrikrdl az,
hogy atomosak-s,

A kOvetkez8k voltak ismeriek az irodalomban: Ha [2w , akkor a
[5 elemmel (szabadon) generdlt szabad Ca, » ﬁp CA_ , atomtalen (Pigoz-
zi tétele, 1ld. [HNT]2,5.13). Tfh, 0<P< wes Ha o<<€1, akkor ﬁ,;s CA,
véges (1d., [HMTI2.5.3(i)), tehat atomos. ﬁ’PGAz mdr végtelen de még min-
dig atomos (Henkin tétele, 1ld, [HWI[12,5.3(1i), 2,5.7(ii))., Tarski bizo-
nyitotta, hogy ha 3< <<w akkor ﬁp CA, -ban végtelen sok atom van (1d.
[HNT12.5.9), és a [HMT]-beli 4.14, Probléma azt kérdezi, hogy ﬁ'ﬁ;c‘\x ve-
jon atomos-ex/. Iamert volt, hogy tetszSleges o¢-ra %CAM -nak ponto-
san 25 db., zéro-dimenzids atomja van (Pigozzi tétele, 14, [HMT12,5.41),
és azt sejtették, hogy az o< 2w esetben ez az Gsszes atom (1d., [HMT]
2,5.,12, 2.6, Probléma).

A ktvetkezdket bizonyitottuk a szabad cilindrikus algebrakrdl:
Legyen 0< r.v< W

(1) %P CA,, nem atomos ha o< > 3, ([HN1]4.14. Probléma megolddsa)
(2) 2 ﬁf,,ca& atomos &= (X 2wW vagy o<<2 ),

(3) &ryCA, -nak csak "trividiis" véges-Qdimenzids elemei vannak ha o 3 W,
([HNTI2,10, Probléma megolddsa)

3'q'/[HM‘l‘IIk‘.‘5.8—-ban a szerzdk azi ipérik, hopy a II, kotetben bizonyitani fog-
jak, hogy ﬁﬂ, CA, mnem atomos ha 3<o<w. A II, kitet bevezetésében azon-
ban azt irjdk, hogy a bizonyitdst nem tudtdk rekonstruslni, és igy az nyi-
tott probléma. (Mar 1982-ben kérdezték mint nyltott problémdt,) A II, kitet-
ben részesetként logikail gondolatmenettel bizonyitjdk, hogy &irp ROA, nem a-
tomos ha 45(} és 3<o<w(ld, 4.3.32), éa a 4,14, Problémédban kérdezik,
hogy a) a 4=3 feltétel elhagyhaté-e), b) R(;A“, kicezzi'éilj.giw;;e Gl\,‘-::t éa
j i {tdst., Az o=<2>w egetri]l azt irjak, hogy szinte

o) Sfjumk algobrel WizonyLtdsh, A Citet, ne 340%
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(4) A [HMTI2.5.12-ben lev8 sejtésrdl bizonyitottuk, hogy az igaz a sza-
bad reprezentilhatd CA -kra (o< 2w), és bizonyos eredményeink arra
utalnak, hogy a nem-reprezenldlhatoé eselben esetleg nem igaz. Neve-
zetegen, bizonyitettuk, hogy 3'775 CA_ -ban van egy nem-nulla elem,mely
kigebb az Ussgzes *d:-;,;j -nel, 1i,j€=<~2, abban az egetben is ha <z w!

Ez a szabad reprezentdlhatdé esetben nem lehetségzes.

(5) %[,J CA_ -nak van olyan P-elemﬁ generdtorrendszere, mely nem szabadon
generdl, ha o< 23 ([HNT]2.7. Probléma megolddsa).

A jelen II, fejezetben leirjuk ez (1) és (2) bizunyitdsit az o< W
egetre, és bizony{tdsi mdédszeriink alkalmazdsaként az (5) bizonyitdsat (1ld.
14.7 és 19.T7 ). (Az (1)-hez azi kellett bizonyitani, hogy van egy b
elem az ﬁlv% CA, =ban, mely alatt nincs atom: tehdt minden b -b8l induld
lefelé mend O-t nem tartalmazd véges ldnc végteleniill Tolytathatod.) Az xX2zw
egetre a bizonyitds [N84]-ben, (3} bizonyitdsa [NB84al-ban, a [HNMT]2.5.12
gejtéshez kapcsoldddé eredmények [NB84]-~ben taldlhatdk. (Jdnsson egy kérdé-
gére vilaszolva azt is bizonyitottuk, hogy ha (54 w, akkor %(54-1““ nem
dgyazhaté be T CA -ba. Ez utdbbl kérdésre nem térink ki a jelen dolgo-
zatban, A kérdés [JB85]-ben, a bizonyitas [NB5fl-ben taldlhatd meg.)

A bizony{tdg mddszerdril: A jelen fejeszetbon arra az algebrai tétel-
re, hogy "G, CA, nem atomos", logikai bizonyitast adunk. Az o« 2 4 eset-
re van tisztdn algebrai bizonyitdsunk is (s6t az volit az "eredeti" bizonyi-
tds), de az nem mikddik az <=3 esgetben (ellenpéldak mutatjdk, hogy a leg-
fontosabb lemmak abban a blzonyitasban newn igazak o<=3 =ra), rdaddsul hosz~
szabb és szdmolasigényesebb a jelen logikai bizonyitisndl. lidafeldl viszont
az algebrai bizonyitds mutatja azi is, hogy (ha 0< {54 W, 4<£ << W), akkor)
van egy atom a 'Zﬂﬁp CAo( ~ban, mely alatt ﬁ'fb (JxﬂLc>< -nak nincs atomja. Nem
tudjuk, hogy ez igaz=-e az =3 esetre. (Az algebrai bizonyitds [N84b]~
ben taldlhatd,)

Az =3 irdnyban a tovabblépést az a felismerés adte, hogy a szabad-
algebra atomossaga és a8 GOdel newn~teljesgsegi tétel“/ kozGtt szoros kapcso-
lat van.: A Godel nem-teljességi tétel alig mond tdbbet annal, hogy

x/A Godel nem-teljességi tételt és a2z atomossiar fogalmit roviden idézzitk
a II.2 fejezetben,
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gﬁ%RCAa) nem atomos*/. Ha tudénink, hogy a Gidel nem-teljességi tétel
igaz LB = (FmB, @-)-re, akkor be lehetne bizonyitani belSle, hogy @ﬁ30A3

nem atomoaxx/. A legtermészetosebb mécként arra, hogy a G&del nem-teljesg-

ségi tételt bizonyitsuk Ly -ra az kivinkozik, hogy az L., .= {Fm, k)
logikéat "vigszavezegsiik" L3 -ra, &Ls ez a [TG] kényv egyik alapvets prob-
léméja: [TGl-ben L, -t visszavezették L4 -re {tulajdonképpen "L3-5 -re”,
azaz reldcid-algebrai logikdra) és kérdezik, hogy L, visszavezethetl-e
L3 -ra. Ha tehdt ezt meg tudjuk mutatni, akkor két problémadt oldunk meg
egyszerre. Uegjegyezziik, hogy a [?G]l-beli eredménybdl bizonyithatd, hogy
ﬁzﬁ,(}ﬁtt>< (és G;i’r5 RaA, ﬁ'ﬂSNrBCA“) nem atomos ha o¢ >4 és hogy a Gddel
nem-teljességi tétel igaz L4—re. A probléne a2z «=3 eseire, mint oly
sokszor, most is sokkal nehezedb,

Az, hogy a Godel nem-teljességli tétel igaz L3 -ra, valami olyasmit
jelent, hogy L3 elég erés*"u/. Az I, fejezetben mutattunk példdkat arre,
hogy ardnylag természetes dllitdsokat (noha meg lehet fogalmazni,) nem le-
het bizonyitani L3 -ban., (P, azt, hogy fiigavények kompozicidja filggvény,
vagy hogy a reldcidkompozicid mivelete asszociativ,) Ezeket L4 -ben mar
4ltaldban lehet bizonyitani: ldtszdlag L4 sokkal er&sebdb mint L3.

Bizonyitdsunk lényege egy olyan kiszdmithatdé (rekurziv)

& me-) I-‘m3 fliggvény és  Ax EFm3 formula Xonstrudldsa, melyre

(36) (¥¢€me)[Axf=qJ =2 Axlg«q)].

Ez az elgbrendd logika egyfajta visszavezetége L3 -ra, vagy masszdval egy-
fajta felépitéae L3 -ban, Tehdt annak ellenére, hogy L3 nagyon gysnge

- mégis elég erds ahhoz, hogy (iigyes mddon) "elsdérendl logikdt jédteszunk
benne", A (x) &llitds Tarski "transletion mapping theorem"-jével (TMT)
analdg, ld. [TGIThm.4.4(xxxiv) a 4.47 oldalon. A [TG] kbnyvben a (THT)-t
arra haszndltdk (tdbbelk kbzott), hogy felépitsék L, -t egy, az L3 -nal
erdgebb J% logikéban, Az ‘53 -at dgy kapjuk Ly -bSl, hogy hozzévesziink
még két erds formulagémdit az axidmdkhoz: a reldcidkompozicid asszoclativi-
tagat (BIV) és egy crds "helyettesitésl" axidmagémiat, az aAltaldnos Leibniz

*/Pontos kapcsolatokat egy tetszdleges logika formulaalgebrdjdnak atomossgd-
ga és a "Godel nem-teljesgségi tétel teljesiilése” kozdtt [N85dl-ben mutattunk,
xx/A 14,7 bizonyitasdban lényegében ezt teasziik.

*““/L mér gyenge ehhez: mivel I, eldénthetd, azért nem igaz benne a GY=
del n%m—teljességi tétel.
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szabdlyt (AIX). Tarski felvetelte, hogy enélkiil a két séma nélkiil az I,3
taldn tdl gyenge. A (%) dllitdssal tehdt pozitivan megoldottuk Tarski
ezen problémajdt: L, nem til gyenge. A probléma nesfogalmazisse és "ki-
riiljardsa" megtalélh;td a [©G]3.78 oldaldn (a 3,20 §-ban, k¥zvetleniil
(BIV') alatt). E probléma térténete régre nydlik vissza iddben: Schri-
der 1895-6s [5¢1895] konyvében tsszefoglalt jelentds munkabol kiindulva
Tarski [T41] a harmincas évek végdn vizegdlni kezate azt a kérdést, hogy
mi az a legkisebb n , melyre L,y felépithets Ln = (an,}aj>-ben (azaz
melyre (x) igaz Ln -re)., szt eleinte RA-elméleti keretben vizesgdlta,
mert minden ami RA azonossdgelwéletére visszavezethets, visszavezethetd
L4 -re ig, Ilymdédon (tehdt RA-kon keresztiil) 1953-ban Tarsici [T53] bizo-
nyitotta () -ot L4 ~re. (lehdt azt is beldtta, hogy n<4.) Dana Scott
és Leon Henkin bizonyitotta, hogy 2<n, tehdt tudtd:, hogy 3<n<4,
Targkl még kordbban bizonyitotta, hogy az RA mdédszerrel a nyitvamaradd
"n=3%" kérdiés nem oldhaté meg pozitivan, mert RA egyik axidmija (az
aggzociativitas) nem bizony{thatd L3 -ban., Ielveteitte tehdt Taraki a
problémdt, hogy n=3 igaz-e, azaz hogy a fenti (x) d4llitas igaz-e.

E problémdt megoldja tehdt (m) -nak jelen fejezetbeli bizonyitdsa. leg-
Jegyezziik még, hogy a probléme wosl vdzoli tdrténciének sordn jott létve
a félig-asszocietiv RA -k (azaz az 84 -k) elmélete, ugyanis SA olyan
gyengitése RA -nak, mely csak kicsit erdsebb L3 ~nal (tehdt Tarski

RA -elméleti eredményeit SA -ra megismételve kozelebdb keriiltek volna a
probléma megolddsdhoz). Késdbbi fajlemények és parcidlis megolddsok so-
rdn (pl. Maddux SA -ra vonatkozd eredményei) a probldma sokrétibbé, gaz-
dagabbd valt, mig végiil elnyerte a Jelenlegi [TGJ-beli alakjdt. E gaz~
dagabb problémira (pontosabban problémaseregre), mint aldbb 1ldtni fogjuk,
negativ vdlasgzokat is kaptunk.

A (%) 41litds kovetkezményeként kapjuk, hogy

(am) (¥ q:eFinB) [Ax Ep &> Ax }3 ‘K‘*PJ ,

ez egyfajta teljessdps tétel L3 ~-ra. (Az I. fejezetben mutatiuk, hogy
L, (és L., 3<e<<w) nem teljes, st véges sok axidma hozzdvételével

3
gem tehetd teljessé. TYehdt & XK mnem hagyhatd el (xx) -bdél.) A fenti

"kvizi-teljességl tétel" az créachb a63 -ra olyan formiban is erdégitheld,
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hogy minden Ax€ Th C.;Fm3 és  E€lm, -ra [ThE ¢ &= Th \3- K 1.

EbbSl bizonyitotie “arski a kvdzi-projeltiv reldcid-algebrdkra vonatkozd
reprezentacid tételét, azt hogy WRASRRA , 1d. 5.L. (KésGbb erre
Maddux adott egy tisztdn algebrai bizonyitdst,) Nos, ezek az eredmények
mdr nem vihetdk dt Ly -Ta, ezeihez az Ly -hoz hozzdtett két uj axidma-
séma nélkiilozhetetlen,: Bizonyitjul, hogy a (mx) kvazi-teljesség nem
terjeszthetd ki minden Aax -ndl erSsebb Th -ra, és hogy QCAB ¢ RCAB,
@WAZRA (lda. 27,7, 18.HJ). A mdsodik d11itds megoldjas azt & problémit
(1d. Maddux 1985-6s problémadsszedllitdsa [MaB85]), hogy Tarski kvdzi-
projektiv RA -kra vonatkozd reprezenticid-tétele vajon dltaldnosithaté-e
a félig-asszociativ RA -kra is, A (#x) felett idézett [TGl-beli prob-
lémdra tovabbi negativ vilaszokat kapunk a III. fejezetben, melyek sze-
rint L3 [1G]-ben javasolt tovdbbi gyengitéseiben L,y mdr nem épit-
hetd fel,

YMegjegyezziik, hogy ahhwoz, hogy az EﬁﬁCAj atomossagdra vonatkozé
eredményt megkapjuk, létfonlossdgi volt az, hogy a (BIV), (AIX) formu-
lasémdkat, melyek végtelen sok formulat jelentenek, egy véges formula-

halmazzal helyettesitsiik,
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55:2, Speciflis jeldlések és tudnivalbk a II. fejezethez.

A TIT. fejeze‘tbeil ‘fé'leg olyan nyelveink lesznek, melyben csak két-
valtozés reldcidéjelek vannak., A II, fejezeten végig, E egy rogzitett
elem és R egy rogzitett halmaz, Ugy, hogy E€R. Legyen nsw ¢és
legyen A(n,R) az az elsérendd nyelv, mely n vdltozdjelet haszndl és

melynek reldcidjelei az R elemei, mind kétargumentumi (azaz A(n,R)
g(n, Rxi12}>). Mivel a II, fejezetben fSleg a A(n,R) nyelveket haasz~

ndljuk, ezért ezeket nem tiintetjiik fel a jelolésben:

m

y g Fm/\(nsn) , %n g %f\(l’l,&)’ ka (=1 FmA(n’&) !k

n

{Tehat pl, FmE) az w vdltozdjellel és W elemeivel mint kétval-
tozds reldcidjelekkel felirt azon eladrendi formuldk halmaza, melyekben

legfeljebb x,y szabad vdltozéjel,) Hasonléan
d
RAT = R‘AT‘R;'
He W( egy modell & II, fejezetben (és mds nincs réla mondvae), akkor

m =< M, Rm>R€'R,.

Haszndlni fogjuk a ktvetkezd kényelmi jeltléaseket:

4, DEFINICIO (i) Formuldkban, kiiléntsen, ha kvantorral kezd§dnek,
A helyett gyakran csak vessz8t frunk. Fl. :'lx((.P AY) helyett 3x(p,y)

-t irunk.

(ii) ZILegyen A egy nyelv és L{JEFmA. Akkor

e{x,y) g @

wlx,z) g y(y=z,¢)
ly,2) £ ax(x=y,glx,2))
oy .x) £ 32(z=x,9((y,2))
ol z,x) S Iy(y=z,9(y,x))
kP((Z:Y)) d 3x(x=z,LP)
glx,x) & dy(y=x,¢)
¢lv,¥y) -—3 Fe(x=y, )

(F((Z:ZD ax(x=zy\P«x:x))o ]
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Az I. fejezetben 1littuk, hogy az MGR-formulik nem bizoay{thatdk -
ez azt jelenti, hogy a q)((y,x)) két természetes definicidja nem elkviva-
lens. A fonti A0, (Gi) ~ben coak an o Lényeys, hogry virlalwey loromsait—
slik @«y,x) Jeleutését s chhes varicuk magunkal, bz Cormuldk folirs-

sdt teszi majd egyszerdibbé és Attekinthetdve.

A "pdrzd-figevény" (vagy projekeid-fiigevény) technikdrdl .

A reldcidalgebra-logikdnak az a felismerés adott lendiiletet, hogy min-

den harom vdltozdjelet haszndldé elsérendi mondet kifejezhetd reldcid-
termmel is (1d. & 3.1 -beli 2.8 ~t). Tarski vetie észre, hogy ha fel-
Yesszilk, hogy van két "projekeidfiiggvényiink", akkor tetsz8leges elsdren-
di mondat kifejezhetS RA-termmel. Errél szdl az aldbbi 3.L.

2,DEFINTCIO Legyen po,pﬂ_E Fmg. Az aldbbi T formula azt fejezi
ki, hogy Pg+Pq parcialis fliggvény igy, hogy minden y,z ~hez van (e~
getleg tobd) x, melyre po(x)=y, pﬂ_(x)=z o

T <‘é-‘i> ¥wyz( polx,y),plx,2) » y=z,
5y (x,5),0,(x,2) > y=2,
Iefp(x,5):0,(x,2)]) . m

. LEMA  Van olyan rekurziv g : Fmi-’RAT fliggvény, melyre az aldbbi
(1) - (ii) teljesiil:
(1) g(R(x,y)) = R minden ReER -re, és

89} = -89, &lpAY) = (&8p)*(ay), &lpVy) = (&9)+(ay).
(ii) A g fiuggvény jelentdstartd ( 4r mellett ha LP¢Fm§), azaz: Legyen
MWL ezy modell, a,beM és ‘Peszcu . Akkor
Bk glab] &> (a,b) € (g™ HM . remy),

2

EF .

ha QEFm; vagy Wk T

A 3.L-t aldbb bizenyitjuk (vdziatosan}, mert a II., fejezetben lényege-

sen épitiink erre a lemmdra.,
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A 3, Lemma bizonyitdsa: A 3.,L-t a kovetkezd hirom segéddllitdson keresz-

$#1 1d%juk be:

34, Segéddllitds Van rekurziv f : Fmi-’Fmg , hogy gk ¢ fg ,

minden LPeFmi) -ra,.,

3.2,8egéddllitds Van rekurziv r : Fmg - RAT , hogy minden ® modellre

és q)eFmg ~ra

(ru.P)R'(M)MRm: RER>) = {(a,b)eEM : Wk ela,b]} .

3.3, Segéddllitds Ha van rekurziv g : Fm,i = RAT , mely teljesiti 3.L

(ii)-t, akkor van olyan rekurziv g : me_,* RAT is, mely teljesiti

3.L (i) és (ii) -t,

A 34.SA bizonyitdsa: dJelblje Fms azt a (szokdsos értelemben vett) el-

gérendd nyelvet, melyben a binér RE®R reldcidjeleken kiviil van két u-

nér fiigevényjel is, ﬁo , 'f)ﬂ_ ; melyben x,¥,2 a vdltozdjelek és mely-
ben nemcsak szigord atomi formuldk vannak, hanem pl, R(y,x) és f)o(x)
=z is atomi formuldk, Legyen :l[i) < A Al p; ¥ ﬁi(x)=y : ie2% (emlé-
kezzlink rd, hogy Py pie FmgéFm’B ). A kovetkezlikben },:, azt az érvé-
nyességreldcidt jeloli, melynél 50,51 parcidlig fiiggvények (tehat
"f:‘i(a)=b" azt jelenti, hogy fz‘i definidlva van a -n és (a.,b)c-.ﬁi Je
El8szdr megmutetjuk, hogy van rekurziv £/ ; Fmi-’l‘“msz hogy

(Uq;eme,) J]i) }; p fip . Van algoritmus, mely minden qJ&FmEJ formuld-
hoz hozzdrendeli a pr(t.])) prenex normdl alakot, ahol k p 4 pI‘(LP) és
prip) Q;P(x,y) alakid, ahol Q egzigztencidlis kvantorok és negacidje-
lek sorozata, minden vdltozéjel csak egyszer fordul eld Q -~ban, x,y,z
nem fordul eld Q-ban, Lp(x,y) kvantormentes, és x,y-on kiviil csak a Q-
ban eldforduld valtozdéjelek fordulnak el q;(x,y) ~ban. Legyen qJEchi,
és pr(p) legyen Qp(x,y) alaki a fenti tulajdonsdgokkal, Legyen w
egy vdltozéjel, Akkor @(x,Pyy,w/f,y) azt a formuldt jelsli, melyet
dqemy  kaputh (p(x,_y) —bOL, hopy ¥y -bL ill. w —i mindeniitt f:o,y ill, ﬁly
-ra cseréljiik ki, Legyen Q viwQ" alakd, ahol Vv negdcidjelek (e-

setleg O hosszi) sorozata., Nem nehéz ellenrizni, hogy

(1) T, E yIwg o(x,5) © v-I{z(i)'oz=y A3y[y=z,Q’kp(x.§0y,w/§1y)] ) .
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Haszndlva a fenti (1) -et, nem nehéz a kivant £’ : sz > Fmg2 fligg~-

vény létezését belatni. Ezutan haszndlva az aldbbi (2C)0-(7) a11ité~
sokat, nem nehdz megsgzabadulni a fi” ,ﬁﬂ_ :f‘i.imrvényjefl}.ektc‘?lqés a nem-
szipgord altomi fosmuldkldl - enmel o Kivaal L1 l"m(:)-* ll‘m'3’ -2t meg-
kavjuk (hasznéljuk azt is, hogy TE © :rt;' '?LP , minden (p EFmyy ~ra),
Legyenn T.,6 a po, PZL véges (esetleg O hosszu) sorozata, lezyen

u,v,w € {x,y,z}, w¢{u,v}, ReR és ie2. Akkor
R(tu,6v) & 3w[§0w='m._l,'§1W=6v,R(§OW;§1W)]

.
(2) 5&)}? R(fiow,“ﬁiw)ﬁ5]uv[u=§ow,v=f5ﬂ_w,ﬁ(u,v)]) ha 1fuyvil=2

%

B

(4) Tk tu=gv o Fw[B w1, By =6V, B w=5, ¥ ]
(5) T, B, u=Tv & dw [w:ﬁiu SW=TV |

(6) o E =pIve HW[pi(w,u),w='cv]

(7 :n:p|= R(u,v) © olu,v), ahol Q= R(x,y). QED{3.1,54)

A 32SA bizonyitdsa: Legyen + : RAT > ?ﬁnf%3 olyan, hogy t(R) =
R(x,y) minden RER -re. Legyen B‘EQEXC‘gRAT : (iciao} Eldszor
olyan rekurziv Q: Ils"m3 > ¥ fiiggvényt definidlunk, melyre igaz az a-—
14bbi* ®/ (1}~(4ii) , minden (PEFm -Ta:

(1) F ¢ & V{iwlx,y)rt6lx,2) Até(z,y) : (v,6,8)€ 993 .

«v// \S

* ,,.—Z
(ii) Ha Lp&Fmg . akkor op = i(v,1,2)} valamely T E€RAT ~ra,

Ha megvan a fenti ¢ , akkor defir 3ljuk =x : Fmg = RAT -ot Ugy, hogy
op = {(rcp,!l.,’.l.)} minden LpEFmg -.a, Bkkor nem nehéz leellen8rizni,

hogy r teljesiti a kivént tulajdonsdgokat.

s

Boole algebrdkban 3 és [l a szuprémumot és az infimumot jelsli

($ehdt pl. 2iT,8:8% = v+6+8 ).

*/A

2 (1)-rdl Ld. o J.b=L Kivelo 4.My-1L.
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S;-t a kidvetkezd (4) - (7) segitsdgdvel definidljuk:

(1 g(R(X,.V)) = I(R,2,2)% minden RE€ R -re,

(2)  glv=v) £ 1(1,2,23% minden veéjx,y,z} -ve,
slx=y) £ oly=x) £ (2,123,
ox=2) £ e(z=x) & 1,2 1%,
e(y=2) & g(z=y) £ {2},

(sp)U(gp) ha Vg ¢ Fn

(3) d
§lpVip) "{i(ZihO : hEgpoopt,2,2)%  ha LpV(f)éFmg

{(N{-n, : nemgy,Mi-n, : nem,3,Ni-h, : neu})

(4) S)('“P) = HO’HZL’H a ep par‘blcloga} hacFﬁFm
{(«t,2,1)} ha qJEFm3 és op = 1(7,2,2)%.
(5) o(Izg) = { Gin -(hy;h) : hégel,1,1)%
{(1,2,7Mh, (v sh)) : hegPl} ha (gPn]
(6) gl g{ 1 59 p ¢ Py ,
HER, Zih 1 ,ho) : hesx?_’;,a,«l)s ha (€ Fm;
e {1,238, (h;hY) : hegel, A} ha (104Fm§
y =
9( (P {((zihl'(ho;h;) : h&g({)});ﬂ.,ﬂ.,ﬂ.)} ha (PEFnl%

Nem nehéz leellendrizni, hogy a fenti (1) - (7) segitségével defini-
alt © i Fmy > FH  figevény teljesfti (1)-(ii) -t, QED{3.2.5A")

A A3SA bizonyitdsa: Legyen g : Fmi*RAT olyan, mely teljesiti a
3,L-beli (ii)-t. Definidljuk g : me)—P RAT -0t a kdvetkezdképpen:

g(R(x,y)) g r minden RE€R -re,

glry) = —gp. &lyay) : (gK‘))'(G\.’J), g(t{;va})) L (g@)r(gy) minden 4
&Fm& -5,

]

3(4’) g’(lP) , ha ¢ nem a fenti ﬂlakﬁ? Lpeﬁnij

Mcst, nyilvénvaldan g rekurziv és teljesiti a 3.L-beli (i) ds (ii)-t.

QED(3.3.5A) QED(3.Lemma)
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4. MEGJEGYZES A 3.2.8A bizonyitdsdban levs (i) 41litds azt mondja, hogy
minden  @EFmg *folbonthaté" az Xy, Xz, zy -rédl 52616 (azaz Fmg s

1|‘m§0’2} cu 1"mj-i:9‘% ~beli) fuemuldk Boele kombindeidjavi. Mo népmy val-
tozdjel van a nyzivben (de csak kébvalloszds relicidjelek), akkor ez mar
nincs igy: pl. a 3w(R{x,w),R(y,w),R(z,w)) formula nem bonthaté fel az

eldbbi médon {(itt w & vy e y
|

\
x/ Z

Ez részletesen bizonyitva van [N85a]-~ban. 858t, az I.11.T bizonyitdsa
is ezen alapszik. R&viden védzoljuk az I.2A.T bizonyitdsdnak gondolat-—
menetét,: Tekintsilk a kivvetkezd (szimmetrikus) R reldciét: (R az e-

gyes vonalak halmaza)

TAA

Azaz, végtelen sok "kozdéppel rendelkeud harcemszig" és végtelen sok "ki-
zép nélkiili hiromszog" -bdl 411 az R . Legyen A & "kizepes" harom-
szdgek pontjainak halmaza. Akkor az A halmaz RA-beli miveletekkel nem
definidlhaté (R-bS1l), mig CA4—beli miveletekkel (azaz négy vadltozdjel-
lel) definidlhaté. Ez azonban nem elég, az igazi nehézség az, hogy ezt
a tényt izomorfia erejéig "lathatéva" kell tenni. Ezért minden pontot
konstansnak tekintiink. ZEkkor az ezek dltal (és R -el) generdlt RA -
ban a konstansoknak csak véges és kovéges szuprémumsi léteznek, mig min-
den, ezt az RA-t tartalmazdé Hxd -ben (LE CA4) van egy nem-ilyen
szuprémum is, nevezetemen az A halmaznak megfeleld. A fenti gondolat

régzletesen ki van dolgozva [N85al-ban. g

wa & {oera : @p,aen) [pYip ¢ a0, Pia=113 .

Azt mondjuk, hogy p és q projekcid-part alkot OL-ban, ha teljesiil
réjuk a fenti feltétel. €l kvazi-projektiv RA, ha <LEQRA,

5, LEMMA (Tarskilf»3al) QRA CRRA . m
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Az 5.L egy reprezentdcidétéiel. Algebrai logikdban a reprezentacid
tételek dltaldban teljességi tételeknek felelnek meg (ld, pl. [HET]
4,3.24). Valdéban, Tarski eredeti bizonyitisa az 5,L-ra egy logikai tel-
jességl tétel bizonyitdsdval tdrtént, logikai eszkdzokkel (1ld, 18.:Nj(iv)),
Késébb Maddux [Ma78al] adott az 5.L-ra egy ezép, egyszeri, tisztdn algebrai
szelleml bizony{tdst - ezzel a Tarski dltal haszndlt logikal tételnek is
adott egy egyszeribb, dttekinthetdbd bizoenyitdst. (Hasonldé mddon adtuni
mi is egyszerd algebrai bizonyitdst a klasszikus elsdrendi logika teljes-
gégi tételére [ANT5]-ben.)

Idézzilk fel, hogy a Godel nem-teljességi tétel (egyik formija) azt
mondja ki, hogy van konzisztens elsdrendd g formulae, mely nem terjeszt-
hetd ki rekurziv, teljes és konzisztens % elméletté, azaz minden rekur-
ziv T -re, ha (&7 &s T konzisztens (azaz Tk~ F), akkor van ¢, hogy
T hL'W éa T F#--qq . Tdézziik fel, hogy egy Boole algebra atomos, ha min-
den eleme alatt van atom; egy % Bocle algebrdban a€B atom, ha a#0
és (¥beEB)(a<b vagy a<-b)., A fonti megfogalmazdsokbol érezhetd, hogy
erSs kapcsolat van a GSdel nem-teljességi tétel és az 33%3/5 formila-al-
gebra nem-atomossdga kb6zott. L kapcsolat részletesen vizsgdlva van [Nasd]-
ben, Itt a II. fejezetben mi csak azt bizonyitjuk, hogy gﬁicﬂj nem
atomos, de [NB85d]-ben bizonyitottuk azt a kissé erfsebb dllitdst is, hogy
a Godel nem-teljességi tétel megfeleldje fenndll a hdromvdltozds logikira
ig, Megjegyezziik, hogy mivel a hdromvdliozds logike nem~-teljes, a GOael
nem-teljességi tétel analogonjdnak bizonyitdsakor szementikusan ellentmon-
ddsos T elméleteklkel is dolgozni kellett.

A II,3 fejezetbon most kivetkezd bizonyitds lényegérdl: A [LGl-beli
eredményeket felhasznélvax/, a II.1 fejezetben 1évé (%) 4llitashoz lénye-
gében csak a reldcidkompozicidé asszociativitdsdt kellett valahogy mégis
“"vigazahozni". Pongyolan szélva, az asszociativitds bizonyItdsihoz azért
kell négy viltozdjel, mert "kettdt lefoglalnak a reldcidk" és kell nég
legeldbb kett§ "dolgozd-rekesz", A £4 Stlet bizonyitdsunkban az, hogy a
projekeid-fligavények segitsdgével e kétargumentuml reldcidkat "Ocsze-
nyomjuk" egyvdltozdasd, fgy 3 vdltozdjel esetén is marad wég iél seged-
védltozé. Arra kell azonban vigydzni, hogy a szanoldsok sordn is, minden
egyes lépésben mindig maradjon még kdét segbéd-vdltezd. Ez a mdsodik cél
az, amibe az energiat fektetni kell (hiszen egy "jelentéstartd"

f Fmif* Fm% figgvényt nem nehéz definidlni).

x/A 18,Mj-ben megmutatjuk, hogy hogyan néz ki egy direkt, & [1G]-beli ered-
ményekre nem tamaszkoddé bizonyitda.
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xI.3. A tétel kimondfsa, bizonyithsa ée diszkutblhsa.

1, FOTETHL @iaCAB nem atemes.

Késfbb, a 14, Tételben az 1, Fitételnél tobbet bizonyitunk. Azért
kerldtozddtunk az 1. Pététel kimonddsédban a F =)l és (=3 eaetre, mert

ez az igazdn nehéz eset.

Ré&tériink az A, Fététel bizonyiidsédra. Minden, ami e fcjezetben a
diszkusszidkig ( 15.7) taldlhaté, az 1, Fététel bizonyitdsdhoz tartozik,
A bizonyildst egyéb tételek 45 definicidk kimonddss és bizonyitdsa so-

rén végeaniik,

Tegyen A=<3,%> egy tetszleges nyelv. Rogzitsiink két formulat,
po,pitiﬁmg’z —t. (Uzy forunk erre a két formulira tekinteni, mint a két
projekeid~figgvény defimicidjdra,) Mostantdl fogva, a iI. fejezeten vé-
glg, ez a két formula r¥guitve lesz. Ez a két formula, Py és Pq »
paramitere less soic, a II. fejezethen definidlt fogalomnak, pl, a most
lBveteand xi=yJ formula definicidjdnak is. Az egyszérﬁbb jeltlésmdd
srdekéten azonban nem tiintetjilkk fel a jeltlésekben, hogy Py:P, Ppara-
metar,

i Jelcli & 0,4 -b8l &4ll6 véges hogszu sorozatok halmazdt, bele-
értve a O hosszd <> sorozatot is. Ha i,je 2% , akkor ij -vel je-
i0ljux azt a sorozatot, melyet az i,i egymasutdn vald irdsakor kapunk
(ezt gyakras 173 -vel is jelolik az irodalomban), és 11| jelsli az i
sorozat hcsszdt., Ha k€2, akkor gyakran csak "k" -t frunk a <k> 4-
hosszl gorozut helyett. BEnnek megfelelSen pl., 00 -val fogjuk Jjeldini
a <0,0> sorczatot is.

Legyen i,3€2°, mondjuk i = (Lgreeasi > és j =‘<jo""’jk>’ és
legyzin u,vE€{x,y,z}. Az aldbbiakban dotinidlni fogjuk az “ui=vj" for-
milat, a kbveuvkezd intuitiv jelentéssel: Ha PorPy parciilis (unér)
Tievdny boJjoLent cry 8L wmode ! Lhen, abkhor "ui-svj“ unl Joleuli WL -boew,

Ui m ..})?{ v, ahiol l'm {(k&2) a i le) I8 dltal

1 A t = p ‘
oy "prtaeepiu o i e Py

p
L J Yk U 1
Jjelélt undr fliggvény Ol -ben, (D1 £0=Y azt jedenti, hegy o x—plp”y o)
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6, DEFINICIO

(1) TLegyen {u,v,w}':{x,y,z} és i,je2® , ke2,

Af
U, =V = u=v ,

A kéaGbbiekben Uy =v,, és u, >=v:i helystt csak ui=1..' -t 111, u=va.
-t irunk,
u,=v x‘-#% U= é[-'ﬁ) Pk((u"’))

df, d .
U=y & e, <-—-_f; Hw(ui=w.wk=V) ha i#<>,
U=V éfa :'IW(ui=w,vj=W) ha i#<>#j.

df
xi=xj 4==5 3Y(x=y’xi=yj) ]
¥i=y -7 Ix(x=y,x =y,)
i j ? ? i yj )

£
=5

axy(X=Yly=zsxi=yj) )

Ezzel az “ui=vj" formula definidlve lett, minden u,veix,y,z} és

i,je2® egetén,

; ¢ & - - - - — w o
(i1) Ax’ = § (ui—v:,i’vj"wk - ui-.wk), (uj_==ui,vj--vj > S‘w(wo—ui,ua-vd))

{uvv:“'l:'ix:y,zl: i,jezx ’ IilsljlslkléB}o

Vegyiikk észre, hogy Ax'QFm3 véges formulahalmaz,

ax & Vxyz AAx’.  Tehdt AxEFm;’O . B

7. MEGJEGYZES (1) Mivel a po,pi--ré'l csak azt fogjuk feltenni, hogy par-

cidlis (€s nem feltétleniil totdlis) unér fliggviényt jelentenck, "ui=ui"

annak kifejezése, a parcidlis algebrdk elméletében szokdsos médon, hogy
"ui" definidlva van., Ennek megfelelden, kéadbb majd beldtjuk, pl,, hogy

Axk (u=u, © 3w(u;=w)) , ahol ie2® , 1i1£3 és [fu,w}|=2 , u,we

ist!Z}-
(ii) Ax a T -nek egy dtfogalmazdsa: kinnyen léthaté, hogy

EFIée Ax . Azonban, mint késdbb latni Ffogjuk, |3—/Jt<-> Ax , nevezolesgen
lF/:IC—' Ax (14, 15.7(1)), mig ’3 Ax > , Mint a hamarosan kovetlkezd
9.T-bS1l is ldthaté, Ax egy olyan dtfogalmazdsa Ir-nek, hogy Ax -b41
mar sok minden ’5 -bizonyithaté (ami ¢ -b81l még nem }5 -bizonyithatd).

1 A,O
Nagyon lényeges lesz késSbb, hogy AxEFm3’ y vagyis, hogy Ax’ véges, g
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Xo0=Y00 Y01°%¥10 T117Xq

1, ABRA
(4 ey illusztridcidja,)
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Készen vagyunk arra, hogy definidljuk a reldcid-miiveletcoket az

egyvdltozds formuldkon,

8, DEFINICIU Legyen ¢,y € Fm;\'i 5

df
(1) puy L 3x(x=ui,-.p) ha uée{y,z} és jeo® , és

pir(x) £ Jyp (x,y)Adyny(x,y) .

. o A -
(i1) 9oy &> Py .9y, 1 XV o0 Y01 V10 Y1n =% ) » 1. az 4..brit a
& tuloldalon!
g’ S QYR Yy=xg)
4
& @ xo=x1 ¥
. I3 d’F
i & opiro, 0 &= F ,

df. i
LLP <> par(x)A -y

df df
grp €S 9Ve gp S orp
(111) o' & mv & fpemn]’t i Axiz po ol Ex'erua,

g & B § (Bv,+, 500,109 Y . m

A II, fejezet "sgzive" a kivetkezd 9.7 (ii) pontja.

. e .
9. TETEL (1) Ew algebra, azaz a ©, ,& stb, miveletek nem vezet-

nek ki Bv -b&l; ¢s kongruencia &V -n. Tovdbba

SaAx

Ev 2 {(PGLP Do,y EFmA’l} .

(41) &r/an € RA , s0t F/w/EAx reprezentdlhatd reldcid-algebra.

Bizonyitds: ilivel a jelen bizonyitdsgban solk FE -levezetés megadisdara

lesz gziikséglink, néhdny kényelmi megdéllapodést tesziink ’3 =levezetdisek

leirdsdra.
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A 1-3- bizony{tdsi rendszer kivetkezs 3 lényeges tulajdonsdgara fo-

gunk tasaaszliodni:

(ca)  Fh/= € ca
3 "Ax 3 -

(8Z) '3 pedve  , ha v%szv(gp) .

(b) Ha PE y a {G) haszndlata nélkiil, akkor I-j' P>y . (Dedukcids té-
tel. ) ’

A zyakori haszndlat wmiatt (eldre bizonyitjuk és) nevet adunk (CA), (82),

(D) kivetkezd ktvetkeazményeineic:
(52v) &y (FvplAp © 3vlpAy) ,  ha v gazvly) .
(uv) PE g < 3‘::(v=vf,\tp) , ha w#szv(q)) éa

vy o Judviv=wAy) ha w¢szv(u|)) 5

Wil

(Kv) Ha 13q: -y , alkkor }3 T > dvyp .
(Rencre a "gzabad valtozd", "uj vdltozd" és "kotott vdltozd" roviditései.)

A {CA) tulajdonsig [HMT14.3.22-ként van kimondva és bizonyitva. A
(32) tulajdonsdgot a kbvetkezdéképpen lehet beldtni: Legyen 1i€3 tetszb-
leges. Ikkoxw }3 @ Elvi;,? a (CA) miatt, hiszen CAS E x ¢c. X, emiatt

/= b @) < (Gug/e), veeris Gip/= b [(#/s) > Qug/a]e

(mert minden J% Boole algebrira és b,a €B ~re igaz, hogy [& kF agh
& Bk (a> b):’.l.] ahol a =2b g -a+b ), ez pedig azt jelenti, hogy

IB- P > 3ViLP , lieldtt folytatnink (S%Z) blzonyitdsdt, megjegyezzilk,
hozy ez egyben illusztrdcid is volt a (CA) haszndlatdra. A késébblek-
ben nem fogjuk ilyen részletesen kiirni ezeket a lépéseket, csak utalunk
(CA) -rm, esetleg odairjuk, hogy mely azonossdgra gondolunk. Fl. a

. - . . < hE
fenti meggondolishoz hasonloan, CA3 E Con d02 d12 bél arra

fo/unk kovetkeztetni, hory
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b x=yAx=z > yez. Tfh, v ¢szv(p). Ekkor vészv(-(p) és igy (4)) sze-
rint |-3- -9 > ¥vap, ebbSl (1)), (MF) -vel kapjuk, hogy }3 AWVap P g,
ekkor {9),{1) és (MP) -vel 5 v >, Tehdt (S2) -t beldttuk, Wi-
vel I-3- teljesen szokéasos Hilbert-tipusu bizonyitdsi rendszer, azért nem
nehéz beldtni, hogy (D) teljesiil. Egyébként ez meg is van emlitve
[HMT] -ben, 1d. p.1614. (D) -t a késébbiekben "dedukcids tételnek" is

fogjuk hivwni. (KV) kovetkezik (}A3 E x4y @ cixéciy -bdl, (SZV) bi-

zonyitdsa: (AvpAp kB (Bvp A @vy), (82) és (1), (MP) -vel
(Ivp) A (Fvy) lg Ivip Advy), mivel CA3 [ cix-ciy=ci(x-ciy).

vl Advp) b5 W(pay), (S2) és (KV) -vel, A (D) szerint ekkor
}3 (E!VLP)ALP e Qv(q)mp). A mdsik irdnyt, I-3- (pAg) * (Avpl)Ay -1, tel-
jesen hasonléan kapjuk. (S2V) -t beldttuk., (UV) bizonyitdsa: Legyen
w §8zv(p). Ekkor @b dwp (52) -vel (és (2),(MP) -vel),

Iwp by Iw(vew,dwp), mert CA, k cyx=c;(&.;+c;x), ebbSL (SZ) és (D) -
vel kapjuk, hogy }5- Y > 3w(v=w.q,~). A masik irany: ﬂw(v:w,Lp) 1-3- wg

az (2),(MP) és (KV) -vel, ebbdl (SZ) és (D) -vel kapjuk, hogy

B Iw(v=w, ) > ¢, Tehdt (UV) elsé dllitdsdt beldttuk, EbdS1 (KV) -vel
és (CA) -val kapjuk a masodik dllitdst azt haszndlva, hogy CA E 04.
Ezzel belattuk, hogy a (CA),...,(KV) tulajdonsdgok teljesiilnek.

A (SZ) -vel kapcsolatban gyakran fogjuk haszndlni a kdvetkezd ()

allitdst, melyet nem nehéz ellendrizni:

(%) Legyen LP&Fmg'i, u,v €{x,y,z} és i,jeZ“. Akkor

szv((Pui) = {ful} és szv(ui=vj) = fu,vi.

Ak -levezetéseket az aldbbiakban a kidvetkezlképpen fogjuk prezen-

3
tdlni:
b
% B ™ ,
kPl'l."'ﬂ.o
Itt LP’J.”“"'PfH'i formula" ﬁng hOgy (Pﬂ-l'itpa"..) LPn‘ELPn+1 ’ ey
m_  "magyarazat", ugy, hogy my azt magyarazza, hogy 0 }5 ' 1

n
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fenn, stb, A "magyarézatokban” hasznulni fogjuk a fenti (CA),...,(KV)
=L, (¢A) -t ndha olyan alokban. hogy pl. CAB [ (101- dozé dy o i mar
bizonyitott dllitdsokat, vagy Ax’ egy bizonyos clemét. Néha abbdl,
A . A

v = € vaznali € i -
hogy %3/‘A.x CA3 csak azt haszndljuk, hogy mB/an BA , ilyen
ker (CA) helyett azt irjuk, hogy (BA) . (Bz ekvivalens azzal, hogy
(1) és (UP) ~t haszndljuk.) A .(D) hasgzndlatdt sosem, a (KV) hagz-

nalatat wajdnen sogen ds a (CA) haszndlatit gyakran nem irjuk ki.

A fenti megdllapodssokat haszndlva, (SZV) bizonyitdsa pl. a ko-
vetkeznden néz ki:
QvpAy K (s2), (Ba)
(ve)A(Fvy) |‘5 CA, = ¢ X ¢, ¥=c, (x ¢, 7)
Ivlp Advy) }3 (52), (KvV)
I (pAy)

Az utolgd lépésben pl. (&%) é= (KV) mellé nem irtuk ki (BA) -t, pe=-

dig azt 1= hasznaliuk.

Ratériink a 9,7 bizonyitdsara. A bizonyifdsban F -t irunk 13-
helyett (a2 gvakori eléfordulds miatt).

Legyen H g {iez"' 9 |i|53}. Bizonyos formulasémaknak nevet adunk, pl.

(A1) ui=vj,v =W, > U =w s ha f{u,v,wi={x,y,2z} ¢és i,j,k€H.

J

k

(A2) ui=ui,vj=vj->3w(w0=ui,w1=vj) , ha f{u,v,wi={x,y,2} és i,jEH.

D"ehdt Ax’ az (4A1),(A2) séma unidja.
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Elsd 1épésként Ax’ -bdl levezetjiik az aldbbi, kényelmesebben hasz-
nalhato sémdkat, ahol u,v,w €{x,y,z} (tehdt u,v,w neum feltétleniil kii-

16nbszdk), *,6,0 € iui : u€jx,y,z}, i€éHY} és i,j,ke€H, il,jm,kn €H,

(A0) U=V, > V=

(a1) ui=v:i V= > u, =

(A3) uy vy Uy 4=T > uiZE:ij s ha jL€ iy,

(a4) u, p=T > Fv(u,=v) ha v ¢{ul.

(a2)’ uii=’c,vjm=6' > 3\-:(w0=ui,wi=vj) , ha w ¢{u,v}.

7 F — — H
(a2) Uy =T ,ujm=6‘ ’ukn’:d = Jw( WUy ,uv,lo_u:j s wlﬂ.'uk) &3

u, 4= 'u:jm':E ’ukngé > 3w(w1=ui 'wO!L=u;j ,woo-—-uk) ha w é{u} .

(a0Y ,(A1) ,{A3) -ra ugy fogunk hivatkozni, hogy "szimmetria", "trvanzi-

tivitas", “"kongruencia”,

Ratériink (40)" ~ (42)” 1leveszetésére, Az aldbblakban, ha nen mon-

dunk semmit, akkor {u,v,wl={x.y.z} -t feltételezziik. A gyengébd u,v,w

€ix,y,z} feltételt hasznild sémikat vesszdvel jeltljiik majd. Toveabbd,
i,3.k,%,m,n€H, és valahdnyezor leirjuk pl. ik -t, akkor feltételezziii,
hogy ik€H, %Tehdt az ik, jk€H stb., feltételeket az aldbbiakban nem
irjuk ki,

g =V Gefinicidjdabdl kbzvetleniil beldathatd, hopgy
= - = .
(a0) ug vj vj u,

(s0) Axb u;=v, > ﬂw(uiuw,vjmv) .l
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Mert, ha i#<>#j, akker a definicidébdl kdzvetleniil adddik,
Fgyébként, ha i=¢ > vagy Jj=¢>, akkor

ll=VJ — {uv)

Elw(u=w,u=vj) B (40),(a1)

Hw(u=W,vj=W).

u, =v = (40)

v=u, - eldz6 eset

‘]w(v:w,ui:vv) ~

'?M(ui:w,v:w} - B

(s1) Ax Hw(ui=w) - ﬂv(ui=v) o

i‘w(ui=w) - (uv)
:-J'Vﬂtv(w:v,ui:w) - (a1),(82)
:'.’N(ui=v) . B

S = 9 = —3 M
(s2) uy =V ﬂw(ui W v) , ha e€2 .,:

Ha i#< >, akkor definicid szerint igaz. Tfh. i=<>. Akkor de-
finicid szerint u =v &> pe((u,v)) és  w =v & pe(w,v)). A LPKu,v)
definiciéjdbsl (1d. 1.D.(ii)) ellendrizhetd (az esetek végignézé-
sével), hogy

o (u=w,@fu,v)) © (u=w,@lw,v)) gy

- EW(u=w,ue=V) © 3w(u=w,we=v) és (UV) szerint

]

[ u =v € 3w(u=w,ue=v) . K
(83) Axk u,
ik| -ra vonatkozdé indukcidval: Ha k=<>, akkor
weve b (50),(08)

Elw(ui=w) [ (s1)

av(ui=v) c

=vj -> ﬂv(uj_:v) o &

»

Tfh, k -ra mar igaz az (S3), e€2 ¢és dke €H. Akkor

u,, =v., kF elduzd lépés
ike ]

Ev(uikew) I (s2)
E‘:vaw(uik=w,we=v) - (ca),(s7)
iw(uik=w) [ indukcids hipotézis
Jw( i =w) (54)

Flu=v) . ®
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(84) AxPF w=u,,u, =v > w =u, , o ce2 :
i?ie e ie

WU, LU =V [ ' (82),(8z2V)

w=u, ,-Ihv(u =W, W =V,u, v) - {A0),(A1)
w-ul,ﬂw(u =W, W =l ) — {(uv)

I v=w, w=u, 3w(u =W, W =u, )) }- (M), (8zv)

i
F(v=w, 3w(v_ 4 U =W W Uy )) [= (A1), CA (07)’
Sv(v—ww-u ) - (UV)
LG R -
(55) Ax vj=w,we=u->vje=u , ha ee2 .:

vj=w,we=u - (ca)
iw(vj=w,we=u) - (52)
Vie™® ¢+ H

= =W => = 3
(A3) AxF uy vj’uik LI vjk o

0 k -ra vonatkozd indukcidval. Ha k=¢> , akkor az a1litds trivi-

dlis., Tfh. ke2.

ui=vj,uik=w - (80),(cA)
Sw(ui=w,vj=w) , HW(uik=w) - (s1),(szv)
Elw(uj_:w,vj:w,ﬂv(uik:v)) - (SZV),(S4),(40) (SZ)
Hw(u =w 1C,va=w) = (AD),(83),(szV)

aw(u A k,:31:.(w =u va—w)) - (85)

Eiw(uik k’au(vjk -u.,vj=w)) - (40),(84),(S2)

dw(u. LN N k) o (an),(82)

YV ot
Tfh, (A3) igaz k -ra, e€2 és ikeé€H., Akkor

ul VJ 1kz=.-_W = (83)

Uy =V EIw(u -w),uike=w - (S2V), indukcids hipotézis, (SZ)
U =Vik Y ko= - el8zd lépés

Yixe Vijke - O
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(36) Ax} sV, U =V, > Ugvy o

u'L=VJ - (50), (2V)
;..(u=v,ui=w,vj=w) (o (43)
aw(ui=vi,ui=w,uj=vj,vj=w) = (A1), (A0)
":'nw(vi=w,uj=w) = (A0),(A1),(S52)

v, . M

(a0  Ax b u:.l_=vj->vj=u:,L , ha u,ve€ix,y,z} .:

(AO) miatt elég azt az esetet nézni, amikor |ju,vil=1.

x,.‘--xj ot definicid
E!:f(x-—-:af,xi=yj) = (56)
3:-,r(x=y,xj=yi) - definicid

X . =X, -

i !

Y47y (o definicié .
3x(x=:,r,xi=yj) [ (56)
3x(x=y,xj=yi) -~ definiciéd
yj=yi .

zi=-z.j - definicid )
3xy(y=z,x=y.xi=yj) b= (396)
3w(y=z,x=y,xj=yi) = definicié

51 - = = - = .
(57) 4AxbF u vouy u:i Uy =vy .t

516526 megmutatjuk, hogy ha v -re igaz (S7), akkor w -xe is:

u=1.-:,1.ti=u:j [ (uv),(ca)
3v(v=w,u=v,ui=u3.) - hipotézis
3v(v=1;:,ui=vj) - (A3),(A),(532)

u, =v.,
i *



(s8)

(89)

(s10)

- 51 -
x=y,x =x, definicid
x=y,33'(x=y,xi=yj) + (ca)

Xi=}"j -
y=x,¥;=yy b (40)", definicié
y=x,3x(x=y.xj=yi) = (cA), (A0)
yi=xj -
2=X,2, =7 - (A0)’, definicié
z=x,3n(X=y=Z.xj=yi) - (A3),(a1)
z=x, 3%y (x=y=2,% 52, ) - (ca),(40),(32)
zi=xj " g

Ax usv,u.=v > ugsu .

Ismét, ha (S8) igaz v -re, akkor igaz w -re is,

X=Y , X, =Y - (CA), Gefiniciéd

xi=xk .

yax,y =%, [ (40), definicié, (40)’
yl‘:yk .

23X, 2, =Xy b= (ca),(uv)
3”(x=y=zizi=xk) ’-' (A-B) ’ (Ai)
3:qr(x=y=z,yi=xk) - (A0), definicid
2, =% - (a0Y

z2,=2, + @

Ax - uj_-=l.1.j yU =t duo=w .
1.1i=u;i ,u;i=wk - (Tv)
3\r(u=v,ui=uj ,uj=wk) - (37),(A3), (A1)
ﬂv(u:v,ui=vj,vj=wk) - (41)
Iv(usv,ug=w ) (uv)

w=w, . B

Ax U, =U g, U sy > ugeu, .

I1,9.1(B8)



-~ 52 - II.9.7(B)

U, SUy U=y b (uv)

Jw(u=w Uy U Syl =uk3 + (s57)
Fw(u=w N ot (59}
ﬂw(u::w,uizwk) - (38),(5%)

u=w |
(521) Ax F ui=v:j ’Vj=uk > uiEw e
N CIONTENEEY
Hw(uw,uizvj ,vj=wk) o (A1)
ﬂw(uzw,uiﬂv]c) - (38),(52)
ui=uk . m

u.=v,,v, =u
i 4 Jd

A fenti (59)-(S21) ~bol kapjuk, hogy

(A1) Ax b+ ui=vj,vj=wk > u; =, ha u,v,w €{x,y,2} .

(a2) Ax b Uy =T > ﬂw(ui-:w) .

k '

Hae < nenm uj alakd, akkor (83) és (S1) szerint készen vagyunk,

uil{=uj ot (uvn)
3w(u=w,uik=uj) F (57)
W(ugen) - (83),(52)

Jwir( u, =W ) . B

(so) AxF u;=u —>3\'J(ui=w,uj=-w) 2

J
ug=u, b (a4) ,(s2V)

; w - 2y ’
3\1(ui=.:,ui uJ.) k- (41)" ,(A0)
Jwlu, =w ,uj=w) . =

/ . -
(A3)Y Ax P U, =v, PUs g k-vjk ,

Ha |{u,vi| =2, akkor (A4)’ és (A3) szerint készen vagyunk. Az 4llités
mdgik részének bizonyitdsa (itt iemét {u,v,wl={x,y,z}-t feltételezziik):

=‘U-->ui ha u,vE€ {x,y,z} ot

- - s
ui-uj,uik—r = (A4) ,(B2V)
E.‘.*»'(u.]._=u;i ,uik=w) [ (uv),(8zv)
Avw(u=v ,uj_=u..j ,uik=w) - (573
3vw(u=v,ui=vj U, k=w) - {a3),(s52)
-:':v(u:v,inl{:vjk) o (58),(82)

Yig¥ix o+ B






= 53-al szemben -

2, ABRA
(Az (S13) és szimmetrikus parje illusztricidja.)



= B0 - I1,9.7(B)

(s12) Ax uik=’t -> u, =u, g &
!
U, =T [ (A4)
Eiw(ui=w) - (A0), (ALY ,(5%2)
ui=ui . m
(a2)Y  aAx b Uy =T vj2=5 > .:.!w(\'.fo:ui,\vi:vj) , ha u,veix,y,z}, w %{u,vi.:

A bizonyitdsben legyen f{u,v,wi={x,y,z3.

uik=13',vj£=6' (o (s12)

ui=u.i,v;i=n‘r;l - (A2)

Elw(wonu Wy =v e

ug =‘E’,ujz==e.“ }- (s12)

u; =1y U g=ug [ (UV),(a3),(a1) ,(a0)
dv(u=v, Uy =Uy Vs v ) (A2),(SzV)
Ivw(u=v, wo-ul.\.,lav DI (A3),(52)

T w 0=Y 1 ¥ =Yy ) . ®

i ’ g
(42) Ax b Uy =Ty Uy =8 ad <> ':]u(w =l Wy 5=l o -um) , €és a szimmet~
rikus parja a5
uikzr,ujfg'.um:é b (s12)
u,=u, ,u.=su_,u_=u_ P (A2) ,(SzV)

i 4 3" m m
Jv{u, 31794 Vo=V =u) (a2) ,{(sZV)

Ivrv( WUy 5 Wy SV, \r0==u;j ,v,l-um) - (43),(A2),(82)
Iw( W=l W =Y 'wd.’lnum) e B

Ezzel a kényelmesebben haszndlhatd (A0)Y -(A2Y dllitdsokalb leve-
zettiik, A kbvetkezd (S13) segéddllitdst késédbb fogjuk hasznilni. (A

bizonyitdst érdemes lekdvetni a szemben 1évS 2. Abrdn.)

(813)  axb x> Iylzyy=y,,Alx,y),3x[x=y,,91) ,  ahol
” E Ely[zm=yo.zl=yi.d(x,:f)] ' 97 5 (6/\3) ,

a d "
§ = (xg=24001%3=2y5) § = (200™%010720127%20) ° ©8

d
ﬂst) = (XOBYOO'YM—Y’.I.O"CE.:yl&.) .



- 54-el pzemben -

(Az (S13) és szimmetrikus parja illusztrdcidja.)

X = SAE ,
Cg = (XO=2,000) X4=2;44))
§= (2= Zpgo 1 zoM:"""’/lo)’

NN T

Ax b ‘X"" 3(3(200=30)A(X, )! a’([x=%1) OZ 1)-
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Ak (A2) ,(8zV)

d,3x(x (a2) ,(8zZV)

0=%001°¥1=%2° %) F
5,33q(x0=2001,x1=211,g,yo=zoﬂ_,y1= 1) F kongr., szimm.,, tranz,,

8 By (xgmag g %y =35 209 =Y 129 =¥y sACE,¥)) B (82V)

5, flx(xo=z001,x1=zﬂ_1,42) b (a2Y, (52V)

& Iy (¥ 5=2 ¥n =X2Xg=Z 01 1%3 =25, %) b kongr.,szim. ,tranz.,

0 Iy (Y g=20 1 ¥1f 217 1Y 013V %X=¥7» P F  (82ZV),kongr, ,szimm, ,tranz.

Iy (zpg=yq, Mx,5), I [x=y, ,2]) .

Az  (813) szimmetrikus pdrjit ugyanigy lehet megkapni (tehdt a 0 -t &s

az 1 ~et mindeniitt felcseréljiik, a kimonddsban is és a bizonyitdsban is).

Rétériink most 5]-!‘/.:.Ax € RRA Dbizonyitdsdra, El8szdor megmutatjuk,
hogy Ax -b6l bizonyithatd, hogy © asgszociativ és bizonyithatd a A-

szebaly, még Fmg’i ~ban is, Ezutdn bizonyi{tjuk majd, hogy Exr elgeb-
ra éz = kongruencia £Ar-n.

“Ax

Az aldbbiakb € Pm/ L
a iakban (p,tp,'a‘ 3 0
az el8zSekben haszndlt megdllapodds érvényes. A levezetések magyardzat
részében (AO)', (M)’, (A3Y, (MY haszndlataira csak dgy fogunk hivatkozni,
hogy "Ax" , (42) ,(a2) haszndlatait kiirjuk.

fu,v,wi=ix,y,2} és 1,j,k,% -re

Haszndlni fogjuk (csak a bizonyitdsban) a kovetkezd jeldléseket:

Px; < y (y=x; ,py) és

T T B = |
i’ 10™ "JOO* 5017 "jA0° "jAdT 44 4

u ill, v, helyett csak u ill., v ~t firunk,

<>

Az aldbbi (0) arra vald csak, hopy dolpokal szimmetrikusan lelicssoen
felirni,
(0) Axbt yxo@ ,:

= definiciéd

“Px"’ﬂy(y=x,3x(x=y,gp)) - cpeFmBA’i,(sz), oA F Cf

¢ 0. ®
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Az aldbbi (2/a) a késébbi (2) specidlis esete,
(2/a) AxF @pu,u=v > v .:
Qx,x=v = (0),(ca)
dx(x=v,) = definicid

e ha u€{xj.

pu,u=x s definicid
x=u,3x(x=u,q)) = CA E dij-ci(dij-x)=dij-x
Y (0)

ex ha vefxi.
Tegyiik fel, hogy xﬁéfu,v}.

pu, u=v - definicid, (SZV)
3x(x=u,Lp,u=v) - Ax

3x(x=v,LP) - definicid

oV . =

A most kdvetkez6 dllitdscsoport (a (2) kivételével) azt mutatja, hogy
segédvdltozdkat (kvantorral lekotott védltozdkat) dltaldban ki lehet cse~

rélni mds, a formuldban nem szerepld valtozdra.

(1) ax b pu, © 3v(v=ui,(pv) .3

EIV(V=ui,LPV) o (uv)
3vw(w=v,v=ui,tpv) (o Ax,(2/a), (S2)
3w(w=ui Pw) .

Ebb8l (1) kbvetkezik, hiszen pu, © Elv(v:ui,tpv) valamelyik ve

ix,y,z8~{u} -ra cefinicid szerint. g






- 56-al gzemben -

(gl

4, ABRA
(A {6) blzonyitdsénak illusztrdcidja.)

(Az (5) illusztracidja.)



(2)

(3)

(4)

(5}

(6)

- 56 -
= i,ji€ ! s
Ax U, L ol }vj ->pra.i , ha ki,jied o

Py s W =Y 5 F (1),(3zV)
ﬂv(qav,v:uki Uy W ) Ax
ElV(\gv,V=wji) - (1)

(iji - B

Ax | poy Qz(gpzo,q)zﬂ_,ﬂ(x,z))

eoy definicié

Iy ey 59y, Alx,y)) o (UV)
Ivz(z=y .9y ,47,  Alx,y)) F (2),4x
HZ(CPZO:\PZ;_L’A(J{’Z)) . B’

17.9,T(B)

Ax (kpeq))yiéilx(pro,thi,A(yi,x)) , ha iez ,:

(LPeq,).yi - definieid

3x(x=yi,tp°q)) + (3),(82v)
3XZ(X=Yis‘~PZOs‘PZ{L’A(x’Z)) (o Ax,(S52)
J2(pzy,9z, , My 52)) F  (UV)
E{xz(x=z,tpzo,upz ,A(yi,z)) - (2),4%
ﬂx((pxo,pra_,A(Yisx)) . R

Ax ’_ (kPGLP)yi’yJ‘:yJ -> QZ(LPZiO’q)Zlﬂ.’A(yi ,Zi),zj=yj)
(dsd a 3. Abrdt a tdloldalon.)

(pepy; F  (4)

Ixlpxgpxy s Aly; %)) F o 4=y, (A2)
Txa(ay =x, 2,55 5 9%g 5 A X)) o (2),4x, (52)

HZ(LPZiO ’chiﬂ.’A(yi’zi) :Zj':yj) . =

Ax b (gogey © pelpep

(Ld, a 4, Abrdt a tiloldalon,)

(pele b defimicid

Iy ((Qog)y oy, 1 A(x,y)) = Ax,(5),(82V)
3y2(925 P25 1TV 1T =29 s AT 2p)  Ax,3)) B (2)

3209250 1920 1T 20 2+ X6=Z000 *¥1 %11 * Zo01 %020 022210

,ha fi,3F=10,13.:

LAx

)+ (s13),(szV)



- 57=8l gzemben -

(ep)of Polyor)

(Az (5) illusztricidja.)
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QZY((?ZOO ’LP201 ’TZ{.‘. ] ZOO=YO ’ 3}C(X=Y1 ’ ay Lzoﬂ_:yO L] Zﬂ.=yﬂ. ’ A(}C 7:Y):Ds Alx ’y) )
Fooo(2),(szv)

Ay (eyy, Ix(x=y, , gy o Tyy A, A%, ¥)) F definicid

@olpey) b definicid
Iy, (poply, ,Ax,y) F Ax,(5),(SZV)

32(924192y 013217 %1 =121 *Xg=%00 220~ 2100 *Pr007Z01) [ (513),(SZV)

32y (P2 W2 o 7F Zyn 2 g g =Ty » T2 (=Y 5, 3¥[ 25 =¥ 2 =7 s KX, 37)]) , A%, 7))
F (szv),(2)

Ty Gy Ixclx=y,35[93, 1975, 8x,7)]), Alx,¥)) b definicié
(LPOtP)OT L} P

Eddig beldttuk, hogy Ax -bdl bizonyithatd, hogy © asszociativ, BEz
volt & bizonyitds legfontosabb lépése. Most ratériink az Y inverz mi-

velet tulajdonsdgainak vizsgdlatdra.

(7) AxF VB3 1 X=%4 5 1% =2 -3«3'“’, ha 1142 .:

T2 %7542 1% =24 e (1),(82V)
Iy (§¥ X=X, =¥y) b definicid

©

7o B8
(8) Ax bk f;'zi,yoc}:ziﬂ_,in:zio-)‘J-uyo , ha lil<£2 ,:
¥239¥007211 Y01 %0 [ AX:(SEV)
Ix(x=y 41423 1¥00°%42 T o1=250) T X
W(x=y g 2y 0 Xg=240 1% =259 B ()
3x(x=ye,f’) - definicid

V% - =



- 5B-gl gzamben -~

5. ABRA
(A (10) bizonyitésdnak illusztricidja.)
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(9) Ax "Juzi > Julyu,ug=z,,.uy=2, ) , ba [il£2, uéfx,y}
192, b definicid
3x(x=zi,iy('a‘y,yo=x1,y1=xo)) - (82V),ax,(S2)
WGy ,5=259 99=2,9) F (uv)
Iy (x=y PV g=249 199 =25) F  (2/a),(2),Ax,(52)

Plpoxg=2in 1% =2,0) - ®
Készen vagyunk & "A-szabdly" bizonyitdsdra. ILd, az 5. Abrat.

(10) Ax b 3x(p,pop > Ix(p, ¢op),
Ix(p, 927" >y, 9%0),
Fx(p, %) >y, peop)
Ix(p,peg) bk  definicid, (SzV)
E’:Jdr(tp,qiyo,a‘x' A(x,y)) (42), (SZV)
Dya(zy=x,2, =y ,0.9¥ 17, A%, 7)) (2), Ax, (52)
120924192y 55729 » £00™"200 “017222 * #1010 "120 Y B (a2)
—
32x(X=2010 131 2100920 W21 0T 22207 (D)
Bx(020,92) 51§ s %0=2009 % =2y0 o) b (42)

axyz(yO=zo:Y,1=x’cPZO!q)za_ol'[uix(): 211, ’x’_l.= ,110:"2) |'— (2) ’(1) s AX

2@y 61 Yy 92y 01T 0=2 ¥ g=%aa0 Tan=Fnn 00 H def., Ax, (SzV)
Wy, 37y, Ik [x=z, 0,9, Ax, 7)) B (S2V)

(. 3y lpyy 3y, » 4(x,9))) + definicid

Ic(p,9°1”) b definicid,(SzV)

Iy (o933 ¥, A%, 7)) F (42),(SZV)
Iayz(z=x,2, =y ,0 05 3y, Mx,3)) = (2),4x%, (52)

F2 926,92 41 20 22002100+ Z01=%211  Pa 01" Pa20) - (42)"
3203721 599 00"%112 T 0172100 ¥20 9220 T 2120 F Ax,(8),(2)

372”0197 3 %00 199721 01T 0= %00 Y 0r=P2000 F (9).(SZV)



- 59 - II.g.T(B)

YT 0992 T3 X0™2101 P11 0091710V 00" P22 T 01"%000 7 F
Ax, (52V)

(F 30y, 29 5AX,5))) F definicié

Ix(4,¢%9) b definicis,(SzV)

Y (77097, 4(x,7)) F  (42)
ﬂxyz(zc):x,zd_:y,a*,q)uyo,prl,A(x,y)) - Ax,(2)
320y 9721 009201 1200721 00 200 =%0 07 Z0n=2222) F (9)

A
F2x (Y 205 Ps 42 1X0= 2y 1 1% =Bn 907 ) (42)
Ialyomx, ¥y =40rT 20,9200 %0101 "1 ~F000 D (2).Ax
W2y Y0923 ¥o0="a 01 01 ~P00 P2 %P F (2),(0)

FIeyz(x=2, @39, 59 1Y 5021 01, Yo1=%100:¥1 =20 F  Ax

Iy (@9 Yy, s A(x,¥)) B (82V), definicid

(g, pop

a.holf?g( . R

Z00=21.00 2012211 ' 2101?1120’

(10)-b61 a kbvetkezd (%) 4dllitds hasznilatdval kbvetkezik a A-szabaly:
(%) AxH ﬂxq) > 3xcp -bSl kdvetkezik, hogy (P/EAX =0 => gP/EAx=o .

A (%) 4llitds (CA) -bS1 kbvetkezik, mert CA | {x £c,x, ¢, 0=0] .

Mint 14tni fogjuk kés8bb (15.T(iii)), Ax -bSl nem kbvetkezik (sze-
mantikusan), tehdt nem is bizonyithaté, hogy £ egysége lenne a @
kompozicidnak. ZEzért keliett z Bw reldcidalgebra univerzumdt Fmé\’a‘ he-
lyett Ev -re lekorldtozni. Ha Ax -ban megktvetelnénk a pdrok unici-
tdgdt (tehdt felvennénk axidmdnak "xp=yp,Xx1=y1 > x=y" -t), akkor Ax -
b6l mdr bisonyithatd lemne, hogy £ egysémze ©-nek (a par(xjAg alakd
formuldkndl). Az aldbbi (21) 4&llitds rdmutat annak lényegére, hogy
miéxrt lehet a parok unicitésdanak megk'dvetelés‘e helyett lekorlatozddnunk

az Bv -beli formuldkra.



- 60 - II.9.T(3)

(11) Ax b zo=x,,2y=X, > [(p°y)z & (poy)] .:

(pop)z definicié, (SZV)
axV(x=zsA(st)"P.Yosq)y1) - Ax
3¥(A(ZJ) 'LPYO'LPya.) I- (zo=x0!21= 1'Ax)
Iy (A%, ¥ ) gy gy, ) F definicid

0% 215%
iY(A(ZsY).tP.‘IO,qul) = Axn(UV)
Ix(x=2,3y(A(x,¥) 97,9y, )) F  definicié

oy definicid,Ax,z

o)z . m

(12) AxF ‘l_-,ér(x)/\q) > goy, és
Ax = oY > par{x) ,
Ax tpu = par(x) ,
Ax v & & pdr(x) ,
Ax b+ piar(x) © (xo= 0’x1=xﬂ.) .

Az utolsdé négy d4llitdst konnyd beldtni a definicidk és Ax haszndla-
tdval, az olvaséra bizzuk beldtdsukat.
0}
¢ (A2) 1Kg=Xq
W (T oo=F g1 =%g Y= P F  Ax,(2),x,=x

3y(3x(x=yo,xo=x1) Py, Ax,y)) gefinicié
Eep. ®w

Az aldbbi (13)-(17),(19) dllitdsoknak csak egyik irdnydt bizonyitjuk, mert
a masik irdny kovetkezik (12) -b45l.

(13) AxF tolypoy) « (pey) .:
Eo(pey) F  definicid,(2)
Wyz(€yg,z=yy, (po)z, Alx,¥)) b Ax, definicid

ﬂz((gpeq))z,zo=xo,zﬂ-=x1) (= (a1)

¢ =



(14)

(25)

(16)

(A7)

G
Ax b eog’ © ¢
eog’ = (3)
3z(Ezg, 7z, ,0(x,2)) F  (9)
A2y (Y ¥ 5=2y 5 5¥, =2y 5, A(X,2) ,€2) = Ax
HY(L?y’yo‘: 1!y1=x0) ]— definicié

¢ - =

Ax b fog &g

E°E F  definicié

Iy (ey €y, Mx,¥)) F  definicié

Ay (Fx(x=y 4, x;=x, ) .3x(x=y,1,xo=x1) yAx,y)) F Ax
Xo=%y - definicid
& . B

AXxF got e .

gol (12)
par(x) definicid

1 . x

hx b golp+yp) © [(eep)+(eep)] .-

golp+y) F  definicid
Iy ey, Ix(x=y, ,oVe) , Alx,¥)) F (CA)
Ay (€y oy (Ixlx=y, ,@)VIx(x=y, ,p) ), Alx,¥)) F  (CA)

Iy ey py, »Ax,¥) VAN (ey iy, JAGX,¥)) B definicié

IX.9.7(B)

(e GLP)+(£ Oq)) , & midsik irdnyban ugyanigy megy a bizonyitds., [
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(28) Ax b go(:(eog)) © =(eog) .:

F €99 - par(x), tehalfa elég beldtni F co(=(eow)) > a(eeg) -t.
gp;(geq,) - definicié

Iy (eyy, Ix[x=y, ,pdr(x)A-(e°p],A(x,y)) +  (CA),definicié
ey, (aleegdy, ,Ax,¥)) F  (2),Ax

I2(z=y, ,(n[eo@l)z,2=x5,2,=x,) b (21),(SzV),(CA)

'I'(EookP) . m

A fenti (13)-(18) -bdl rogton kdvetkezik, hogy Ev zdrt a o, ,E.
'i.,+,- miveletekre, Beldthatd, hogy H 00 i, &g [par(x)AcPALp] >
-'-(éq;+éq,u), igy (12) -b8l adddik, hogy Ev zdrt O és +-ra is., Tehdt

Ew algebra, = ax longruencia Ear-n, mert S kongruenc:r.a @Wy

[HMT14.3.20 szerint, és Ev dltaldnos reduktuma ﬁij -nak, azaz E’r min-

den mivelete % miveleteivel van definidlva, Tovabba {Lf)otp (?Ll)eFm;

CEv a (13) szennt.

Folytatjuk annak bizonyitdsdt, hogy &r/sAx € RA. Beldatjuk, hogy
E egységeleme ©-nek, El§azbr megjegyezziik, hogy a (13)-hoz teljesen
analég médon beldthatd, hogy

(23) aAx b (tp°q))°& © (kPGqJ), minden @y i':l"‘m/:;"1 -re,

Legyen @EEv, Akkor Axhk (p © €°@ definicid szerint, tehdt & bal-
oldali egységeleme a ©-nak. Tovabbd Ax b (£o)ee © g0y a (23)  sze-
rint, igy @€Ev miatt Axl p°e ¢ ¢, tehdt £ jobboldali egysége~
leme is @-nak, DBeldttuk, hogy & egységeleme ©-nak, A (BA) és
(12) haszndlatdval ktnnyen beldthatdé, hogy <Ev,+,:,+,0,1 >/5Ax Boole-
algebra., Mivel beldttuk hamarabb, hogy ©¢ asszociativ, és beldttuk a

A -szabdlyt is, ezzel beldttuk, hogy 57!’/5Ax € RA,

Kdvetkezdképp azt mutatjuk meg, hogy E/\r/sAx € QRA, azaz 51&’/5!uc
kvdzi-projektiv reldcid-algebra.

d d
Legyen q; = (xpo=%,)y  ag = (x5=%) .

E18sz0r beldtjuk, hogy q_o,qﬂ_iE Ev. Legyen Xe2,

1



- 63 - I1.9.T(B)

(18) Ax b golx,=x,) © x =%, .

Ok Ok ™™

£° (xox =X, ) b definicid
‘Jy(éyo,:?X(hyl,xOfxi) A(x,y)) F Ax

X%y o
A mdsik irdny (22)-b3)L és Ax ~bbl kbvetkezik,

Tehdt, (19) szerint U1y € Ev.

(20) 4Ax qluc’oqk—>g, ot
g od. F (3
3z(qy 25,0, %, ,A(x,2)) F  (9), definicid
3z 3Ix(x,, = 1 1X0=20n 13 =Bgg) s Ix(H=2y ,x 0, =%y ), A(X,2)) o Ax
ﬂz(zo_lk=zoo,ziok=z11,ﬂ(x,z)) - Ax

X=Xy « @&

d
(24) Ax} qouoqiﬂ par(x) .: / \,
2 )
par(x) + definicid,Ax / \/\
. "
K=Ky s Xp =%y = (42) Xoe——o ¢ > Xy

o _ _ _ i
:z(zo—xo,za_o—xo,zll—xﬂ_) - (A2)

Iy2(zg=xy,2) =% 120 %9 1T 9=237 =89 :¥5 =% ) b Ax

Iy (Alx, ), Ix(x=y 50Xy =%) » Ix(x=yy L x00=%,)) (42

ﬂsr(A(x,y),:'JX(x=;ro,3y(yo=x1,y1=xo,yoo=y1)),q,l.vi)  definicid,Ax

A7) 98 ¥5,9,¥,) & definicié

qo%q’_L A mdsik irdny (212)~b8l kivetkezik,
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A fenti (20)-(21) azt mondja ki, hogy qO/EAX s q'l/EAx projekeid-
part alkot Ew/s, -ban. Tehdt Tw/z € QRA. Tarski tétele szerint
(1d. 5.L ), QRA SRRA, tehdt F-}»r/an reprezentdlhatd,

ED Tétel

10. MEGJEGYZES (a) Megjegyzések arrdl, hogy miért cseréltiik ki -t
Ax -ra: Enr/sﬁ;#RA, nevezetesen © nem asszociativ F/ﬂ’/gx-ben,
mint kéadbb latni fogjuk (15.T.(ii))., Tehdt & -t gzlikséges volt kicse-
rélni egy ndla (bizonyitdsi értelemben) erésebb formuldra, Mivel 47—~

b8l szemantikusan kSvetkezik, hogy a 9 , v s s»e mMiveletek reldcidal-
gebrdt alkotnak (tehdt &r/sgxe RA , ahol = = {(q,,kp)ezpmg"l

B @ € p}) azért lehetett megoldani, hogy [ o> Ax legyen, tehdt &
-t szemantikusan nem, csak bizonyitders szempontjédbdl kellett "erSsi-
teni", Noha fektettiink némi energidt abba, hogy Ax’ szemléletes és
"kicsi" legyen, a tételben a £§ poén mégis az, hogy van véges Ax' &
tételbeli tulajdonsdggal.: Ez egyaltaldn nem volt vdrhaté, hiszen a
véges Ax’ segitségével formulasémikat, tehdt végtelen sok formuldt
kell bizonyitani,

(b) Megjegyzések arrdl, hogy miért szdkitettiikk le az alaphalmazt
Fm;"i —rél Ev -re.: A © éa ¢ definicidjdbél rigiton kovetkezik,
hogy l-é- Pee » par(x) és }3 (Pw->pa’.r(x) . Tehat g ¥ Eop & 9 és
W ‘Puwe‘-? ha.gcblqa < par(x). Ezen konnyi segiteni dgy, hogy csak az
R a Zpér(x)/\q) : LpeFm;’ﬂ'j elemeit tekintjﬁk“/. (Vagy, hogy felvessaziik
Ax ~hoz ¥xpar(x) -et.) De még igy is, Tt ¥ 9> ¢ és T¥ LPUU >
valamely $€F -re, mint azt 15,T,(diii) mutatja. Megjegyezsziik, hogy az
RA-t definidldé R.-R, azonosség kdziil csak (ez a kettd, azaz) R3 és

o7
R4 nem kivetkezik, a tobbit Ax -bél mdr bizonyitani is lehet, Viszont,
Ax -bél bizonyithaté ¢ = ¢%, ¢ - ¢°° (minden ¢eF -re), és to¢”’ o
o) - = ke . = = : €
£09, PO Iylpy,y =xy:¥5=%), ¢ > Iylgy,y =xy,¥,=%,) minden ¢

FmA’ﬂ' -ra, A bizonyitdsban lattuk (1ld. (121)), hogy Ax lg Xo=Y 1% =Yy, -

3
(py « ), minden £y alaki QEFmg\’ﬂ'

EbbSl az is ldthatd, hogy ha axT d Ax/\lhc:,sr(:szoqro,xﬂ_=y,l -» x=y), akkor

formuldra, tehdt minden @EEv -re,

*/Ezt $iikrtzi mdr 1 és = definicidja is!
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?’/Eme RRA (ahol @'/EAX.,. ax F/E_Ax+ ~on 9, v , Stb., -vel értelemsze-
rien definidlt algebra). Tehdt ahelyett, hogy F -et leszlkitettiik vol-
na BIv -re, vehettillc volna Ax helyett Ax+—ot. Tobhek kUz0t1 azért

is nem ezt az utat valasztottuk, mexrt Tarski is nagy sulyt fektetett
arra, hogy ne kdvetelje meg a "pérok unicitdsdt" (innen a név: kvdszi-

projekcidpdr olyan projekcidpdr, ahol a parck unicitdsa nincs megkdve-

telve). m

Mostantdél kezdve a A  nyelvben csak kétargumentumli reldacidjeleket
engediink meg. A kovetkez8kben (végig a IL. fejezeten) g : Fmi—) RAT
egy tetszdleges olyan fliggvényt jeldl, mely teljesiti a 3.1 -ban kimon-
dott tulajdonsdgokat. A X, stb. most kovetkezd definicidjdban tehdt

PosPa EFmg -on kiviil g is paraméter, amit szintén nem tiintetiink fel.

11, DEFIN1CIO

(i) TLegyen peEFnm,, tetszbleges. Akkor
Pxq,%, ) g3'.er(Z=x0,.‘f=X,J_,l{i'((z,ar))).

(i) A h : RAT - Pm> fiiggvényt a kovetkezSképpen definidljuic:

h{R) g R(xo,xi)oz-, minden RER, -re, és
h : RAT 2> Enw homomorfizmus, aszaz
hir;a) & h(t)en(s), nwY) $nv)’ , n’) ¢
h(-t) & pér(x)A-h(v), h(t6) 2 hwIARE), hr+e) & n(T)Vh(e),
h(1) & par(x), n(o) &p .
(iii) A %,X,X me’-’ Fm;' filggvényeket a kovetkezSképp definidl-
Jul:
Zp S ¥x(pdr(x) - K9, xS ngo,

X ! Vx(,[Axx/\ par(x)] > «p), sahol A 4 AxARKT ., mn
Megjegyezziik, hogy RngX CEv, a 9.7 (i) szerint.

12, TETEL (a [TG] 3.78 oldalon levd probléma megolddsa)
(1) =mky & ;ci-5 XQ & l3 X , minden LPeFmE) —ra.

(i1) xE g & X minden (PeFmS) ~-ra,

Bizonydtags: Bevenetiink opy «dtalinos joldtést (melyet kés6bb, mds bi-
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zonyitasokban is fogunk ‘hasznélni): Legyen az Nl modell olyan, hogy
™MEXT « Legyen i€§0,1} ¢és

P S {(a,0)€M : W E pla,0]}

ilps

Wk niat pm parcidlis fiiggvény M -en. Definidljuk

Parm = {atl : p0 pi definidlva van a-nj% = {acil : Nk par(x)[al},

a, L po(a) és a, g p,l(a.) , ha aepir™

Ekkor konnyen lathatdé, hogy [m;: (*c -y Jla,b] &= a; ahb, ] minden 1i,}
e2* 45 a,b€M eszetén (ha a; nem letez.lk, akior a, nb.j hamls) Negjegyesz—
ziik, hogy Wk wmiatt Par #O. Legyen tovdbba

mm(’C') c ’L'R(M)((R : RERD) minden TERAT -ra.

Legyen MW ky . A kévetkezf (1) dllitds a «/ forditdfiiggviny "je-

lentéstartdsdgardl" gzdl:

2 ' L] 3
1) ME LP[ao’ai:‘ = Wk x"q)[a], mlndenm (@EPm,, -ra és minden
a € Par'" -re,
Legyen (.PEFmE) és a.EPérm tetszdleges, A 3.1 szmerint [’m E (P[ao,a "
&= (ao,ad.)emm(ggp)], ezé1t d('(f: hgy aiatt az (1) 41lftds bizonyitdsd-
hoz elég a kovetkez§ (2) 4llitdst bizonyitani (mely a 3.L analogonja a h

fiiggvényre):
(2) Wk htla] <= (ao,ai)Enfm('U) , minden T ERAT -ra.

(Megjegyezziik, hogy h'UEFm%, tehdt a MWlE htl[a] jelolés értelmes.) 4

(2) d11itdst T -ra vonatkozd indukcidéval ldtjuk be, Legyen REWR. Akkor

hR = R(x 1X,)%€, és kinnyen ellenSrizhets, hogy =k R(xo,xi)e& e R(x ENE
EBzért m)= hR[a.] < Mk R(x 1%y Wal & (R(“O"ZL) és mI def:.n:.c:.ol 5Z6=
rint) (ao, 1)ER1" = m"R, Tfh. a (2) dllitas teljesiil < ,5 € RAT-ra, Alkor
WE h(-t)lal & Wk (pdr(xA-h(v))al & AWk h(r)lal < WK hiz)[a]
& (indukcids feltevés szerint) (ao, )¢n§m(1:) <= (a.o,s. ' "‘Nm (t) =

T (~-7). Az Wk h(trs)la]l (ao. ,_L)Em (v+6) allitds ke onlc .. ldtha-
t6 be. A T;6 ellendrzése: Wk h(t;6)[a] & Wk ((ht)e(hs)) 11 <

(o definicidja szerintx/) Hcem)[e’o“oo'”‘fcn'°02|_=°£|.0' M h’c[co],

T ke hs[clll &= (mivel MEx) (:‘!b.d,eem)[doao,dfb, Mk heldl,

*/pelhaszniljuk, hogy Il k x;=75l8,b] & a;=b, , mert Wk .
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e0=b,e,l=a,1, mE hs[e]] &= (indukcids feltevés szerint)

(3v) [(ag,0)ed™(T) , (b 8y )en™(6)] <=> (ag,8,)erP(®)|nf(8) = m"(z;6).
A 17 ellendruése teljesen analdg médon végezhetG: Wik M(t¥)[a] <=3
mE ¥ [a] e (3eem) [ Mk (Bt [c],8=cy say=c,) €=> (indukeids
feltevés szerint) (al,ao)émm(‘t) =, (ao,sa.{.'b)ém’m(’t')_:L = mm(‘l:u). Az

(1) és (2) 411itdst ezzel beldttuk.
Az (1) 8111t4sbdl azonnal kovetkezik, hogy [’m}:q; = ‘m;:g‘{q,],
minden ({)&me) -ra, és mivel | © Ax , azéri

(3) WEe &= Wk @ , minden (P&meo—m,ha WEx , és

(4) Exeax™ .

Vegyik éazre, hogy :K(pEFmg minden q:&FmE) -ra (hiszen x’LQEFm%, AxTe
Fmg és X = ¥x(Ax" A par(x) > «X'¢)). Ezért, ha LPeFm?o, akkor (3) -

bdl kvetkezik IE P Kp. Ad2.T (ii) -t ezzel bizonyitottuk.

Az (i) 4111{tds bizonyitdsa: FElég azt bizonyitani, hogy Ax™ k ¢
& rx™ !5 K@, minden LPEFmE) -ra, mert (4) fenndll és mert kinnyen el-
lenSrizhets, hogy k5 Xp& (ax” > Xg). Az egyik irdny: ax"E X =
Ax® E Zo => ((3),(4) miatt) Ax" k - Most rétériink a 12.T lénye-
gét képezd Ax" }-3-/ Xp => Ax® ¥ ® d11itds bizonyitdsdra. ILegyen 8
=g * és Rg Enr /@ . Akkor ‘R homomorf képe 51.“/5Ax -nak, tehdt
a 9.7 szerint W ERRA (mivel RRA zArt homomorfizmusm)“/ . Tegyiik

fel, hogy Ax |§-)‘ X¢p. Ekkor AXT }?‘- ¥x(pdr(x) > «¢@), tehdt AxT }37" par(x) <

slp ami azt jelenti, hogy X/, # pdr(x)/y = !Lﬂ'. Mivel az R reprezentdl-
hatd, van egy U halmaz és egy r : & > R(U) homomorfizmus, melyre

(5) r(x'(?/x) £ UxU ,

Rogzitsils U -t és r -et gy, hogy (5) teljesiiljon. Megjegyeszziik, hogy
. ¥ .
#r € Ax miatt

(6) r(x'm/,) = UxU.

3WE/I‘K;‘G nem lenne szlikséges hasznilni ezt az erds tételt, hiszen a 9,T -
ben azt bizonyitottuk, hogy F)ﬂ'/EAx € QRA, tehdt MREQRACSRRA.
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Definidljuk az W[ modellt a ktvetkez8képpen:

mw = <U’Rm>RF_'R, , ahol Rm < r( hR/x ) .

Meg fogjuk mutatni, hogy MlE Ax® de mb!c,p ; ebbSl AxT W ¢ rég-
ton addédik., Legyen H(w) g r(ht/y), minden T € RAT -ra, Ekkor
H : RAT > R(U) homomorfizmus, hiszen RAT —h>9ﬁ’ L, R > R(U).

Nivel m°t RAT » R(U) is homomorfizmus és minden Reé®R -re H(R)

Rm=mm(R), azért mo és H mindeniitt megegyezik, azaz r(ht/)
mm('r;) minden T ERAT -ra, Akkor .1<’q)=hgq.a és 8y ERAT szerint

(7 r(ﬂ(’q)/%) = n?“(gq,:) , minden qJEszw -ra,
Most (6)-b6l és 3.L. (ii)-b8l, mivel xEFmg , ezt kapjuk, hogy Wl k r,
igy (4) szerint Wk Ax® is. Ekkor viszont (5),(7) és 3.L.(ii) -
bSl azt is kapjuk, hogy MWK . QED( 12, Tétel)

13, MEGJEGYZES (i) Mint egy kés6bbi ellenpélddbél létni fogjuk (7.
T-(1)), van p, hogy T k¢ de ThF X, tehdt a 12.T -ben nem le-
het x-t X-al helyettesiteni, azaz nem lehet Ax" -ot kihagyni a X

definicidéjébél, Nem tudjuk, hogy Ax™ -0t lehet-e Ax -al helyettesi-
teni a x definicidjédban.
(ii) A 12.T ekvivalens alakjai a kivetkezbk:
T Ey &> B x¢
AX E p &> Ax I3 (F > Xg),
# * —
AT Ry &= Ax B R,

Megjegyezziik, hogy T, Ax és Ax®  szemantikusan ekvivalensek, [

14, TETEL (a [HMT14.14 Probléma megolddsa)
Legyen '.'L.<.-f5< w, és 3€£o< W, Akkor ﬁ“s CA, nem atomos, s8t
Z)WPGA“ sem atomos. '

Bizonyitis: Legyen 1< (5-:00 ¢y 3fe< (. Delatjuk, hogy '25)%’{!_ CA,
nem atomos. EbbSl [HMT(1,10.3(i) szerint kivetkezik, hogy EH—P CA,
gem atomos,.

A bizonyitds két részbSl dll: (I) Z) % CA, atomossdginak kér-
@éuét visszavezetjilk egy @Wg‘/g formulaalgebra atomossaigénak kérdésé-
re, és (II) felhasznilva a K« <forditéfiggvény 3§6 tulajdonsdgait vals-
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me. -sérendd logika nem-teljességi tételét, beblzonyitjuk, hogy
MD em atomos,
(1) hepyen R (o bindr jeldcldjoleink halmaza) olyan, hopy [i{;l =04,

i . . a~ (3] - .

Akkor [HETIZ.3.25 szerint = 2 Gpdoa ahol = Axi2s, aver

6 int Qi/= ¥ Goe, g = pxf2l. Legyer
Megmutatjuk, hogy (X< w5 miatt)

Pl & < Pnd VA, B,ED> €CTA
L) (%, /=) .: Legyen £ d <3vo...:'!v°<_1ap : @EFm, ». Akkor

S, /=
0 0

f:Pg »Fn, és kk 9e fp ha (Q€Fm_ . Ebbdl kb‘n.nyen( belathaid a ki-
vant izomorfia. Tehdt a fentiek szerint 9’%‘3/5 & Z)fﬁffé;&“. Elég tehdt

Ol

114

{
azt megmutatni, hogy "ZV ﬁrg)m& nem atomos = 7 5’:'{':'01\,=< nem atomos",
Legyen Ol€CA, és beA. Akkor MO £ (faea : a<by,+, ,-,0%b,c,

N
b dij >i,,_|'6c=<
-a g b-Pa és c;a a b-c?.Lf' a, (‘Rﬂb(’}(, az UL b-vel vald "relativizdlt-

ja".) [HMT]}2.5.49 szerint, mivel o<,‘n_.<uo, azért %‘;g)ch E] mb g{rp CA,

CTA, , ahol minden &a€A, a<b és i€x -rg

valamely bézd ﬁpc.ab‘ -ra, Most [HMT]2.2.12 mzerint Rﬂbﬂﬁfsmﬁ =

D, Ty o, ¥ W S&?r(,fg)mc( :

@) S /e ¥ W,V Tyon,

tehat

Ismert tény (és kounyd beldtni), hogy " ’Rﬂb-,@ nem atomos =» & nem
atomos" teljesiil minden 45 Boole-algebrdra és bEB -re. Tehdt
Uerd (g)CAc,( nem atomos =y iﬂﬁp CA, nem atomos", és ezt akartuk be-
latni /. Tehdt (1) szerint elég beldtni, hogy mog/s nem atomos,

(IT) Tdézzik fel a logika kinyvekbSl (pl. [M76] Def.15.7,p.266), hogy
egy A &Fm‘o’o formuldt nem-szepardlhatdénak (inszepardbilisnek) neve-

ziink, ha nincs olyan rekurziv T.‘;Fm(i\)’o formulahalmaz, melyre

iq)eFm:)’O : AE (,PE €ETEC {LPEFm‘ﬁ’O : A¥ 1(P3. Ismert tény, a Godel nem-
teljességi tételhez kapcsoldddan szokds bizonyitani, hogy van nem-sze—
pardlhaté A formula, pl. az aritmetikdnak is és a halmazelméletnek is
van véges nem-szepardlhatd elmélete. Nekiink itt azonban ennél tobbre
lesz szlikséglink, nevezetesen arra, hogy

(i) csak egyetlen kétargumentumi reldcidjelet hasznidljunk, és

(i1} legyen AAX konzisziens (szemantikailag) valamely po,ple

sz formuldkhoz tartozdéd IC-re.

3

/A [INT1-bSl itt idézmett 2.5.49 és 2.2.19 tételek bizonyiidsa nem nehéz,
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A logikairodalmat ismerve nem nchéz olyan A nem-szepardlhaid formu-
14+ taldlni, amely rdaddsul még (i)-(ii) -t is teljesiti, az aldbbialk-

ban vazolunk egy ilyen A nem-szeparidlhatd formuldt,

A most kivetkezd résuzben E -t (a "kitiintetett" kétargumentuni re-
lédcidjeliinket) € -nal fogjuk jelolni, az intuicid megtamogatdsa végett.
A halmazelmélet szokdsos jeltléseit fogjuk haszndlni, pl. =x={y} azt
jelenti, hogy "Wz(z€x & z=y)" stb, Definidljuk a kivetkezS formulikat:

¢
o(x) (;i) "y gz {ires halmaz" égt% ¥yy¢x .
d df
s(x,¥) éf% "y az x rdktvetkezlje" <= y=x0 {x},

df
W(x) <= "x a legkisebb halmaz, melynek az iires halmaz eleme és

mely zdrt rdkdvetkezdre"

df . df
+(x,y,2) <> "z az x ég y diszjunkt Unidja" &= Iw(z=xouw, xNw=0,

van egy bijekcid y és w kbdzdtt),

oHf ‘
(x,y,z) <> "van egy bijekcid z és x»y kbzbtt".

Legyen Fn az az elsGrendi nyelv, melynek jelei a O,s,+,» rendre
0,1,2 és 2-argumentumi fiiggvényjelek., A fenti O0(x),... formuldk segit-
ségével definidljuk a tr : F_ > Fmg, forditdéfiiggvényt a kiévetkezSképpen:
Legyen @ EFn. FE16bb relativizdljuk ¢-t V -re, ahol V egy tetszfle-
ges egyargumentumdi reldcidjel, majd az igy kapott q;v formuldban a 0O,
s,+, ',V helyett rendre beirjuk a O0(x),es., w{x) formuldkat a szokdscs
médon (itt most nem tériink ki a részletekre); 1tr(¢Q) az igy kapott for-
mula Fm-beli alakja (1d., pl, [HMT]14.3.6).

(M76] Def.24.,17, Prop.14.18, Thm.16.1 szerint van inszepardbilis
QR gy hogy N F Q@ ahol N = <w,0,8,+,> a "sztenderd aritmetika.
Legyen A 5 tr(Q) A"0(x),s(x,y),+(x,y,8), (x,¥,2) rendre 0,1,2 és 2-ar-
gumentumd filiggvények w(x) -en". Nem nehéz beldtni, hogy A nem-szepa-
rdlheté, mert Q az és mert tr rekurziv., 9 -teljesiti mér (i)-t., Ko-
vetkezSképp megadjuk PospieFmg -at. A Py1Py megaddsdndl {igyelniink
kell arra, hogy csak 3 vdltozdjelet haszndljunik, Intuibive, po(x,y)
< "Iz (x=(y,z>)" és pi(x,y) d "Jz({x=<z,y>)" lesz, ahol <x,¥> d
1§x3,{x,y1%. Ezeket a definicidkat most részletesen kiirjuk annak el-

lendrzésére, hogy Fmg -beli formulét kapjunk végiil.
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Legyen u,vE{X,y,zt{. Az aldbbiakban uev azt jeloli, hogy
€¢(u,v) , ahol € L "xey" , és ha pl. {xl€y -al jel&liink egy XEFmg
fermulat, akkor 3uléev -vel Xu,v) ~t jelsljiik.

d
x={y} é Vz(zex © z=y) ,

{xiey ég Jz(z=1x%,z€y) ,

¢
IR < Lle=iy=1a1)

off
x€Uy <= Ju(xez,z€y) ,

of
pdr(x) <= dy¥a(iz}ex & y=z) , ¥yz[yelx, iy} ¢ x,2€Vx, {3 ¢ x)> y=z],
¥ydz(yex + z€y) ,

df
polx,y) &= (pdr(x) A {ylex) ,

4
D, (x,¥) d——jé pdr(x) A [x={iyl} Vv (y€Ux,iy1¢x)] .

Tehdt p.p, EFmg
el felirva, Hegmutatjuk, hogy AAS konzisztens. Legyen I €
d ” d .
UiHn : n€w} ahol HO =w ég Hn+1 = HnUCan Hn) « Akkor nem nehéz
leellen8rizni, hogy <FH,E>k AT . Tehdt 2 teljesiti mind (i) mind

(i1) -t.

-at megadtuk. Legyen a T formula ezzel a PPy =

Legyen tehdt mostantdl A EFm% és po,pﬁ_‘fli‘m:z3 régzitve dgy,
hogy A nem-szepardlhatd és AAT -nek van modellje,

Legyen d AxX®AXA.  Akkor q)eFmg . Megmutatjuk, hogy /=
alatt nincs atom az F 2 ﬁg/a formulaglgebrdban., Indirekte, tegyiik
fsl, hogy mégis, O/= & ¢/=  és d/= atom $-ben valamely J&Fm‘?{ -
{(pt.%FmgJ : k&> 4@}, Be fogjuk 1ldtni, hogy T

rekurzivan gzepardlja A kovetkezményeit a ) kivetkezményeinek ne-

[F="

ra, Legyen T

gdltjaitdél, ami ellentmond A valaesztdsdnak, ElSszdr azt mutatjuk meg,

hogy

(2) T rekurziv .

Mivel a K fiiggvény rekurziv, azért kg definicidja miatt T rekurzi-
van felsorolhatd, Elég tehdt belatni, hogy T komplementuma is rekur-
zivan felgorolbatd. Ez abbél fog kovetkezni,.hogy d/= atom: Tegyiik
Lo, bogy QEMonT. Akkor It 6 K¢, asaz Of= dKk¢/s. Mivel &/
atom, ebbdl az kdvetkezik, hogy &/= 5_-1;((?/_:_ » 8zaz d-> X Mivel
S ahom, il = d =P, cainll
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(3) EEI2xp => gt &> axp .

A fentiekbdl addédik, hogy FmbOJ—wT = iq;exﬂmf) 2 - —13<Lp3, amirsl kidny-
nyen lditni, hogy szintén rekurzivan felsorolhaté., Tehat beldttuk, hogy

T rekurziv.
A jelen bizonyitds tovdbbi részeiben szilkségiink lesz a x figgvény

aldbbi tulejdonsdgaira™ :

(4) K «lp > ¢) » &g >xp)

3 :
(5) Ax ‘3‘ J((-rLP) ¥ AKX , és
. O
(6) 13' K(Lp/\q)) © (:KLP/\J(!p) , minden @QEFm,, -ra.
A (4)-(6) bizonyitdsdban hasznalni fogjuk a 9.T bizonyitdsdban beveze-
tett megdllapoddsokat } -bizonyitisok prezentdldsara. Legyen P,y €

3
Fmg) . Vegylik észre, hogy h , g tulajdonsdgai miatt

() K (V) =KV XY, K(a9) = pér(xAKTp, K'(QAY) = K A Ky,
és K@ > ) = (pdr(x)Aqxlp) V £y,

Legyen 'x(x) g‘Ax!/\pér(x). Akkor K= Vx(x(x) > :K'(P) minden €&

0
Fm‘o -ra. Most

xXx) > x>y (%),(B4)
(x(x) = K'p) » (y(x) > '),
tehat (D),(G),{2) ~vel ebbSl megkapjuk (4)-et., (CA)-val kapjuk, hogy

(3¢) ¥xp € -ﬂx-up , minden (-re, tehdt

j((-'LP) [ definicid, () ,(BA)

¥x(q(x) = ax'e) F  (ae),(BA)
~I(y(x)A XK'@)

AxX® definicié,(CA)

Ax®A Ixpar(x) b+  @efinicid,(CA),(S2V)

Dex(x) b (CA)
I(p(x) A K@) Vv x(y(x) A ~%'g) , tehdt

®p (6) tulajdonsdgra csak késSbb lesz szilkségiink, hasonlé természete
miatt érdemes mégis 1tt bizonyitani (4,)},(5) -el egyltt.
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x{ag) F a fenti két levezetés, Ax™
Ix(g(x) A K9} (BA), (KV),(9)
—#x('x(x) > xp) definicid
‘lj(l,P .

Bzzel (5)-6t bizo'nyi‘tot‘tuk.

xlpAy) + definicid, (x),(BA)
¥x([y(x) = xPIA[x(x) » x¢]) =  (CA), definicié
KO AKY
és K(?Aﬂ(q) > K(LPALP) bizonyitdsa teljesen ugyanigy végezhetd, mint
fent, csak az ellenkezd iranyban haladva. Bzzel (6)=-o0t beléttiuk.

Visszatérink most annak bizonyitdsdara, hogy
(7} AE 'Y = LPET, uinden (.P61~‘m2) =ra.,

Tegyiik fel, hogy LPE.Fm?0 olyan, hogy Ak pe Akkor | %>, speciilisan
Tk A= @, és ekkor a 12.T szerint Fg K(A > ), tehdt (4) szerint }-3-
KA > Xp, a (MP) szerint «A IE X@, skkor Ax®A K I:.; XQ, vagyis @ is Ko
Namdrmout J/s €¢/= azt jelenti, hogy };-< 3= @, tehdt }-& &= K¢, azaz
(ET, '

Kovetkezlként azt bizonyiijuk, hogy

(8) Ak ap => @gr .

Tfth. AF -¢. Akkor (~wp)€T, azaz k; 5->d<(-|(.p), a fenti (7) szerint.
Ekkor }°—< 56@ miatt | d»>ax®, és igy t;cf-%x(-.q)) és (5) szerint
ke 6= axp, ekkor (3) szerint L# &= x¢p, azaz @¢T,

A fenti (2),(7),(8) 4llitdsok ellentmondanak A vdlasztdsdnak, te-
hdt ¥ ~ben nincs atom lP/a alatt, Akhoz, hogy & nem atomos, tehdt
ceak azt kell még beldtni, hogy LP/E # 0 F-ben, BEz utébbi abbdl kdvet-
kezik, hogy AATC -~nek van modellje,: A 12,7(ii) és a 12,7 blzonyitésabeli
(4) szerint k (AAR) © (KMAAXY), azaz (p -nek is van modellje és ezért

Y/= # 0 %-ben. QED(14, Tétel)

Rétériink a 9,12.T7 diszkusszidjdra. A 14.T diszkusszidja tulajdonkép-
pen megtértént a II,1 fejezetben., A kidvelkezd 15,17.7 bizonyitdsaban az al-

gebrai gondolatok lényegesek, ilyen iipusu hizonyitasokban a cilindrikus al-

gebrdak ndélkilldzhetetlencl,



A ktvetkezd 15.T (i)-(ii) ponija azt mutatja meg, hogy nem frhat-
tunk volna Ax hely;att -t a 9,T -ben, (iii) azt mutatja, hogy nem fr-
hattunk volnsa Fm% -at az EBv helyett é&s (iv) azt mutatje, hogy sziik-
séges volt a kompozicid szokdsos ; definicidjdt kicserélni a mi "egy-~
vdltozds" @ lkompozicidnkra, Megjegyezziik, hogy az ismert volt, hogy
asszociativitdsa nem IE ~-bizonyithaté ( McKinsey 2950 k8ril bizo=
nyitotta) de az nem volt ismert, hogy Jr mellett }§ ~bizonyithatdé-e
vagy sem, A 15,T (iii) -al kapcsolatban megjegyezziik, hogy valdszini-
nek latszik, hogy Axxlg—'f Lp(xo,xi)% > cp(xo,xi) is igaz valamely ¢ -
re, Pelhivjuk a figyelmet arra, hogy noha nincs expliciten feltiintetve,

gt -nek, Ax -nak és En -nek paramétere a po,plé Fmg.

A5, TETEL (a 9.T diszkusszidja)

(i) T }57‘113( valamely po,pﬂ_EFmg -ra; g6t

(ii) 5“’/‘--:-,‘“_,l ¢ RA , nevezetesen
I }‘37‘ (pog)ey & ¢o(pey) valamely ¢, ,JEEV és po,pﬂ.EFmg esetén.

o

(1ii) TH¥ gee>@, T ¥ ¢

tén, ahol rdaddsul ¢ még pér(x)Aq) alakd is; és

> valamely (PéFm% és po,pa_EFmg ege-

2 rs
'Jtl?‘ (P(xo,x,l Jog > q)(xo,xi) valamely D,D, s G.Fm3 esetén,

(iv) Ax }Ff (ps) 37 € ¢ (p;7) valamely Lp,tp,‘ﬂ'&Fmg és po,p,lEFmg ese—

tén, ahol P3¢ & 3z(tp(x,z));\q.l((z,y))) a "szokdsos" kompozicid és
AXCSAXx a I egy erds kiterjesztése, ld. a kovetkezd 16.D -t.

A 15.T -t a kOvetkezd A7.T -el egylitt bizonyitjuk. g

N

. o
16, DEFINICIC (1) 3K & «X .

(ii) Legyen TQFm% , LPc-Fmg, + Akkor T lﬂ=rq) éd{% TUIRIE @ .

(iii) ZILegyen H egy tetszdleges halmaz, Definidljuk:
d d d
P(H) £H, P ,(H) S Pn(H)U(Pn(H)KPn(H)) , Bo(H) = UfE (H) : new}
legyen U € B,(H), akkor

Pjg g f(&,b)er : (Jce)a=(b,c)d és
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pjz < {(a,b)er : (dceU)a=(c,b)t , azaz pj§ ’ pjg a 8z0-

kdsos halmazelméleti projekciéfﬁggvényekx/ P,(H) -n.
Legyen b az a Treldcids  tipus, melyben 2 db. kétargumentumi re-

ldcidjel van, p €és q , azaz h = {p,q}xi23}. Akkor
sy & <rgm, it pall> € Moam) W,

©(H) -t gztencerd projekcidmodellnek nevezaziik.

{Lv) Iegyen Ax’ a p,q projek¢idpdr "sztenderd elmélete", azaz Ax’

a p,q -rol sz2010 Usszes olyan hdromvdltozds elsdrendi formula hal-
maza, mely igaz a @G(w) sztenderd modellben.: Legyen A={(3,h>,
akkor

&S feeml® ;g kgl.

3
Legyen p,.,p,E sz és EFmA’O Akxkor (p.,p )E-Fmo az a formu-
0'Pa" "M pEEmyT PLPgoPy 3

la, melyet Ugy keapunk (p-bSl, hogy p(x,y), q(x,y) helyébe minde-
nitt p, . py-et irunk. MNost

—_— 4 = a T ® 4d —_
Ax = Ax(po,pl) = {q(po,pi) : q)eK§7 o, Ax" = Ax OiXwh,

fehdt Ax , Axt C FmC.

3
(v) ’RH jeloli azt a relicidalgebrat, amit pjg és pjg general,
0
(vi) Azt mondjuk, hogy &Le€ (l‘.t\3
ha ¥n@l -nsk van R ,-~val izomorf részalgebrdja.

2 3CA, 4 [OlEChy © R, e IS{RAUY 65 (Jollr,@l)a=sgfe}} . m

azaz By & @%(’Uipgﬂ pdp 3+ ahol  R= R(BH)).

erds kvdziprojektiv, jelben EXEQCAJ,

legjegyezziik, hogy van olyan L.3-t teljesitS g , melyre X rekur-
ziv, Tovabba AXx a o-nek egy olyan megerdsitése, melynél erSsebbet mir
nem is célszerd feltenni (ha projekcidfiigevényekrdl akarunk begzélni).
Megjegyezzilk tovdbbd, hogy Ax definicidjdban G(w) helyett hasznalhat-
tuk volna &(n) -et is, tetszfleges 4<n€w -ra, Noha mas formulahalmazt
kaptunk volna, a kovetkezd A7,1 ugyanigy igaz maradt volna. Az erds kvazi-

projektiv CA3 fogalma a kvaziprojektiv RA fogalmdnak altaldnositisa.

K/Némi eltérés lehet, ha H elemei kozdtt mér eleve vannak parck - de ez a mi
szempontunkbol nem érdekes, mert H-t a legtobbszdr n<w-nak vdlasztjuk majd.

Jm/Ismét rogzitettiink egy sorrendet, az elsd reldcid p-nek és a mdsodik a
q-nak megfeleld.
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. > 2 . 2
Azt mondjuk, hory "po,pi,g Jo", ha I’O’pde ]-“m3 ¢s &g I-‘m3 > RAT
teljesiti a 3,1 -bam kimondott tulajdonsigokat. Megjegyezziik, hogy
TALX EAx , de altaldban Axxéfx , mivel dltaldban Et?ﬁ. (86% vald-
sziniileg A_J.{I?‘_'EJC valamely jé DBy 18 egetén,)

A kbvetkezd 17.T (i) pontja azt mutatja, hogy Ax™ -ot nem lehet
elhagyni a X definicidjédbdél, (ii)-(iii) azt mutatjdk, hogy 22.T (ii)-
ben E -t nem lehet 13 -ra cserélni, még a kvaziprojektiv fiiggvényekre
tett "legerSsebtb" feltételek mellett sem, A (iv),(vi) 41litdsok a 12,7
(1) lehetséges erdgitései: (iv) teljességi tétel a (XK, };—: S nyelvre és
(vi) tetszdleges formulahalmazok kdvetkezményeit vizsgdlja. Az (v),
(vii) 811itdsok azt mutatjdk, hogy (iv)~ben X-t nem lehet Fmg -r8 és
(vi)-ben X™I -t nem lehet T -re cserélmi, A (viii) &117tds azt mutat-
ja, hogy Tarski QRASRRA tétele nem terjed ki CA3 ~ra, Lényeges tar-
talmi oka van annak, hogy miért keriilt a (viii) 411itds a 12,T disz-
kusszidjdba - errfl és a 17,T 4dllitdsainak (valamint a II, fejezet
t0bbi eredményének) a [TG] konyvbeli eredményekkel, problémékkal valéd
kapcsolatiardl szdél a 17.T utdni 18.MJ.

17,TETEL ( a 12,T diszkusszidja)

. P = A L L. c
(i) T Ey és ﬂ'l:lg;‘ X valamely (.PEFmB és j6 p,.p,,8 csctén.
(ii) Jtl:—af Y ©@xp valamely LpeFmg ég jé Py:Py 18 -Te, aét

(1i1) =a) Ax" }37‘ ¢ *x¢@ valamely cPeFmg és jé Py1Py 8 esetén, és
- 0 » s Ty
b) T }gf X =+ ¢ valamely LpeFm3 és j6 p,,p,,&8 esetén.
(iv) T ];: p =3 T 53 ¢ minden TE3X, 2¢ esetén.
3 O @ 2 az
(v) T ﬁ=cp # i 'ELP valamely Ax €T C_-Fms, Lpeﬁmg' és J6 Pysby .8 -TE.
(vi) T };r p = 7 IE x¢ , minden T QFmE) 3 esetén.

(vii) T E ¢ # T ls Kp és TExg FH Lk, valamely Keve
0 o 5 .
SFmy 3@ és JO pyspy .8 esetén,

(viii) ,QCA; ¢ RCA, .
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A 25, és A7, Tétel bizonyitésa:

A 27T (ii)-{viii) bizonyitdsa:: El8szbr a "pozitiv" A1litdsckat, azaz

(iv)-ct és (vi)-ot bizonyiljuk., (vi) bizanyitdsa: Legyen TéFmgs’\p,

9th, .T ); Y. A kompakisdgi tétel miatt ekkor van véges TOQ’I' » hogy
xE AT, 2 . A12,T szerint ekkor FE K(ATO *> ¢), a 14.T bizonyitd-
séban szerepld (4),(6) d1llitdsok miatt 13 /\x"TO > Ko , és )
(MP)~vel ekkor «™T '3 Xp. A IS bizonyitdsi rendszer "épsdége" miatt
T B %@ -bél 5T | %@ kbvetkezik, ekkor a 12,7 (ii) miatt T E g
A (vi) 411litdst beldttuk. (iv) bizonyitdsa: Legyen TU&P} € X . Ek-~
kor T = &3 és (p=Xp valamely EUQLP},QFmSJ -ra. Tfh, 7T ';:"P’ a-
azaz hogy 2 k Xy, Fkkor a 12,7 (ii) miatt 3 g, ésaal.r (vi)
szerint 3 }-3- Xy, azaz T }ELP. Nyilvénvaldan ( }3- épsége miatt),
T |-3-LP -b8l T I;_ ¢ kbvetkezik. Beldttuk (iv)-et is.
A “"negativ" dllitdsckat két lépdsben bizonyitjuk: Els§ lépésben

megmutatjuk, hogy mindegyik kovetkezik az algebrai (viii) 4llitds egy
erGsebb (viii) vdltozatdbdl, melyet a mdsodik 1lépésben bizonyitunk.

Jelvlje (viii)’ a kbvetkezd A1litdst:
(viii)’ van OLECABNRCAB’ mo: R, > Hol, eeNr el és jé PPy :8& hogy
o ) U PO
t@&x)=1", t(py)=m(pj,), t(p,)=m(pj,) és A=Sgie}, ahol
o g >, t(B(x,y))=e .

A ktvetkezd 17.1 lemmdban szerepld (ijii) stb. 4llitdsok a 17,7 megfele-

186 d4llitdsait jelentik.

17,1, LEMMA

(1)  (diii) = (v) = (vii) , (diii) = {(ii)
(2)  (dii)a) <= (iii)b) &= (viii) = (viii) .

Bizonyftds: (iii) » (v) bizonyitdsa: Tfh, Ax' 7 ¢ > %p. Legyen

0
£

— 0 .
miatt (mivel MEAxXCT), ekkor T E X, ‘J(L?Ex*ij. Megmutatjuk, hogy
L IB—f x@p. Feltételezésiink szerint =* };/ ¢ > K@, tehat a dedukeids

T £ fperm, : AU 193 5 . Axkor E“gmggmg és (eT, A 12,7 (ii)

-, . """* .. o .
CSlel miall Ax U%q}} }37‘ X, a T Jdetinicidja szerinb behdt
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m l—/d{Lp. Beldttuk (_L_L:L) > (v) -ot. (¥) = (vii) bi.f.UIly'Lj..;d " rh,
(v) teljesiil, azaz T k¢ ¢&s '“l—f ¢ valancly v CTCI‘113 és @€
ﬁ(ﬁ‘mg esetén, Akkor (=% vala.mely U')&Fmo -ra, Mogt a 42,T (ii)
miatt T Fy és Tk xp. Ugyanakkor Lp,q)EFmO és T }-—f :Ktp T H ¢,
tehdt (vii) teljestil. A (iii) » (ii) nyilvdnvald mert x* }391: . U-
gyanigy, (viii)! > (viii) nyilvénvaldan teljesiil, (viii)/ & (iii) bi-
zonyitdsa: Legyen @Ol, m, e, t és po,pi,g olyan mint a (viii)’ ki-
monddsaban, ILegyen T —iq)eFmO : t(lP)-i £, Megmutatjuk el8szdr, hogy
Ax(po,pl)CT Legyen & az G(w) "jelentésalgebrdja", azaz legyen

v & py@), 72 iGv,melu s (umeni8l T2 fu,v,me  (u,vepiy’}

3
és & 8 @.)3(@;8 U)fﬁ,'c'ﬁ. [HMT]}5,.3.12 szerint Nr2£ = Sg(me){ﬁ,'q},, a-

zaz HuO= R, . Maddux[Ma?B]‘iO.B.‘T‘ (p.136) tétele gzerint minden RA-
t (SA -t) csak egyféleképpen lehet CA, -ha "bedgyazni', azaz van
? : O >0 izomorf bedgyazds ,melyre f(f)=t(Po)s £(q)=t(p;) . Legyen
LPeFmQ’O (a‘hol A=@3,h) mint a 16,D -ban) olyan, hogy ((w) F P
gyen t’ % >®, t (plx,y))=5, t'(q(x,y))=g. Akkor t’(tp)=1‘9,
tehdt f£t’ (LP) 10(, Mivel f£t'(p(x,y)) = t(po) és Tt’ (q(x,¥) )=t(p1),
ebbsl t(l.p(po,pl))—ﬂ. ktvetkezik, Tehdt (P(po.pl)e'l‘. Beldttuk, hogy
FXCT. A (viii) szerint t(ign)_a.“ tehdt XXET, ds igy ofen,
Mivel 0I¢RCA3, azért van q:ot’:I‘m_3 , hogy X0 de t(tp);!ﬂ. (Mert
ellenkezd esetben ¥ homomorf képe lenne m gﬂv / -nak, ahol
= 4 i(lp,q))ezpm:a : B @e @, és [ANT] 4.3 16, 3 1. 107 7108 szerint
S, €RCA, = HRCA..) o 4 3
Mivel LPEFm% , azért t((.P)& zd"~ ., Legyen a = -‘t:(q:) és I‘la =
{a-c : c€A), [HMT]2.3.26 szerint rl, homomo:,l:'fizmus. Legyen &
r1 ®e, 7 S terl és 1 € ipernd : t7p=1% 1. Akkor tovdbbra is

[[FaP

AxTc ™ és mostmdr 7 (p)=0,
Tehdt F és t'(LP)=O. Vegyillk észre, hogy T' definicidja és

e CA3 miatt

(=) ‘I."lqu = (PET’ , minden \yeFmg -ra,

A212.T (i) és kg -bSl Fj'd(f.p ktvetkezik, tehat (%) szerint J(LPETC
De (¢7T hiszen t’ (‘P) =cA% =—t(p) mert (p)éa% .

Igy X" T és (%) szerint AT:K}?‘KLP >@. A 214,F
bizonyitdsdban levs (5) dllitds miatt A" B (a9 » (@), fay ()
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I

és Axc T K(peT’ miatt*/.f((-s(.p)¥ T: Mivel t(p)=0, azért ~pET, gy
(1), BT, ~ger, x(+) ¢ T'-b51 Kx" # (~p) > x(~¢) is igaz. Be-
lattuk (iii)-at. (iid)a) » (viii), (iii)b) » (viii) bizonyitédsa:

Mivel ezt az dllitdst itt csak érdekessége miatt bizonyitjuk be, kevég-

sé részletesck lesziin.k. Legyen Pg1Py 18 jé, és legyen @g =0 ahol
T = AxT. Legyen «(.’J{, m ls s € = B(x,y)/y és : ﬁuj = o,
t{E(x,y))=e. Ekkor C?[ECA;% [HMT]4.3.22 szerint, és eENraoL, A=
Sgiey, t{(Xm)= 4% (mert Ax '3 X{x). Tfh., Ax" nem ellentmonddsos, a-
zaz 0% 4, Megmutatjuk, hogy van m : W, > Holl, melyre m(p;j'é’):
t(po) és m(pji’)ﬂ:(pl). Tegyen ¥ a ip,q} -val generdlt szabad re-
léciéalgebra. tipusu algebra. Ekkor % univerzuma RAT - Legyen

$'-> ROl és B : > Ry, olyan, hogy k(p)=t(p,), k(q)=t(p,),
h(p) p,jo , h(q)_pgi Legyen 'U&RATip’qi tetszbleges, Megmutatjuk,
hogy kt=1 &3 ht=1., Ebb3l kbvetkezik a kivdnt bedgyazda létezésexx./
Legyen (¢ a T term cilindrikus algebrai &tirtja (azaz q::t’ (), a-
hol +’ :Q—‘-)'Rm’ﬁug, ahol A=(3,{p,q{2}> &s t/(p)=p(x,y), t’(q)=
a(x,y)). Ekkor k(’C)=(P(pO,p1)/=~4 és hiz)=l & G(w) F p. Usyanak-
kor (p(po,p{,“)/ﬁ,‘:im & G(w F ¢, hiszen G(w) Fy <« PP yapy ) EAX
= lpgpy) o= M s G Ke = G E yang = Jayaglg,py) €
elx = Ix* H(‘P(po’pﬂ. = q;(po,pi)/ ;l’.'L (itt felhaszndltuk,
hogy OT#1%).  Beléttuk, hogy k=1 &> ht=1. Tehdt létezik & kivént
m bedgyazas. Tfh, hogy (iii)a) vagy (iii)b) teljesiil, Legyen
p=(¢>xp) vagy @ = (K9 2> ¢) ugy, hogy =* H ¢ . Akkor, mivel
Kk g, ebb6l OL¢RCA, kbvetkezik. Szintén, ekxor 0 T, Ba-
zel belattuk (viii)’ ~t. QED(17.1. Lemma)

A bizonyitds mdsodik 1épéseként bizonyitjuk most (viii) -t.

2 /
X/Es mert OEJ( ;liw miatth [(,Pefl" = _“P¢T’_L
®/yiszen ekkor ker(n)=ker(k), igy Wy,2 P/ker(h)} = F/ker(k) = | ¢
Kol oo d " (l\ ' ‘) 2 \ﬁ‘!i‘? oy h!'f'l‘-”:.vl.'ll'.-"lni}.
00 s \) ) S Yy ) A
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(viii)’ bizonyitésa:x/ Elfgzdr definialunk egy BIGCA3 cilindrikus

algebriat {ennek egy egy-elemmel generdlt részalgebrdja lesz a kivdnt al-

gebra). OL-t Ugy konstrudljuk, hogy kiindulunk egy & "jé" halmaz-
algebrdbdl és ezt "elrontjuk" egy Uj atom hozzdaddsdval, tgy, hogy &
nemreprezentdlhatévd vdlik, de a t&bbi jé tulajdonsdg (pl. CWECA3,
R, S Rod) tovabbra is megmarad,

A (viii)’ ©bizonyitdsa egyes részeinek nevet adunk ((B1)-(B6)),
mert ezekre a részekre a 15,17.T bizonyitdsa tobbi részeibdl hivatkoz-

ni kivanunk,

(Ba) Az O algebra definicidja. Legyen U 2 B (w). 4z & elemei
3

U -nek bizonyos permutdcidkra zért részhalmazai lesznek, Ehhez beve-
zetiink néhdny jeldlést,

Jeloslje Pm{(4) a 4 permutdcidinak halmazdt ( 4 = {0,1,2,33),
Legyen k€Pm(4). Definidljuk v U >» U -t a kitvetkezbképp (ez k-
nak egy természetes kiterjesztése lesz U-ra, pl. )k((z,(5,1)))=
(k2,(5,k1)) lesz) :

d

Vg = k(J(uyv4)1Id . Tfh, v, ¢ Pnuo) 5 Pn&o) mdr definidlva van.

Akkor vn (w) >» P W) definicidéja a ktvetkezd:

I Pn+’.1. n+1(
d ”~
vn+1(a) = vn(a) ha a ePn(a.)) és

¥,y (<a,b>) £<Y (2),(b)> bha  a,bER (w).

d
S : neé
Y O}] v, :n wl,

(Mivel ellendrizhets, hogy (Vneuj)[Pnﬁu)FﬂPn(w)xPn(m» = 0], ez a de-

finicidé értelmes,)

3

Most természetes mddon definidl egy permutdacidét Sb"U -n, ennek
fixpontjait ka -val jeloljiik:

Fx, ¢ jxedu (VSEBU)[SEX &> yeseX ]}

o v = s . |Tekva cPm(4).
(idézziik fel, hogy Yes <x&( O),vc(si),u (sz)> Y. Lepgyen K E&Pm(4)
Akkor

Fx(K) S N{Fx, : keKy .

R/ﬁcAB $-RCA3 bizonyitdsa megjelent [N85e] -ben, A kovetkezd konst-

rukcid lényegében egybeesik a [N85e] -beli konstrukcidval.
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Ismert tény, és knnyd utdnaszamolni, hogy Fx(K) zart az G’E,—BU m~
veleteire nézve., T&(K) jelsli GBBU -nak azt a régzalgebrijit, mely-

nek univerzuma Px(K). Definidljuk 4 kivetkezd permutdcidit:

| Fol

{(0,2),(2,0),(2,3),(3,2)}, &= i(O 2),(2,0),(1,3),(3,2)%
{(0,3),(3,0),(4,2),(2,2)}, és i d {(0,0),(2,2),(2,2),(3,3)3.

£

[[Fo N

h

Legyen F gif,%,h,i} és o 5‘@1(F). Minden se3U -re definidljuk

{1) o5 : keP}. Konnyd 1l4tni, hogy o teljes’vés atomos; ' a-
tomgalnak halmaza pedig AteOlU = 2 50 1 {8 : SEBU}. Jeldvlje

’ _C_l / ’ / 4 i P o
={5B ’Ti’ Ei,j>i,jé3 az O atom-strukturdjat, azaz

/ d — 3 rd -
= . = [
Eij is.si sJ.,s&U}_B és

j[F=H

T__’.L i (8,8(i/u)) : seBU, ueU 3 .C=2B’ , minden i,j<3 -ra,

Megaegyezzuk hogy T ekv:.valenc:.a—-relécié B -n, minden i<3 -ra és
= s, A kovetxezokben (u,v w)E 10 helyett csak uvw -t irunk
(pl. (2,1,0) helyett 210 -t).

(B2) Az Ol algebrs definicidja Most megvdltoztatjuk & -t day,

hogy "beszlirunk" egy Uj atomot: ILegyen m egy Uj pont (azaz né¢B),
Akkor B < B/O iny, és T,,T,,1, az az ekvivalencia-reldciéd B -n a-

mit rendre Téui(m,OE‘.B)} , Tﬂ.u f(n,021) és T’U {{n,020)} generdl,

m S/, B %R e 1,5<3, 145 G S8, B, (Ld. & 6,7.Lbrdt!)

:LJ>1 j<3*
Most [HMT]3.2.69 szerint, de nem is nehéz leellendrizni, a &% cilind-
rikus atomstruktura, azaz & € Aty . Akkor az oL & dwz komplexus-

algebra CA. -beli, azaz E(ECA

3 £y

i"E/&za.z (¥xca’) Uxen,
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Az aldbbi dbrdn szemléltetjiik az eredeti & atomstrukiura
i : 3634} -ra es6 részét, majd alatta szemléltetjiik, hogy hova ke-

riilt be az 4 atom, az m .

. -~ E,
, 7N\ /42.
111‘ \
E;l | 020 10~ 030
7 —
025 || o3 533 |
4
——
024 1 03, Ve
l 4
=
Q22 o1 \032’] X 1—/
L
6. ABRA
(A & atomstruktura. A Té ekvivalenciareldcidt
a fiiggdleges, a T,-et a vizszintes hurkdk alkot-

4

7 . . T 4 N
ekvivalenciarelaciét a ferde ill.

0
gdrbe vonalak,)

jék, mig a T

T d

$on 01 Boq o1 1
) A ~

T X A
h 42
o2 :5 |
A \%L/’f ]

. —dn.

. Pa T <
€02 d// =

T —>C,

T, ABRA
A H& atomstruktura.

Tehdt hagzndlva az dbra jeldléseit: m € f120f020501 , Kée€bbt is hasz=
ndlni fogjuk a bizonyitédsban az fij’gij stb. (1,j€3) Jelcléseket,
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(B3) Megmutatjuk, hogy _@L nem-reprezentdlhatd. Legyen ’Rg R,

_ s _ “~ _ [N - "-
Legyen ? = szOEL y B =585 h = 02h01 s G = cdeﬂ. s, Aazaz

P =400, L,q) : uevl, & =1(0,2,u) : ueUiViny, %

1 (0,3,u) : ueu}

és @ = §(0,0,u).: uevl.
Megmutatjuk, hogy R -ben 7Y ;’géﬂ.’ , hVmer, ft‘\u;/f“¥1) és
A )

g;h = 2. Tehdt R szerint € és h "riggvények", mig % = 2;h
nem fiiggvény. EbbSl kovetkezik, hogy R , és igy Ol is, nem-rep-

rezentdlhatd, Valdban, a 7. Abrarél leolvashatdk a kovetkezd egyenldt-—

lenségek: £ =%, 2Y=2, 2V =%, ge=0;h =78 ¢s £,8 = 248
1a 0 2 . e s
{pl. az 52:E = cifoz, s‘lcd_f02 = cof12’ SOCOf{LZ_CafO’_L tipusi Allité-

sok leellenérzésével). Szintén ellenSrizhets, hogy (£;1)-(1;%) =
f+§+?1+’d‘ , tehdt g = f,f -1 és h= (F;1)-(4;F) - (F++7 )
azaz W -ben , és igy € -ban is, f gonerdlja £ -t és h ~t. A
fentiekbdl kovetkezik, hogy oL -nak minden olyan részalgebridja, mely-

nek f eleme, nem-reprezentdlhaté.

(B4) €L E E):CA3 . Bizonyitdsunk kdvetkezd lépéseként megmutatjuk, hogy

Ry © Wo Ol (izomorfia erejéig).
Legyen (_3, 2@1(Pm(4)) (azaz G elemei az 3U -nek olyan részhal-

mazai, melyek a 4 Osszes permutdcidjé(nak kiterjesztésé)re zdrtak).
Akkor GJG e, Legyen & 5 25&34 : (Vi<j<3)si¥sj}. Konnyd ellend-
rizni, hogy & atomja %.-—nek (pl. annak megmutatdsdval, hogy & ¢
{9 o012 : kePn(4)}). Vegyiik ésare, hogy B =15 : s€’U} particidja
3U nak, Jeldlje X az chhez tartozd exvivalencia-reldaciét.

Akkor X4, =1{§ : seX},  ha x c’u,

Definidljuk a kivetkez8 m : G > A fliggvényt:
{ X/ny ha A-X=0

m{ X} %
X/ Ofm} ha ACX

Megmutatjuk, hogy m : Cj >=> & izomorf bedgyazds. Nyilvdnvaldan, m
egy~egyértelmi Bocle-homomorfizmus és m(d%):dgi. Legyen X€G, Meg-
mutatjuk, hogy m(ciX) = cgm(X).
m(ci}()g_ce;{m(x) eliendrzédse: Trfh. anEm(ciX). Akkor Qécix. Van
s€x, melyre mec:m{.?';}. Mivel ﬁ_C.ciX, azért s{(i/u)eX wvalamely

i
ue€lU ~ra, tehdt s(i/u)émi, és nw?is;(_i"/_ﬁ‘)ﬁ, azaz mﬁczrmx. Tfh,
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s€c, X, Akkor s(i/w)éx valamely ueU -ra, igy s(i/u)€mX 6&s ezért
EEGg {mg c cgm}{. Mivel m(ciX) € {nju (cix)/ﬁ , ezzel beldttuk,
hogy m( ciX) c cg_mX. A mdsik irdny ellendrzése: Trh, necuim.x. Ha
némX, akkor "a‘.GXQciX és igy mEm(cix). Ha né¢mX, akkor
(asEX)nt’:cﬁfE}, és van u€U, hogy s(i/u)ed . Ekkor s(:i/u)&ﬁﬂcix .
tehdt 2 Sc.X mivel & atom G-ben, és igy mem(c, X).

T£h, §Ec{g_m}{. Akkor (EinmX)§Ecg_1fq15. Ha gq=n akkor &EX és igy
sEci@ Qcix, tehdt §Em(cix). Ha g#n eakkor q=m valamely
u€l -ra, Mivel g€mX, azért s(i/u)éX, tehat sEciX éa Eemci}{.

Beldttuk, hogy m : C’g > ¢, Tehdt m : Z&zﬁ} > Rl is fenndll,

Legyen B 2 f(w,v,me’u : (u,eps} T £ f(u,v,me’v : (w,viepdy
Nyilvénvaléan, §,36G és £ : Ry P &, 4 @%Fﬁlq){ﬁ,ﬁ} és m i R >™> Pl
ahol £ £ (§(u,v,we’0 : (u,v)eR} : RE“UY, Tehdt mof : R, > Ral.

(B5) Az e generatorelem megaddsa, A kOvetkezlkben megadunk egy
eENrZOL elemet, mely generdlja 2, mp és mg -t, Ekkor Gg(m)ie} €

4 QCA; ¥ RCA,

Az aldbbiakban ((B5)-ben), pi, » pj? helyett csak p,q -t frunk.

Definidljuk a kidvetkezd binér relicidkat az U -n:

mdr bizonyitva lesz,.

x & i(u,v)er : v=qqu, pu=qu, pqufqqu §, és
w
(2 K
% N
C#
=]
R = puqUKUK .

Nem nehéz ellendrizni, hogy K , és igy R is, eleme ®, ,-nak (pl. K =
(q]q)n[(q|p_1nId.U)‘2UJN(P|P)). Megmutatjuk, hogy R generdlja p -1
éa q -t ®_,-ban. Valdban, a kivetkeal dllitdsokat nem nehéz ellendriz-
ni (az aldbbiakban ﬁ,"’,zU, Id; » |, s helyett rendre *, -, 1, 2,

3 Y -t drunk):

K = R-R’- (R;R) , pUg = R - (R-RY) , q-p = (puq)”;K

(pUg) — (q-p) » P-q = p*[{aq-p)i2] , a = (puq) - (p-q) .

P
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Vegyilk észre, hogy RmIdU =0 és RN(wx)=0; és hogy a fentiekben
nem jatszott szerepet, hogy Ra.)’ pjg) gtb. Volt, azaz a fentiek iga-~
zak tetszbleges %ﬂ' -ban is, ahol néw .

Legyen Ra {(u,v,w)EBU : (u,v)eR}., Akkor R generdlja 7p,qd -t
%-ben, tehdt m(ﬁ). generdlja m(p),m(§) -t ¥l-ban m : % > O miatt.
Legyen

Fa3

& w@ofud . (£,8 -t (B3)-ban vezettiik be).

e

Nyilvanvaldan, c,e=e, tehdt 'eENrZE)L. Beldtjuk, hogy e generdlja
m{R) -et és f -t Yl-ban.: Yaldban,

mR = R/, mert ﬁg‘éﬁ és ey

-

/% = e - [co(e-d01)-ci(e'd01)] és

R

F = e-[co(e'd01)'01(e'd01)] ~ dgy -
(B6) Legyen t : %13 = ¢ olyan, hogy t(E(x,y))=e. RA&tériink ammak
ellenérzéséxre, hogy
(+) wvan jé PgsPy 18 hogy t&m)=1 és t(p0)=mﬁ, t(p1)=m‘c'1 .

Legyen

B - [T [ET )], 4 fg-(gg),
3 ﬂ?_";(g-g”-(g;g)) ) T m-X, Sgnz— [fc'(g;l)] 5

’ - — » ’R' —
Most tehdt G,SERAT{E} és K = Fol -ban ’UR(e)=mp , €s & (e)=mg3,
(Ehhez az elfzfek alapjan csak azt kell leellenc’)riznix/, hogy g"(e)=mﬁ..)

[f=13

[T«

T="

(B6.1,) Po1Pp s és g megaddsa: Legyen Py1Pp & T,6 termek cilind-

4 ,L_(G?u. mﬁ‘)(ﬂ(x,y)) é€s Py g co'(%m/m’g’)(E(x,y))

Ekkor a fentiek szerint t(p0)=q;('&’)(e) = mp és t(p1)=mq, Ugy fogjuk
2 . r i
g : Pm_ - RAT -ot megadni, hogy &(py)=7, 8(p,)=6 és 80 =T, 2

rikus dtirtjai, azaz p

@t - 1) (5Y6 — 2 )-(xV;8) legyen.
Legyen g° : Fmi)* RAT tetszlleges, de "56", Definidljuk
g : Fmi)-) RAT -0t a kOvetkezbképpen: Legyen TN~ az a formula, melyre

K= aft™, azan X = T]x—,#,v:'.f...]. (Tdéuaiik Lol, hopy Xlxtpél ..,3x.,(P,)

*/Ehhez meg elég azt liatni, hogy minden XLECA

1;x=cox és }:51=C{Lx'

3-ban, ha, xeNraJ: , akikor
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Az aldbbiakban a formuldkra alkalmazott Y, ; m’guj-ban &rtends,
e+ 2 -a(9), elpAy) £ (&) (&p), &lovy) & (sp)+ay),
g®) So, gr) &1,
gy £ gy, &():8) S (ax):(88), &lx=y) 7,

g(m) Ty g{m™) E-TCRA , és egyébként

[f=H

g(q) g’(q), ha « nem a fenti alakd formula (ez eldonthetd @-rsl),

A fenti g egyértelmien van definidlva és rekurziv, ezenkiviil a 3.1 -
ban elSirt tobbi tulajdonsdgot is teljesiti, tehdt jd. Ezenkivill g
értékként felveszi RAT minden elemét, a6t g : Fmg » RAT, Mivel g

homomorfizmus az ﬁh@ﬂs ~beli miveletekre, azért g(p0)=1; és g(pi)=e;

— ol ; G
(B6.2,) +t(Xm)=1 ellendrzése., Mdr csak azt kell beldtni, hogy

tG&m):fﬁ (éhol persze a X fiuggvény a fenti Dy1Pq 18 paraméterrel
van definidlva), Ez elég szdmoldsigényes feladat, mivel a XX formula
igen bonyolult, Ezért, amennyit csak tudunk, a reprezentdlhaté & -ban
szdmoljuk végig. Terviink a kivetkez§:

Legyen ' : Ty > O, t (B(x,¥))={(u,v,w€V : (u,v)eRutul,
Megmutatjuk a kivetkezdket:

(1) v'&D=1"  és ¥ (hg)eG, +/(py)=B, ¥ (py)=7 .
(2) t(hg) = mt’(hg) .

(Megjegyezziik, hogy t’(E(x,y))é(h) Most (1),(2)-t felhaszndlva a bi-
zonyitds a kUvetkezlképp megy: Vegyiik észre, hogy T és & RA-termje
g-nak és igy g(®) is RA-termje g-nak, Ezért a +H(XKXx) kiszdmitdsa-
kor a cilindrikus miveleteken kiviil csak t(po),t(pi) és t(hg) -t kell
haszndlni (mivel X&t = Vx(pdr(x) - hgn))., Mivel (1),(2) szerint

/ 7’ 4 P I /7 _ rd _

57 (pg) st (py ), ¥ (KRG EG és t(py)=mf=mt’ (p,), ¥(p,)=mt’(p,), *(hg)=
=mt’(hg) éds m : ?3-% Y, azért t(Kﬂ):mt’(§50=mfm/=f% (ismét (1)-et®
haszndlva), Mar csak (1) és (2) megmutatdsa van hdtra.

Az (1) megmutatédsa nem nehéz, mert €l reprezentdlhatd: Tegyen

wm d U, B, anol E™ S Rutui. Akker E™2 {(u,v,w)eU ; (u,v)ERle
A 89 dgy t° és e definicidja szerint t/(@) = i(u,v,w)EBU :
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MFq@mﬂ mMWtﬁhg

/
8O (B ps | azért /()= és t/(py)=7. Ekkor tehdt k7.

i’
-ra., Mivel 'IJ(%U('&L)(}3'1'“)=pj(c‘)J éa

A 12,0 bizonyditdsdban (a (3) dllitdst kézvetleniil megeldzden) belattuk,
hogy ekkor Wk X, tehdt a fentiek szerint t Xm=1" . Hivel
J"(g):R (ezt nem nehéz ellendrizni), azért a A2.T bizonyitdsdban sze-
repls (2) dllitds szerint (VueRdd™) [ @k (hg)[ul &> (uj,u,)eR ],

tehat a fentiek szerint t/(hg) = {(u,v,w)E3U : (uo,ui)ER}. Mivel ReEG,
azért nem nehéz Lldtni, hogy t*(hg)e(h

Annak megmutatdsa maradt hdtra, hogy t(hQ)=m(t’(hg))= j(u,v,w)e
3U : (uo,u1)6R34;. Ezt egyszerien "ki fogjuk szamolniM, T&bbszbr fel
fogjuk haszndlni a ktvetkezd 4llitdst:

(%) Legyen qJEFm3 olyan, mely po,pi-b6l éplil fel. Akkor
£(y) = m(+') = n{(u,v,me’V : Bk glu,v,W] 3.
(%) abbdél kBvetkezik, hogy t(po)=mt’po, t(p1)=mt’(p1) és t, m, t

cilindrikus homomorfizmusok.
Tehat pl. t(poﬁx,zb) = m({(u,v,w)GBU : u0=w1) = i(u,v,w)e3U : u0=wjé5

vagy pl. t(g&) = {(u,v,w)EBU : u0=u13[u .

E@Z :Y)) = 3)5(3{'—"5 AE(X’Y)) ’ igy

t(E(z,y)) = ( t(E(x,y)) >%, <, 01 ))

i(u,v,w)& U : (w,v)e'RUfui3égL){m$

n

co(d .(mR + ¢ f

m(Coldgp R)) + cpfy, + c0‘1-12
t’(EGz,y»)4;()in}.
E(xo,x1» = HyZ(pO(x,z»,piﬁx,y»,E(z,yD), és 1gy (#)-ot felhaszndlva

C
{(u,v,w)e3U : (uo,ui)&Eﬂhta = t/(E(xo,x{L))/‘E , mert az az elem, mely-

ﬁ(E(xO,xi)) = é:cgi(u,v,w)EBU P UL=W, U =Y, , (W, v)EE }/ =

re égdg ~t alkalmaztuk, diszjunkt ciczin}= f(u,v,w)&3U : ue434;L)in3—

t61.
hE = E(xg,%,)oe = Iy(A(x,y), Ia(x=y,B(xy, %)) €y, ), &y (x) szerint
t(hE) = o (£(A(x,¥) &5, ) - o ((x=y ) £ (B(xg,%,)))
e (5(x=y ) “B(B(xG %, 0)) = T(H(u,v,w)e%y + umvy, (u,u, )eE"Y,) -
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(BRI °q(i(“’v'w)e v uo=voo’u1=V11’v01=V10'v10=v11’(Voo Vor) B Y )=
(u,v,m U o (ug,u,)e8"Y, =+ (Blxy,%,))/,

Teljesen hasonlé mdédon kapjuk a kbvetkezbket:

t(R(ET ) = §u,v, e : (uy,u,)eE™, u=u,3/,

{(u,v,w)e3U P U =u, € 4]’/” .

t(a(L; (B2 )) = t(par(x)on(E-T )) =

“ 31 . 1y o - =v

ci({(u,v,w)e U 2 UgsVoosUy =V 5 V50 =5 017 ¢u.) V2 0=V1 € 4}/}3) =
3y .

(u,v,w)e’v u, € 4}/53 R

S(h(E2)i1) = Hu,v,men : ujesl) , és day

t(hg) = {(u,v,w)eBU : (uo,ul)eEm,q(u1&4 és uOE4)3/‘3 =

{(a,v,me : (u,,u)eRY, .

A fenti szdmoldsokban mindig leellendriztiik, hogy amikor cgf' -t alkal-
maztunk, nem jott-e be az '"m". Ezzel beldttuk (1)-et is.
Ezzel bebizonyitottuk (viii)' -t, és imy 27.7 (ii)-(viii) -at is.

A 25,7 (iv) bizonyitdsa: Vegyiik a (viii)’ bizonyitdsdban megkonstru-
a1t Yl algebrit és a bizonyitds (B3) részében bevezetett -'F,é,ﬁ eerﬂL
elemeket. Megmutattuk ott, hogy f generdlja &l-ban & -t és h -t,
igy Ol -ban e generdlja :E‘\,Er,,?l -t (ahogy a bizonyitds (B5) részében
megmutattuk)., ILegyen t Eﬁ'w = o, +t(E(x,y))=e. Akkor van (F,IP,‘B'EFmg
hogy t(p)=f , t(p)=E , t([)—h . A bizonyitds (B4),(B6) részében ldt-
tuk, hogy t(A—;c)—ﬂ.m (megfeleld P1Py vdlasztds esetén). A T7.Abrat
hasznalva. leellendrizhetd, hogy H&lL -ban (h,g),g # h (2;8) , mivel
;g = f , igy i‘-‘.—f;g = (h,g), , de h,(g,g) = h*f . Emiatt

t(('J';LP) W e (kp;l’))) £ ’_Lm, tehdt Ax -bél nem bizonyithatd, hogy

agszociativ, Beldttuk 5.7 (iv) -et,

A 15,7 (i),(ii) és A7.T (i) bizonyitdsa: 25.T (ii) -b8l kovetkezik
15,7 (i), mert 9.T szerint EwygAxe RA. A 25.T (ii) -nél erSsebb &l-
1{tdst fogunk bizonyitani, nevezetesen azt, hogy
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(+) x® I?‘ & valamely J= (9o e 9o(po) és LPW”'JE‘K'*F"B ,

Ebpdl 15.T (ii) kbvetkezik Rngx'€Ev miatt. Megmutatjuk, hogy (+) -~
b6l A7.T (i) is kdvetkezik.: Legyen ¢ =X’ , p=«p’ , F=x'7/ és
5’2 (lP’;LP’);’ZS'/é" ¢y’ 54) ahol ; az ’5&:{,’3{1&3 -beli kompozicidt

jelsli. Legyen g’ az a fliggvény, melyre P=x%’ sgtb. Definidljuk

g : Fmi* RAT -ot a k'dvetkeszéppen:

e(-9) & -gp, &lpAy) £ (gcp) (gp), &lpvVy) = (sqv)+(sxp),

g(e 9y = ((79):(e’p))ieg s
elg’i(9737) £ (87973 ((6790: (6" F))
egyébként, ha ) nema fenti alakd (ez eldonthetd), akkor
g 55’7( e
Most & 36,Yés &(67) = [(gy';8¢" et ] @ [ey’/i(ay’;ef’)] . ahol

most ; , ¢ & RAT -beli miveleteket jeldli, és igy 6= hgd’ =
()7 @ @olpo) = 6, tehdt XK'= ¥x(pdr(x) >5). Mivel

}5 @gépér(x) minden ?SEFmi ~-ra, azért '3 = ¥xd & 16, MNivel
JCHS a (+) 4l1itds szerint, azért teha‘t x}—f X8’ ., Viszont E &

nyllvanvaloa.n teljestil, Ezenkdiviil &'e Fm3

Most nekildtunk a (+) 4l1litds bizonyitdsdnak. Ismét egy nem-repre-
zentdlhatés Q'€ OJIL:3 -at fogunk haszndlni, g -t ugyanigy kapjuk o'-
b8l mint €L -t, csak most az m atomot mdshova "szurjuk te",: Legyen
& g‘(B,T;_ ’E:i.j >i,j<3 , ahol Tg, T;, és Té az az ekvivalencia-re-
ldcié B -n amit rendre T(’)U i(n,030)}, T;U {(n,021)% és '.,I?;_U {(n,010)}%
generdl és B, T4, Ei;[ a bizonyitds (Bl-2) részében lett bevezetve,

.4, a szemben 1lévs 8,Abrat,
Legyen mostantél f,, ,... stb. ahogy a 8. Abrin fel van tintetve.
(Kissé mds, mint a bizonyitds (Bl)-(B6) részeiben.) Tehat moat

€
n € L0aN TNy o
h ,= ugyanaz, mint a (B1l)-(B6) -ban.

A bizony{itds tovdbbi részeiven H, g, R , R, g, £,

K/A 76, old. tetején levd definicidval Ssszhangban, azt mondjuk, hogy
wg 36", ha g teljesiti a 3.L-ban (35, old.) kimondott Feltételeket,
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Legyen p = ?’,.Uczfo:L’ A q[Uco8y s © 57 Veyf U eydy
p & pjg)()f | & p.]',l()g (akkor p,q : U=2>U) , és
H G i(u,v,w)er : (pu,qu)t':h_}/NU{n} s
r & §(u,v, )€’ : (pu,qu)eR}/,

Legyen tovabbd t : Sm3 =o' |, t(E(x,y)) =

2
1, Segéddllitds Van jd PyPy 18 és @, ex’*Fms, hogy

Pi=t(pg) 5 a = wpy) , H=t(p) és r=t(y) .

Bizony:ftéds: Hasonldan ahhoz, ahogy a bizonyitds (B5) részében, nem ne-

héz beldtni, hogy e generdlja @"-ben p+ -t és q+ -t. Ezért van

2 + +
€ = 4 3 =
Por0y8Fmy , hogy t(py)=p  és t(p,)=q . Legyen

5 S [a(E 0 )] [(B2 )2

’l.'."':=fL (E-8)-1 , T:d' 5""5'1, ’
” d Tir-rT S g e-6.

Akkor oZ,gERA'l‘. Legyen g : Fmg—»m raképezés ép jé. Ilyen g
van, pl. a bizonyitds (B6.1) részében megkonstrudlt g ilyen. Legyen
2

,Lp’eFm olyan, hogy &{p’)=m és glp/)=g. Akkor kpg'x’qa’ = hm
és W= J<’Lp’ = hg. Azt fogjuk most megmutatni, hogy t(hq):H éa
't(hg)—r.
Ehhez elfszdr kiszdmoljuk +t(A(x,y)) -t.x/ t(x0=yoo) kiszdmita-
sa: Idézziik fel, hogy (x0=yoo) = 3Z(XO=Z,YOO=Z) és (y00=z) =
ﬂx(yo=x,x0=z) .

201+ _ 20
t(yg=x) = t(p{y,xD) = sysys,p = 558,
£

{(u-,v,w)esU‘ g pjg(v)=u}/ﬁu cofyy =

{(u,v,w)e’ : p(v)=u}/, O {nl.

A fenti szdmoldsban haszndltuk a8z O° dofinicidjat az

2 0 1 2 O 1 N - S , P i »
p/ kiszamitdsakor, és 8057 202f01 kiszamitasandl a 8, Abrdrs

505252
tamaszkodtunk, Hasonldan kapjuk, hogy
%/A(x,y) a 9.1 bizonyitasdban lett bevezetve.
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t(xo=z) {(u,v,w)EBU : pu=w}/‘gUEn3 .

t(ypo=2) = o8y y=x) Nt(xy=2)) =
co({(u,v,w)EBU : pv=u,pu=w}{¥uim}) =
i(usV,W)EBU : ppv=w_}/% J coim‘g =

i(u,v,w)EBU : weippv,h*ii'},}/;g U im}.

t(x = cz(t(yOO=Z)r\t(xo=Z)) =

oYo0’
¢,(1(u,v, )€’ : wefppv,hvi, pu=wl/, U {n3) =
{(u,v,w)e'?'U : pu€ippv,hv} vagy v=:E'u}/zU{n}. =

{(u,v,w)er : pu€ippv,hvd }/%Ufmi.

Az eldbb az utolsd 1épésnél azt haszndltuk, hogy ha v=fu, akkor u,ve4
éa igy pu=ppv fenndll, tehdt ezt az esetet nem kell kiildon kidrni,
A ktvetkend szamoldsockkor azt kell figyelni, hogy "mikor jon be

az n", (Az "m" -t f foos Mpp VAEY ©4:0p,0, tudja "behozni®, te-

o1’
hét ezeket kell majd figyelni.)

(x=pq) = F2(xy=2,35,=2), (yyy=2) = Ic(y,=x,%,=z) , és dgy
t(y1=x,x1=z) = {(u,v,w)EBU : qv=u,qu=w}/q’

(mert 8018027810 semelyike nem tartalmazza m -et), igy
$(yyp=2) = i(u.V.W)EBU : qqv=w}/ O T,

ahol T Cin} (ellendrizhetd, hogy T=0, de erre most nem lesz sziikség,
mert o ft(xd_:z) , és ezért a kiovetkezd lépésben "m kimarad", akdr bejott,

akar nem),

t(x1=x11) = cz(t(y11=2)r1t(x1=2))

n

czf(u,v,w)EBU : qqv=w,qu=w}/
{(u,v,w)EBU : qu=qu}/ﬁ 5

Az utolad lépéaben le kelle’c'l; ellenfrizni, hogy ¢, nem hozza be m-et,
Ehhez azt kellett ellendrizni, hogy Z(u,v,w)EBU F qu:w,mrmw'f'/.& disz~
junkt c,fo, -t&1: Tfh, qqv=w, qu=w, és (u,v,w)602f01. 1, vEL

és gu=qu=w=qqv=ggv=v, ez ellentmond fu=v ~nek. Tehat r. :‘ =~ .
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tht = i(u,V,W)GBU : (Pu:qu)E—f}/“ 3
thy = f(u,v,w)eU : (pu,qu) € gUHY/ U in},
t (b = i(u,v,w)eBU : (pu,qu)éfUId4u h3/ vin} ,
thy = i(u,v,w)€EU (pu,qu)€h 3/, O nl,

theg = i(u,v,w)EBU : (pu,qu)ER}Q . QED( 1, Segéddllitds)

Legyen PorPp 185§ olyan mint az 2, Segéddllitdsban, Tehat pl.
t(p)=H, t(p)=r.

2, Segéddllités t((LPoLP)mLP) # 't(tpo(lp@li))) .

Bizonyitds: Azt mutatjuk meg, hogy ((3,(0,80)),0,0) € t((po)oy)~
t(pe(pey)).

tpyg) = cpltlx=y,) Nty) =
0o(1(u,v, W)€’V : u=pv,(pu,qu)enl/, U 1) =
{(u,v,w)€0 : (ppv,qpv)end/, U ind.
1@y, ) = colt(x=y,) Ntg) =
0ol (u,v, W)€V : u=qv,(pu,qu)€nl, =
~ #w,v,mE : (pav,aqv)enl/, O fni,
tlgoy) = o (£(AGK,¥)) NPy ) Ntlyyy)) =
oy 1(u,v, W)€ : [A(u,v) vagy (ve4, pu=hv,qu=vll,(ppv,apv)en,
(pqv,qqv)ehl/ =
(u,v, W)€ : (pu,qu)€ld, U h%'uin}..
t((pePy,y) = co(tlx=yy) ntlpey)) =
0o(1(u,v, )€U : u=pv,(pu,qu)eIa,unl/ O fm3) =
i(u,v,W)E3U : (PPV,q_pV)EId‘LUh]/wU fn3.
gy, ) = op{tlx=y ) DY) =
coi(u,v,w)e% : u=qv,(pu,qu)eRY/ =

u,v,m&0 : (pav,qav)eRY, .



- 94-e¢l szemben -

=%u¢4.

h \ /h|R
o vqu

h|h|R = (4xU)NR

Abra a t(LPG(LPOkP)) kiszamitdsahoz,



- 94 - : 11.15,7(B)
(popey) = ci(t(A(?c,y)nt((tpmp)yo)nt(q)yi)) 2
c,li(u,v,w)e3U : 4(u,v),(ppv,apv)eh,(pqv,qqv)€RY/, 2
i(u,v,w)&BU: (pu,qu)éh]R}Q 2 ((3,0,0,00)),0,0) , hiszen

3-8 0 £ (10,10)

(2
10
Y\

1 £0
tlpog) = oy (4(A(x,¥)) n¥lgyy) NElpy,)) =
cﬂ_i(u,v,w)eBU : (pqv,qu)ER,(ppv,qpv)eh,g(u,v)}/% =
vééd
{(u,v,W)EBU : (pu,qu)eth}/N.
(Az elsd 1épésben haszndltuk, hogy (pqv,qqv)ER => v44, ezért
t(A(x,y)) -bdl csak "A(u,v)" jbn be.)
1H(poly,) = cy(t(x=y,) ntlpey)) =
coi(u,v,w)ESU : u=qv,(pu,qu)€h|R}/M =
$(u,v, e : (pav,qqv)en|R Y/ .
tlpolpoy)) = c, (8(Alx,¥)) ntley ) ntlpoYy,)) =
0y (u,v, W)€% : (pav,qqv)€n|R, (ppv,apvlen, Au,m)3, €
ré4
{(u,v,w)GBU : pue4,(pu,qu)eR}QUin1%((3,(10,10)),0,0),

mert (3,(10,10)) ¢R. QED( 2. Segédadllitds )

OLJ'
Nem nehéz leellendrizni, hogy t(m%)=1 o 1y az 1-2 Segddalli-
tdsokbSl kapjuk, hogy I (p2@)°p € @oy). Ezzel beldttuk
15,7 (i),(ii) és A7.7 (i) -%.
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A 25,7 (iii) bizonyitésa: (Ld. 2z abrdt a tdloldalon,)

Leeyen U £ By(3), p = piJ U 1(1,0),(2,003, q = pj;01(1,0),(2,0)3.

A jelen bizonyitds (B5) részében bizonyitottuk, hogy van R 9_2U, hozy
R generdlja pjg . pji -at, &8 ugyanakkor RﬂIdU =0, RN(3x3)=0.

Legyen

SRuTa U H2,08, s W 2<UET.

Ekkor nem nehéz beldtni, hogy E™ generdlja p -t és q -t, tehat van

pO’Pﬂ.eFmg y melyre pgl= p és p’;l= g Nyilvédnvaldan, W Ed. Legyen

]

pdr(x) A Iy[B(x,¥) . xAy, Ix(E(x,¥y) ,x=y) , Iy (E(x,¥) ,x=y) ].

.

Ekkor 'B‘EF"% da MWE "5'[2__\ de T b!ﬁ-[’l]. Megmutatjuk, hogy

ME n}*oe[ﬂ.]. Legyen a=1 és b=(2,(0,0)). Akkor &g =b,,, 8;=b,,,
bop=byos M E4Ib,T és Mkeloy], tehdt Wrgee[1], a fee for-
mula definicidja szerint. Hasonldan beldthatd, hogy I E 70[2] és e-

zért Wl E = 1]. (diii) elsd fele (a szemantikai rész) bizonyitva van.
T

Nem nehéz ldini, hogy az iménti bizonyitds lényege az volt, hogy

T ~-ben igez volt az

Xo=Yq AX =Yg A TP ALY

formula &z x=1,y=2 kiértékelés mellett (v.d. (11)-el a 9.T bizonyi-
tdsdban). Ha 1 -nek eqy "P(xO’xﬂ_) alaki formuldt vesziink, akkor a fen-
ti eset nem képzelhetd el "normdlls esetben", és ezért Xk (P(xo,xﬂ_)f’f_ -~
q:(xo,x,l). A ktvetkezSkben megmutatunk egy "nemsztenderd modellt", mely-
ben a fenti szitudcid mégis fen.néll'. valamely 7 = Lp(xo,xa_) valasztéas

mellett is. FEz bizonyitani fogja 35}51‘ plx, x4 )08 ¥ p(x,,x,) -et.

Legyen +t : %(,3 - g, t(E(x,y))=e , ahcl &L és a bizonyi-
tds (B2) ill, (B5) részében lettek definidlva. Legyen p 'p'/xuf, q d
ajgé\. ( ¥ és £ (B2)-ben, D és § (B4)-ben van definidlva). Mivel e
ggnerélja gl -ban p,q,f et (1d. (B5)), azért van PP 'EFm3 , hogy
t(py)=p » t(pyl=q és t(p)=F .
12

e
d
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Vegyllk észre, hogy p(1,2)=p(0) és q(1,2)=q(0). Legyen a 3000 és
b € ((1,2),0,0) . Meg fogjuk mutatni, hogy b ¢t(p(xy,%,)) de a€

t(p(xy,%,))  és (ezdrt) bet(p(x,,x,)0¢).

Definicié szerint Lp(xo,x,l) = Hyz(po((x,z)),pl((x,y)),\p(z,y)), tehdt

4 0 .

t((p(xo,x,l)) © c,lcz(szp-q-szf) 2 cicztm’s 3 a, mert lnéfoz-gOl- fﬂ_2 és

1 5 On P

8,p 2 f02’ qQ 28y 921’ 2 f12' Pehdt aét(Lp(xo,xi)).

Kovetkezdként megmutatjuk, hogy bét(q)(xo,xi)). Tfh., mégis

1 04 , /

becd_cz(szp q azf). Mivel b¢°1°2{m}’ ekkor van u,ve€U, hogy b

([-5

((1,2),u,v)E s:p'q'agf. Mivel b’Esgp , azért v=1 kell legyen, és mi-
vel Ve€q azért u=2 kell legyen, tehdt b’ = ((1,2),2,1). De ((1,2),2,1)
¢sgf = ¢y, ellentmondds. Tehdt D #t((p(xo,xi)).

Végil megmutatjuk bet(tp(xo,xi)ee,) -t. Legyen Wl ami a bizonyi-
tds (B6,2) részéven volt, Akkor PgrPy ugy is valaszthatd, hogy p'g'=

pj‘(‘;Uf és pT= p;j‘;_’Ug logyen. A tovébbiakban u. 4 p':!.:(u) he u€U és
1€2, Mivel az X5 = 5 formuldk py,p, -b81l A .3vk segitségével épiilnek
fel 68 -, ) additivak & -ban és t(po)=§éu?, t(p‘l)=ﬁ/zu'§, azért
haszndlva (x)-ot a bizonyitds (B6.2) részébSl :

t(A(x,y)) 2 f(u,v,w)53U : uonvoo,u1=v11,v01=vlol/% .

t(xayo) 2 i(u,v,w)er : u=v0}/m ,

t(ey,) 2 fu,v,me ¢ vy a1/,

igy hasgznalva a = 000 € t(cp(xo,xi)) -et kapjuk, hogy ((4,2),(0,(2,2)),0)

et(A(x,y),(P(xO.xl)yo,Eyﬂ) , B8zZaz (P(xo,xi)ea definicidja szerint

((1!2)IOIO) et(tp(xotxl)oe)‘
2 + L .
A fentiekbdl tehat t((.p(xo,xa_)ee > Lp(xo,xl)) #1° adddik. Nem ne-
héz ellendrizni, hogy t(ﬂt):ﬂ.u , tehdt X }31‘ (.p(xo,x,l)@e@» x.p(xo,xl).

QED(15,17, Tétel)
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18, MEGJEGYZES

(i) A 14T bizonyitdsdhoz teljesen hagonldéan bizonyithaté, hogy
?.'V[bRA és H.SA nem atomos. S6t, E(»,"rp K nen atomos, ha KECSa,
®R(U)EK wvalamely végltelen U -re és a K -ban érvényes azonossdgok fel-
sorolhatdk, A bizonyitis megtaldlhatdé [NB85d ]-ban. Nem tudjuk az
%{5 NA, ‘?f‘p WA és % Crs, (2€X< 0y, 0< fs-qu) szabad-algebrdkrdl,

hogy atomosak-e,

(ii) Definidljuk QSASSA -t a QCAB mintdjdra (értelemszerien).
Akkor ﬁSAﬁéRA -t pontosan ugyanigy lehet bizonyitani, mint -Q'CAB $R0A3
-t azzal a kiilonbséggel, hogy nem egy hanem harom \Uj atomot kell be-
szirni (hogy az SA-axidmdk igazek maradjanak Ro&l-ra). Az aldbbi 4b-
rén szemléltetjiik, hogy hova kell "beszurni" a hdrom 4j atomot a konst-
rukcidéban; a részletes szdmoldsok megtaldlhatdk [N85d]-ban (1d.
[N85d] Thwm,3.7.):

€or *or Toa %02

€52
22, ABRA

Az 4j atomok a % -al jelsltek. Ld, a 7. Abrdt!

(iii) Vdzoljuk a 12.T7 egy olyan bizonyitdsdt, mely nem haszndlja
Tarski QRASRRA reprezentdcid~tételét.
Legyen /\T a, A,]!\(_UJ,R)

halmaza, ahol @€Fm  "univerzdlis lezartja" Vvi ...¥vi ¢ ha szv(xp)
8] n

~beli formuldk "univerzdlis lezartjainak"

= ivio,---,vij €9 1,€1,< ... <3 . Nem nehéz beldtni, hogy ha @€
Fmg_) , akkor Fz @ pontosan akkor, ha ¢ levezethetd /\'J--bél a (MP)
hasznalataval. )

Eifsz6r bizonyftjuk, a 9.T bizonyitdsabeli mddszereket hasznalva,

hogy

(%) Ax }5 4?,‘[ minden ‘J'E A’a"—m.
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A 14,7 bizonyitdsabeli (4)-hez teljesen hasonldan beldthatd, hogy

(3) i-§ I(LP > Lp) > (i'q) - ELP) , minden P,y &Fmg) ~ra,

Legyen FE {(.P(':Fmg ¢ Ax bt JZLP} Akkor (%) és (##) szerint M2 AT
és I' zdrt (MP) -re, tehdt [ tartalmazza az Ssszes t -bizonyit-

haté Pmg ~beli formuldt. Mivel b— toljes, ebbSl kapjuk, hogy

(sej) E ¢ =  Ax 13 :Kso, minden LPEFmg -ra,.

Tfh., Ax kg . Akkor k x> @, mivel k Ax X, gy (wx) és (1)
szerint Ax bk RX->Xp , tehdt AxA%y }3 Ko, Mivel Ax" = AxARE és
 Ax <> Ax", megkapjuk, hogy

() a® E p > Ax™® IS J?(p, minden (peFmg -ra,

és ez a 12.T egy ekvivalens alakja (ld. 23.MJ ). (Nem tudjuk, hogy

Ax f§ K(Ax) * vagy Ax ls X% igaz-~e,)

(iv) Jeldlje 0'53 = (ij, }5> a [PGl-ben haszndlt erdsebb logikit,
azaz !3 annyival er8sebb }5 -ndl, hogy az (1) - {9) logikai axidma-
sémakhoz még hozzdvegeziik lényegében a "reldcidalgebrai' axidmdkat

(MI%B -ra kimondva), Tarski (TMT) tétele lényegében a kivetkezl:

Van rekurziv K : me->Fm3 fiiggvény, hogy
. . O
TF ¢ & T }3 K(P s minden L{JEme -ra,

Arra akérdésre, hogy *'_'3' kicserélhets-e }3 ~ra tehdt pozitiv vdlaszt ad
a2.T ( Ygy, hogy mds K fiiggvényt kell wvenni).

Tarski K fiiggvénye olyan volt, hogy RngK = Fm3 s 63 ezért
Tarski bizonyitani tudta (Ugy, hogy bizonyitotta a 17.T (iv) -el analdg

411itdst), hogy
. - o
T K ¢eKp , minden @QEFm; -ra,

EbbSl bizonyitotta QRACRRA -t azzal analdg mddon, ahogy mi a 17.7
bizonyitdsdban (viii)’ 3 (iii) -at bizonyitottuk™ . Mivel bizonyitot-

tuk, hogy QcA3¢RCA3, azért tehdt olyan X: Fr Fm, filggvény,

3E/Ezzel vidzoltuk itt Tarskl QRASRRA ~ra vald eredeti, tlisztdn logikal
bizonyitdsat.
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: . G .
melyre Tk <= :11:r§ 3Zq> minden @€Fm,y -ra, nincs. BEz egyfajta
negativ vdlasz a [TGJ]-beli problémdra, mely még Ugy is igaz, ha I he-

lyett az erdsebb Ax formulahalmazt vessziik.
{(v) Tarski (TMT) tételének olyan vdltozata is van, hogy

Van rekurziv M : Fm2)->RAT s hogy
T E p & RA F M({)=1 ,» minden (.P&Fm‘?) —ra.

Ez felel meg annak, hogy "az elsfrendii logika Telépithetd RA azonossdg-
elméletében", A mi 12, Tétellinkbll bizonyithatd (haszndlva a [Ma78]-
beli CA, -at SA -~val Usszekttd eredményeket), hogy

3
Van rekurziv G : Fmo -> RAT , hogy
g'[)=(P <« SAF G(P=’l s, minden LPEFmE) -Ta.,

Vdzoljuk a G figgvény megszerkesztését: A [Ma78]-beli eredményeket
haszndlva nem nehéz olyan rekurziv g : Fmg = RAT fliggvényt megadni,

melyre
() K9 => SAFap=l =>mky , minden GEFn) -ra,

Legyen G s g°3, ahol g a fenti (x)-beli tulajdonsigi. Akkor a
fenti allitast 12.T ~vel kombindlva megkapjuk, hogy
The T bR P SAEGEL kK D xkg

12.T. () () 12.7,

(vi) A 15,17.T Dbizonyitasdban minden ellenpélda olyan volt, hogy
Py és Py (reldcié)kompozicidéi mdr nem fiiggvények. Erdekes lenne tud-
ni, hogy Ax kicserélheté-e (pl. a 9.T -ben) arra, hogy Py + Py
kompozicidi, mondjuk 5 mélységben még fliggvények. (Valamilyen megfogal-

mazdsban, pl. dgy, hogy "xi=y,xi=z =+ y=z", ha (i) £ 5" -8§% vesszik (A1)

helyett.) m
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A 9.7 alkalmazdsaként mosi leirjuk a [HNT]2,7. Probléma megolddsdt,

-

19, TETEL (a [HMT]2.7. Probléma megolddsa)

Van 'bEFr10A3 , mely generilja gi"ﬂ.cAB -at, de nem szabadon. Altald-

neosabban, minden 04[5 €s 3<£oe< -ra van %p C4 -nak olyan (5~elemfi
generdtorrendszere, mely nem szabadon generdlja azt, Ez a generdtor-
rendszer irredunddns, azaz semmilyen valddi része mar nem generdtorrend-
gzer,

Bizonyitds: Megadunk hdrom w(x), 6(x), &(x)€ Tmix},(CilB) termet,
melyre igaz, hogy

CA3 E x=6(T(x)) és

Cay F S(e(x))=1 de Csy ¥ §(x)=1 .
Ekkor minden o<23 -Is

(a)  CA F x=6(T(x))  és
(b)  c4, F 8(T(x))=1 de CA_ ¥ d(x)=1.

Legyen 04{5, o< >3 és legyen %y CA, -nak fgi g :i.<{53 a szabad ge-
neratorrendszere, Akkor f'r:(go)_}u{gi : O<i<[5}, general ja 9?{50%(—1:
(a) miatt, de nem szabadon a (b) miatt és nyilvanvaldaen irredunddns. A
tovdbbiakban gyakran irunk %,6,4 -t rendre 4(x),6(x),d(x) helyett,

Legyen A= {3,{R,33> , azaz A-ban 1 db, 3-argumeatumd reldcid-
jel van, R ., Akkor [HMT14.3.26 szerint

%ﬂ. CA3 4 %A/E .

Ezért a fenti tulajdonsdgi T, & ,8 helyett tételiink bizonyitdsdhoz
elég harom gzigorli) Py 7 € Fu formuldt megéddni, melyre az alébbi
(1) teljesiil:

(1) K R(x,y,2) @ WR/G)

l§ frl(R/(P) ) de b‘ ”2(-

Ttt LP(R/(F) azt a formuldt jeldli, melyet Ugy kapuni (P-bél, hogy
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R(x,7,2) helyett mindeniitt ¢-t Lrunk, hasonldan @ ~ra.

Intuitive, minden R reldcidhoz definidlni kell egy R reléciétx/,
Aoy hogy R -b61 R visszadefinidlhatd legyen, de az R "kédok" telje-
sitsenek egy szabdlyossdget {amit nem minden reldcidé teljesit). Az &t-
let a kovetkezd: ha R végpontok nélkiili slrd diszkrét rendezéds a ref-
lexivitds megkttése nélkii, melyben van legnagyobb fixpont (roviden ha
R jé), akkor legyen R az RU{legnagyobb fixpont rdktvetkezbje mint
fixponty, egyébként R legyen R, ZEkkor R -bSl visszakapjuk R -et
Gey, hogy ha R j6, akkor elhagyjuk a legnagyobb fixpontot, egyébként
valtozatlanul hagyjuk. BEzen kiviil az R -ben, ha jé, akkor van legaldbb
két fixpont - ennek nem feltétleniil kellene teljesiilni,

Formalizdljuk a fenti gondolatmenetet“/. Az aldbbiakban R(x,y,z)
helyett R -et Jrunk csak, Akkor tehdt pl. R{z,y) = Ix(x=z,R) =
Ix(x=z,R(x,y,2)). DLegyen

suc 2 ¥2([R{z,y),z¢y] @ [Rlz,x)vz=x]) ,
Ag’ g nyz[l{ & Jult
qu!y))!R(y!x» ¥ X=y,
x#y 2 (R{x,y)VR{¥,x)),
¥xJysuce{x,y),
3y (RQy ,¥) ,¥x[Rx, %) > RG,yN]) |
(?’ g Rv (Ag’ yx=y,3z[suclz,x),Rz,2),¥x(R{x,x) <> R(x,z.)))] ),
(.Pl g (‘!-AS, ,R) V (Ag, 1Ry [x=y I HY(xilY!R(xp;YDsR«Ysy)))])s
o' & AY > Iy (xdy RUx,x),REG L))

Keénnyd ellendérizni, hogy

(2) k Re Y(R/AY) és
E »'(R/@’) és ¥o’, s6t minden végtelen M-re van W, hogy
210 M

- Id A -
Igendm, de tudjuk, hogy E és 15 k8z5tt nagy killdnbség van 3 -ban

(1d, I.3 fejezet). Ezért most megmutatjuk, hogyan lehet a 9.T -t a F

M/Ez az R a fenti ¢ "jelentése".
EtM'/A braital bivibasl ellogyjuk a Lelldbedekbdl morl nines rd oniiksée.
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és l; kozti szakadék Athidalisdra hasznaini,
Tekintsitk az R~ reldcidjelet most kétargumentuminak és legyen
g : Fm::)-> Rﬂix} az a fliggvény, mely a 3.1 szerint létezik, EFEkkor
| M),
G W Eylap] e (a0 e g™,

minden ‘)(EFmg -ra, Wl modellre és a,beéM -re, Legyen ':':;1 gy’ , 62
gy’ és 62‘ €7’ (ahol ¢, q)’,ftz’a (2)-beli formulak csak R kétargu-

mentumi), Akkor (2) és (x) szerint

(3) RRA E x=6(t(x)) ,

RRA E S(z(x))=1 és W(M) ¥ &(x)=2 minden végtelen M -re,

Ratériink olyan 9.y, m megaddsdra, mely teljesiti (1)-et. A sy
” felirdsdban haszndlni fogjuk a fent’i T,6,0 -t, Legyen A=
(3,?_(E,2),(3,3)},>. Legyen po,p:LEFmg’2 tetszbleges, de olyan, hogy az
R reldcidjel nem fordul eld benniikk (csak az E ). Legyen Ax és a

e,& , gtb, miveletek ezzel a PorPy -el felirva, A 9,T szerint

(A ’
M/EAXE RRA ¢és EinLPGE: Lpeli‘mg’ﬂ'i. Ha l{.wEFmg\’zL és SERAT,
' L. \
akkor jeldlje ge(gp) azt a formuldt, melyet az (Fmg’ﬂ'ﬁ,-,*,o,l,@,u,.‘_}

algebréban "szdmolunk" ki (1d. 8.D ). Ha €Fn', akkor 7§, jeloli azt

a formuldt, melyet ugy kapunk 4 -b&l, hogy E(x,y) helyébe mindeniitt
Jz(R,x#£y) -t irunk, Tehdt ha ZEFmA’ akkor XRE F', Legyen
d
s = dyz(R,x=y)

AS 5 nyz[AxR, (R« 3zR), (S« (Ssé)R)] ’

e & R 2 (a%,R) V (4%, [(R,xAy) V (25 (S) g, x=3)]),
p £ (~A%,R) V (AF, [(R,xdy) V (6°(8)p,x=)]),
n & ag > (88(8) & pér(x))y, -

A kdvotkezSkben ha 4 egy formula, akkoer 'X(ﬁ) Gdaal, ’Xﬁ ) azt a
formuldt jelsli, melyet dgy kapunk 7 -b6l, hogy R (ill, E(x,y)) he-
1lyébe mindeniitt R -et (i1l. 3z(R,x#y) -%) dLrunk.

Nyilvanvaldan 13 (R,x#y) & (R,x#y) az R definicidjdbdl, hiszen
(R,x#y) & ([+4%,R,x#y3 V [AX,R,x#y]) © (R,xdy), Bazért
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'5 dz(R,x#y) @ I(R,x#y), és igy minden x formuldra

(1) '3 e g -

(Itt haszndltuk, hogy a }5 levezetésl rendszernek jdélismert és konnyen

eilendrizhetd tulajdonsédga, hogy mint adltaldban mds rendszereknél, itt
is ekvivalens formulara cserélve ki egy részformuldt, ismét ekvivalens

formuldt kapunk. Kdvetkezdképp megmutatjuk, hogy

(5) B Ay e Ax(R) .

Valdban, }3 ~AY > (R« R) az R definicidjdbdl, ezért 13 ~A% > -AE(R).
A masik irény, 13 At > A%¥(R) , bizonyitdsa: Legyen 3§ a yz(R,x=y).
Akkor S = S(R). Vegyiik észre, hogy Axg = AxR(ﬁ), mert Ax -ban csak

az E reldeidjel fordul eld (s R nem). Ezért
(6) AY(R) = ¥aya[axp, (Re 3R), (B« (Seap].

A& (4) szerint }3 Axp © Axg , és dgy mivel !5 A% > Ax, , auzéri

(2e3) |,_3 A% Axg
Az R definicidjibél kapjuk, hogy
(6) B 4% > (Re [(Rxdy) v (2¥(8)px=3)])

az A% definicidjdbdl kbvetkezik, hogy B AY 2 (Re 3zR), dgy (Ca)-
val kapjuk, hogy

(7) k5 A% > [(R,x#y) © Ja(R,x4y)].

r
Tovéabba, ziszv(‘ta(S)R,xqr) mert ’L’E'(S) EFmA’
igy (SZV)-vel kapjuk, hogy

1 ¢ z ¢ 52v(32(R,x4y)) , .

(8) £ &5 > [(PF(S),2ey) & Ja(t(8)p,m=1)]

Most (6)-(8) -bél kidvetkezik, hogy

(x7) k5 A5 > (R o 3R).

(6)-bd1l kapjuk, hogy
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(9) K 2% > [(R,x=y) @ (¢5(8),2=7)], és igy

B % > [3yz2(R,x=y) & Iya(t8(S)p,x=y)],  ekkor § aefiniciéje, (8),
y¢szv(’UE(S)R) és CAF Cy,008,,=1 miatt

10 &5 4> [Fe ch(s)R] . Szintén, A definiocidja miatt

K AY + (5« (Seg))p , ezért 9,7 (i) szerint

B a8 (25(s) & (1;5(3)@5))]3‘ , d1gy (20),(4) szerint

(") K Ay > (5 e (Foe)g ).

Most (3&)-(314) -b61l kapjuk, hogy }3 AY > AX(R) . QED(5).

Rétérink bk R y(R) bizonyitdsdra., Idézziik fel, hogy

pR) = (SA5(R),R) v (A¥(R), [(R,xy) v (65(B) g x=y)1 ).

Mivel En/=, € RRA, RRA F 6(%(x))=x, és A%-b6l kbvetkezik, hogy S
ekvivalens v ogy clemével, azdrl
ax b A% > (65E(s) @), gy A§, = A miati

= AS-)(&’E@E(S) < 3) innen (D)-vel kapjuk, mivel A &FmA’Oh
i R : : *R » "33

(1) B & > (S’EGE(S)RGS) . A Y(R) definiciéjdbél és (5)-bsl

wl

(AE,x=y) > (y(R) & GE(E)E), és ebbSl (10),(4) szerint

Wl

(45,%=y) > (P(R) & 6°(t%(5));) , ekkor (41) suerint
,3 (AE,x=y) = (\y(ﬁ) & 3), és igy mivel ktnnyen ldthatd, hogy
}5 AY > [(S,x=y) ©@ (R,x=y)] , azért

(12) B (Ag,x=y) = (p(R) © R). Hasonldan, a (R) definiciéjdbdl

}3 (A%,x#y) 2 (p(R) ©R), az R definicibjdbél pedig

}5 (A%, x#y) > (R R), tehdt

(13) 13 (A%,x#y) > ((R) & R) . Teljesen hasonldan kapjuk, hogy



- 105 - I1.19.T(B)

(14) 5 -4t > (p(R) © R) .

Mogt (12)-(14) -b8l kitvetkezik, hogy
(") 5 RegR).

Negmutatjuk, hogy }3 7(R). Idézziik fel, hogy 7(R) = A¥(R) >
© par(x))g . MNivel RRA K Slt(x))=1, azért a (11)-hez hasonlé-
arn ifapjuk, hogy

(15) B A5 [$FeB(s) & par(x))pl. A (20),(4) és (5) szerint ekkor

b AE(R) > (88(3) © par(x))s ,  azaz

(=°) K A®) .
Annak megmutatdsa maradt hdtra, hogy ¥ m. & bizonyitds eddigi
résmoiben b Py vetasbleges volt, a bé'frz megmutatidsdhoz azonban fel-
teassiik, hogy Pyily olyan, hoiy 5t A(E(x,y) = x#y) -nak van végtelen
modellje. Ilyen p,,p, formula van (ld. pl. a 14.T bizonyitdsdt).
NMondjuk, M= <(M,6> k xA(B(x,y) & xfy) , ahol I[MI|%>w,. Akkor

RM) ¥ =1 a (3) szerint, tehdt van B <2M, hogy SMM)(H) # 2,

Minden PQEM -re legyen /P\'él SaeM : (p%'(a),pg_l(a))EPj és legyen

K {(a,b,c)e3m : (a,b)eG} U i(a,a,c)e3M : aél} ,

lig.

T = (MK,

Megmutatjuk, hogy ﬂl;lqz . A K konstrukcidja miatt G = i(a,b)ezm :
# F 3z(R,xfy)[a,b]}, dgy W EXT miatt WE Ax és emiatt

(16) TN E AxR c Nyilvanvaldan
(L7) W E Re 3zR .,

Ha qJEFmA’)l akkor legyen @2 faed : Tk @lal}. Akkor a K konstruk-
ciéja szmerint S = H . A 32.T7 bizonyitdséban (1d. (2)) ldttuk, hogy
~ A . A e (m) T
h}SgH akkor minden T €RAT -ra 7 (tp) =T (H). Ezért Seg =
(8|14, =H =T, tehdt

(1) Mk e see), .
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Radi . N R{1M) 2
g a (16)-(18) -al 1l4ttuk, hogy Tk A%, Szintén, & (H) # "M

o’ AN -
miatt &5(8) # M = PAX™, 4s fay T ¥ (SE(s) © pér(x))p. Tehdt
U Ag > (SE(S) o pér(x))R, azaz

7
(') ¥ 7 -
Tehdt (x5)~(x7) -el bizonyitottuk (1) -et, amirdl littuk hamarabb,
hogy elég a tétel bizonyitdsahoz. QED( 19, Tétel )
20, MEGJEGYZES (i) A 219.7 fenti bizonyitdsdbdl azt is megkapjuk,

hogy ’5’;';9(51{ -nak van p-elemﬁ nem-szabad generatorrendszere ha K=RA
(ez Jénsson egy kérdésére vidlasz, ld. [ Jgs 1] ), 86t ha

Rw) EKSSA akkor is - de nincs ha K=WA vagy K=NA, mert ezeket
generdljdk a véges elemeik, amint azt [N85c J-ban bizonyitottuk. Ha-
sonld okokbdl, a 19,T nem igaz K42 -re és p<w-ra, ez ismert volt,
1d. [MT] 2,5.23. (Ha P>w , akkor minden K -ra ﬁpK -nak van f-
elemd nem-szabad generdtorrendszere,) A [HMT]2,5.20 bizony{tja, hogy
ﬁ-’r_‘, CA,~% nem lehet P-ndl kevesebb elemmel generdlni.

(i1) A 29,7 bizonyitdsaheli (2) dllildsban f  valSsainGlog nem
cserélhetd ki }3 -ra, Azonban, ha AE’—h‘dz hozzdadunk még néhdny for-
muldt (lényegében azokat, melyek egy "elsSrend(d" dizonyitds scrin fel-
meriilnek, pl, “R(x,z))/\ﬂi(x=y,suc(z,x)) = R{x,y)" -t), akkor az igy
médogitott AR, ", ¢’ " -re a (2) dllitdsban k mdr kicserélhetd -

ra, Részletes végigszdmolds kéziratban megvan, 1d. [Ne6,a]l. m
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A II,1 fejezet végén elmonciuk, hogy jelen dolgozat egyik alaptémd-
ja az a {Qarski 4ltal a harmincas évek vége Sta vizsgdlt) probléma, mely
a leggyensébb olyan logikét keresi, melyben még felépithetd L, (tehdt
e matematika is). Jelen (II) fejeze tben megtudtuk, hogy ha a vdlaszt Ln
alakban keressiilt, akkor ez a logika L3 » Tarskl azonban algebrai alak-
ban is meg akarte kapni a vdlaszt: bizonyitotta, hogy a reldcid-algebrik
{RA) azonossdgelméletében még felépithetd L, és azt kérdezte, hogy

RA mely gyengitéseiben“/ tehetd ez még meg. Kérdésfelvetésdben azt is
megfogalmazta, hogy milyen gyengitésekre gondol (ld. pl. [TG]). 4 ki-
vetkez6 (III) fejezet tartalmazza e probléma pontosabb ismertetésdt,

valamint megolddsat.

EE/"I'e}scmtve, hogy Jjelen dolgozat szerint CA_-ban is felépitheitd I,y

(CA, tekinthetd RA egy gyengitésének), az”is felmeriil, hogy CA., mely
nevgzetes gyengitéseiben tehetd ez wég meg. 0zt is a kivetkezl fejezet
targyalja.
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III., A CILINDRIKUS-RELATIVIZALT HALMAZALGEBRAK AZONOSSAGELMELETE

ELDONTHETC - A KVANTOROK FELCSERELHETOSEGENEK PONTOSSAGA A LOGIKABAN

EqK Jjeloli a K algebraoszidlyban érvényes azonossagok halmaz:t.

Az e18zG6 II, fejezet eredményei szorosan, kapcsoldanak kgKk eldint-
hetégségének kérdéséhez, ahol KQGA3 ill. K2RA ., Jelen fejezetben
megmutatjuk példdul, hogy a II.12.T7.,-b8l hogyan blzonyithaté EqK el-
ddnthetetlensége K bizonyos vilegztdsai egsetén, Megprdébdliuk majd azt
is kitapintani, hogy ezzel milyen mesazire tavolodhatunk el UA3 (i11.
RA ) -tél. (Ldatni fogjuk, hogy nem tilsdgosan: Equ33 mar elddniheté-~
nek bizonyul majd.)

Tarski bizonyitotta [TG]-ben, hogy az elsdrendd logika felépithetd
EqRA -bann/. A bizonyitdsban a reldcid-kompozicid asszociativitdsa lénye-—
ges szerepet Jatszik és ezért Tarski felvetette a kérdést, hogy mennyire
aziikeséges az apszociativitds a tétel érvényességéhez., E problémdra rea-
gélva, Maddux definidlta az asszoclativitas gyengitéseit: a félig ill.
gyenge agszociativitdst (mindkettdnek van erds intuitiv jelentése) és ez-
zel definidlta az NACWACSACRA osztalyokat (1ld, I. fejezet). Haduux
[MaB82] bizonyitotta, hogy az RA~elmélet sok tétele igaz még NA -ban ig,
hogy minden L€ WA megkaphaté egy reprezentdlhaté RA -bdl relativizd-
ldssal (\gy, hogy az egység-reldcidrdl, ami RA -kndl ekvivalencia-reld-
¢1d, nem kotjik ki, hogy tranzitiv) és hogy az SA osztdly nagyon kozel
all CA3 ~hoz: a félig-asszociativitds az a része az asszociativitdsnak,
ami még 3 valtozdjellel bizonyithatdé [MaB83]., A jelen disszertacid IT.
fejezetében megmutattuk, hogy az elsfrendd logika felépithetd EgSA -ban
is (1d, IT.18,Mj(v)). A két "folépithetiségi" tételbSl kdvetkezményként
kapjuk, hogy EgRA nem elddnthetd (T#fski tétele, [T41]) és hogy EgSA
nem elddnthets (Maddux tétele, [14a78]). [N85c]-ben bizonyitottuk, hogy
mind EqWA mind BEgNA mér eldonthetd. EbbSl az is kdvetkezik, hogy az
eleérendi logika nem épithetS mér fel sem EqWA, sem KEqNA -ban. Ussze-
foglalvae: ha az asszoclativitédst a félig-asszociativitdsra gyengitjiik,
akkor ez még nem gyengiti nagyon az RA erejét, de ha tovdbb gyengitjik
a gyenge asszociativitdsra, vegy elhagyjuk, akkor ez drasztikus kdvetkez-
ményekkel jar: az RA ereje elvész,

“/Errél bSvebben a II.1 fejezet végén és a II, fejezet végén Irtunk,
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Altaldnos felfogds, hogy a reldcic-kompozicidé asszociativitdsdnak a

CA-elméletben a cilindrifikdcidk felcserélhetSsépe felel meg (ez a 04

4
axidmat elhagyjuk a CA definicidéjabsl, akkor az igy kapott NCA, o8z~

tdly elddnthetd (ez analdg azzal, hogy NA elddnthetd), sét (azzal ana~

axiéma). A jelen III, fejezetben megmutatjuk, hogy valdban, ha a C

16g médon, hogy WA elddnthetd), LqCrg, is elddnthets minden oc-ra.
Ez utdébbi a III. fejezet fotétele., Mindkét tételnek megmutatjuk a lo-
gikai Jelencését 1ill, kévetkezményeit.

A CA-elmélet leglényegescbb eldsnthetdséggel kapcsolatos tételei a
kivetkezbk: Ha o= 2, akkor EqCA_, EQRCA  eldonthetd (Henkin tétele
CA2 -re, Uana Scott tétele RCA2 -re), ha RCA €K CCA, é8 « >3,
akkor EqK nem eldunthets (Maddux tétele o<=3 -ra, Tarski tétele o3 4
-re). Tarskl ezen tételére logikai bizonyitdst adott, nevezetesen a
IT.1 fejezetben targyelt (TLl) +tételét haszndlta. Az <=3 eget itt is
zokkal nehezebb, sokdiy ayitoii probléma volt, hogy EqCA3 elddnthetd-e,
izt o problémat wégil Waddux oldotia meg 1976-ban (1d, [Ma76],{Ma78],
[HeR0T) és bizonyiicita azt is, hogy LgSA nem eldiénthet§. Mindkét ered-
ményhez a félcsoportok szdproblémdjdnak megoldhatatlansdgdt haszndlta (te-
hdt tisztdn algebrai bizonyitdst adott ismétx/, Targki tételérs is).
Aldbb, mieldtt rdtérnénk a III. fejezet elddonthetSségi tételeire, adunk
egy bizonyitdast Maddux eredményére, mely bizonyitds teljesen analdg Tarski
(CA,, <>4 és RA ~Ta vonatkozd) bizonyitdsdval - a kiilonbség csupén
az, hogy Tarski (TMT) tétele helyett a mi II,A2.T7., tételiinket haszndl-
juk. Zzzel megmutatjuk azt is, hogy hogyan lehet a II. fejozet eredmé-
nyeit eldonthetetlenségi tételei bizonyitdsdra haszndlni.

1, XOVEUKEZMENY (Maddux) BqCA, nem eldénthets.

Bizonyitds: Legyen IRI<w . dmlékezziink rd, hogy a II,12.7(i) szerint
, O .. o ., NGO 0
(¥ PE¥m,) [:rr, Fp & T I’E K(P], ezenkiviil ﬂl:EI“m3 8y K ; I‘mm-b ij

rekurziv. uslogzdr megjegyezzilk, hogy kdnnyen ldthatd, hogy

() fq;&l"m% : Tk (.P} nem eldonthetd

-

valamely Py By -Te (ez pl. abbol is ldtezik, hogy van nem-szeparialhatd

*/Hgynnﬂgy. Aoy a  RA GRUA Lélelre Lissidn algebrai bLizony{tdst adott,
1d. Ii. fejezmet,



formula, mely konzisztens a T-vel, 1d. pl. a I1,14.T. bizonyitdsat).
Akkor a II.A2,7(i) szerint

() iLPEFmS) : JEP;_‘K([J} nem elddnthetd.

Legyen ’g‘tL’: %3 -> %,R(0113) olyan, hogy ’r;u"(R(vo,vi))ceR minden
RER -re, Akkor '§Uf rekurziv fiiggvény és nem nehéz ldtni, hogy (¥ 4,
5Fmg)[LP|§LP <y CAB = ’C/L’(LF)-{-.’E ’(Lp):]. £EbbS1l é3 (ux)-bSl rogton kovet-
kezik, hogy E.:IG‘A3 nem elddnthetd, QiD(A., Kovetkezmény)

Hegjegyezziik, hogy a fentihez hasonld médon bizonyithatd a Ir.,22,2(i)-
b8l az is, hogy ha RCA &€KCCA, 4, o< >3 akkor BgK nem elddnthetd és
ha RRASKESA , akkor EgK nem elddnthetd. Megjegyezziik tovabba, hogy
[N85b]-ben bizonyitottuk, hogy o< 2w  esetén csak "trividlis" KQCAK
ogztdlyokra igaz, hogy EqK eldanthetéx/. Ugyanott azt is vizsgaltuk,
hogy véges o< ‘epetén mely KCCA -ra donthetd el EgK.

Ebben a fejezetben az "eldonthets" fogalmat nemcsak > részhalmaza-
in értelmezziik, nem is csak termhalmazokon, hancem mds halmazokon is (pl.
végestipusi véges algebrdk halmazdn), az intuitive természetes értelem-
ben. Hasonldan jdrunk el rekurziv filggvények esetében is. Az "eldonthe-
t8", "rekurziv', Vi gzamithato" szavakat szinonimaként haszndljuic. Bizo-
nyitdsok belgejében a kapcsolddd kifejezéseket "pongyola médon” hasznidljuk
néha, pl. azt mondjuk, hogy "N(T) kiszdmithatdé" ahelyett, hogy "az N
fiiggvény kiszdmithaté", vagy hogy "eldonthetd, hogy van-e 7T-fa" ahelyett,
hogy "van egy rekurziv filggvény, mely minden T-ra megmondja, hogy var-e

,-C-_.Fan.

2, DEFINICI6 Legyen K egy struktura-osztdly. (Tehdt K algabra-osz-

tdly is lehet.)
(i) Azt mondjuk, hogy K erSsen eldtnthetd, ha.hasonldsdgi tipusa vé—

ges és van rekurziv f : W > W fliggvény, melyre igaz, hogy

a) (VOEK)(¥Xe A)(TLeK) [x100 = x]&  és IB1<£CIx)] , ée
b) {OlEK : A €w} elddnthetd.

i'E/Ezz:.el bizonyitottuk azt is, hogy EgMn, és IEqgllg, nem eldonthetd (hi-
gzen ozek nem "trividlis" részosztdlyal CA.~nak), ez megoldja a [T ]
4.11 és 4.12 Problémdkat, (Ld. még LLBShl.)
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(11) Fx & fgex : laj<wy. ¥

(1ii) weql jeldli a K-ban érvényes kvizi-azonossdgok halmazdt. [

3. MEGJEGYZES Legyen K egy algebra-osztdly.

(i) Ha K erdsen eldénthetl, akkor ktnnyen ldthatdé, hogy EqK el-
dsnthets, s6t.a K-ban érvényes univerzdlis formuldk halmaza is elddnthe-
t6. Specidlisan, QeqK elddnthets, és emiatt a K szdproblémédja megoldha-
té, Ezenkiviil BgK = EqFK, g6t sz FK és a K nem kiillonbdztethetd meg
egyméatdl még univerzdlis formuldkkal sem.

(ii) Xapcsolatok EgK eldonthetSsége és EqK=EqFK kozdtt: Taylor
[Ta79]1p.26 emliti, hogy ha X végesbdziali (vagy dltalénosabban rekurziv
bdzisdi) és BgK=EqFX, akkoer EgK eldéntheti. (Valdban, ezt nem nehéz
létni: EqK felsorolhatd mert K véges bdzigi, mdsrészt a K ~ban nem~-
érvényes azonogaszok is Telsorolhatdk mert EgK=EqFK és K végeabdzisi).

Itt azt, hogy X rekurziv bdzisi, nem lehet kicserélni arra, hogy EgK

felsorolhaté: Legyen N&SW felgorolhatd de nem eldonthetd, legyen E g
{gfn0=fn0 : neN} (tehdt f,g egyargumentumi fiiggvényjelek és O konstans-
jel) és legyen K az E -vel definidlt varietds, Akkor kénnyen 1léthatd,
hogy EqK felsorolhaté de nem elddnthets és hogy EqK=EqFK. Ez a példa
egyben azt is mutatja, hogy a b) feltétel nem hagyhaté el a 2.D(i)-bél
(anélkiil, hogy "K erdsen elddinthetd = EgK elddnthets" ne vdljon hamisgad).
De forditva is, nem nehéz konstrudlni olyan K algebra-osztdlyt, melyre
EqK végea-bdzisi és eldontheté de EqK f EqFK : Legyen E = {gfx=x,
g20=03 és legyen K az E-vel definidlt varietds, Akkor kdnnyen ldthaté,
hogy EqK elddnthet§, FK E O=f0 és K ¥ 0=f£0,

(iii) Henkin azt bizonyitotta, hogy Ca, erdsen elddnthetd, adt
RCA,, is erSsen elddnthetd, 1ld., [HMTI12.5.4, 4.2.8. [N85c]-ben mi is azt

2
bizonyitottuk, hogy WA és NA erdsen elddnthets. g

%/ . . -
Iz az P operator nem tévesztends Gssze az F e rn’ kitiintetett formula-
val.
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IIT.1, A nem-kommutativ cilindrikus ebrdk azonosgdgelméletének elddn-

$ége - a'kvagﬁgfgg_?blcgerélhethégének bizogxitégelméleti_ﬂg}ent6gé§e!

Az aldbbl NCA, algebraosztalyt R.J. Thompson definiélte és vizs-

gdlta el8szbr, & "pemkommutativ CA "-knak nevezi az NCA ~ elemeit,

4, DEE_‘_:_[NICIé Legyen o< tetszdleges halmaz. NC4, azon (’)[EC'L‘Ak-beli
-et kivéve a CA_-t definidlé

algebrdk osztilya, melyek teljesitik a 04

azonossigokat, azaz

-4 o

o Y .
3UC;UC UG, 1. o

(4

>
2

O
NCa LOLECTA_ : @l CqL C, UC UL

[

Aldbb bizonyitjuk, hogy az NCA, osztdly azonossagelmélete elddnt-
hetd, nincs olyan azonossag, mely a véges HCA ~kban érvényes de NCA -
ban nem ha o<<w ; de mégis NCA, nem erdsen elddnthetd mert van egy

kvédziazonogsdig, mely a véges NCA_-kban érvényes és NC.46<-ban nem érvé-

nyes.

5, TETEL Legyen o tetszbéleges halmaz.

(1)  EqNCA, elddnthetd (ha o elddnthetd)
(i1) EqNCA_ = EqfNCA, , ha oKX<Ww.

(1ii) QegNCA_ # QedFNCA_, , ha o<\ >3, Tehdt NCAD< nem erdsen el-
hetd, ha o< = 3.
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Bizouyitds: ElSsz0r néhany jelolést vezetilnk be. A kivetkezs konstruk-
cidkban gyakran fogunk kifejezésekkel (termekkel) bénni. Legyen X egy
vdltozéjelhalmaz és legyen xEX rogzitett. me(cilx) helyett csak Tm
~t fogunk frmi. Ugy ‘képzeljiik. hogy Tm elemei az X-bSl a -"'ci’di,j
(i,j€ o< ) miveletekkel épiilnek fel (tehdt a 0,1,+ ~t levezetett operdci-
oknak tekintjiik).

Definidljuk a 1, algebrai tipust a kévetkezSképpen:

a .
to( = i(tin'i) H i€o<, nGMUTm3 »

azaz 4, ~ban csupa egyargumentumi fiiggvényjel van, Tm{x}(t“) helyett
csak Tm(t,) -t {runk. Ha " egy termhalmaz, akkor Részt(l) jelsli al
elemei résztermjeinek halmazdt, Részt({e}) helyett csak Részt(#) -t
irunk. Részt(6)’ §8,-8 : JeRészt(6)} .

Definiéljuk egy & € Tm Ume(tx) term A1&l hosszdt:

(NA 2 b ha yeX,
d .
“ = c ;]
ltinw iwi+1,  ha bW me(to{) , és

d

ﬂdij“ = 1 »

-5 £ legot disg4
n&sn&‘uamsn, ha 6,0€™n és 1i,j€c<.

Ekv(H) jelsli a H halmaz ekvivalencia-reldcidinak halmezat., Ha e€
Ekv(H) és GGH akkor Gl 2 2:ne. Megjegyezzilk, hogy ha e €Ekv(H)
ss heéH, akkor e’%i} a h ogztdlya sz e szerint, Legyen o€ Ekv(H) és
geH, Axkor e(g/h) Jjeltli azt az ekvivalencidt H -n, melyet Ugy kapunk
e -b6l, hogy g -t & h osztdlydhoz tesszilk 4t ha heéH, egyébként ha

héH akkor g -t egy teljesen kiilondllé osztélyba tesezilk, azaz

d 2
e(g/n) = [(H~1g})]e]U “(1etuetD.
(Megjegyezzik, hogy ha h4H akkor e'y0.) Azt mondjuk, hogy i szin-
guldaris e -ben, ha e"{i}:!i’s. A kovetkezSkben feltesazilk, hogy o rend-
szémokb6l 4116 halmaz, Ekkor o«-n van egy j¥lrendezés,a &, éa ha I"go<, ak-
kor min(PM) jeldli e rendezés szerinti legk.sebb elemét [-nak.

5,1 DEFINICIO Legyen e €Ekv(x) és TETm.

(i) Definidljuk E° : Tm(t ) - Ekv(x) -t rekurzidval a kivetkezSképpen:
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Ex) e &5 E°(f, W S E°(W(i/n) pe t weTm(t).

{(ii) Legyen i€, n€éxuUTm és WE Tm(t‘x). Azt mondjuk, hogy w i-vel
kezdSdik, ha w=t ,w’ valamely P és w’'-re, Definidljuk ’
2 Tm(t,) & Tm(ty) -t a kivetkezdképpen:

in
4 (min(E°(w)'fnl) ha nex
Legyen k = ha ndo¢ Axkor
v ha (i.;n)EEe(w) ; 6ogyébként
tgnw d tikw ha w nem kezdfdik i =-vel
t, W ha (3 I«)w:tilw" és  (i,k) € E°(w’)
w ha (3 L)wet  w/ &8 (i,k) eE%(w’)

(iii) Azt mondjuk, hogy P egy T-fa, ha
(1) PSTm(t,)xTm, és ha (w,6) €P akkor Mh< v, (¥i,n)[¢;
el§fordul w-ben 3 n€Részt(T)Uot], és 6€Részt(vYU{d ,=d; ¢
i,j€x},
(2)a) (x,t)EeEP
b) e S {(i,9) : (x,d; ;)€Y CBRv(ec).
c) minden weTm({ ), 1,J€x és 6,0 € Tm -re
1) (w,6)eF 3 [(w,d;,) 1 (1, DEE(WIVUW,=a;5) ¢ (1,9)¢E°(wICP
c2) (w,6'0)EP » {{(w,8),(w,8)YCP
(w,~(6:8))eP » [(w,~6)EP vagy (w,-8)EP]
(w,-(-F))EP » (w,B)€EP
(w,-cis)EP > {(tinw,-s) : n€x vagy tgnweDomPl cCP
(w,cie')EP 3» (Ine xURészt(’U)’)(t:nW.G')eP
c3) (w,5)EP » (w,-6) 4:]?. -

A T-fa szemléletes jelentésérSl ld. a 6.Mj(ii)-t.

el A'LLIT}'\S Legyen TE€Tm,
(1) H(H},< W 20 <E=» van T~Fa.

(1i) Van N : Tm =@ rekurziv fliggvény, melyre igaz, hogy
[Nea, k =0 &= {OLENCA, : [Al&N(®)} k T=0], ha x<w.

Bizonyitds: Az 5.2.A. blzonyitdsdban szlikséglink lesz az NCA, ~hoz tartozb
atomgtrukturdk definiciéjara.
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5.3, DEFINICIO Legyen &= <B’Ti'Ei;j> 1,3e0 olyan, hogy minden i,je€

2.'3 éa E, . <B,
1J

(a) Azt mondjuk, hogy o& parcidlis N-atomstruktura, BepNAt, , ha &
teljesiti az aldbbi (i)-(iv) feltételeket, minden 1i,j,k€c-ra.

o<=-ra T,C
i

(i) 'l‘ie Ekv(B) .

(111) B =m*5 . ha k¢33 .
(iv) Tianij CId ha ifj.

(b) Azt mondjuk, hogy « N-atomstruktura, al’f.ENAto(, ha o5 a fenti (i)-
(iv) feltételeken kiviil teljeafti az aldbbi (v) feltételt is, minden

i,J,k€~-ra:
2% ]
A1 N e T - g q{f
(c) Legven &epihat,. Akkor of = (B.Ti 7y >i,.‘j&cx’ azaz d5 univer-

zumat B -vel és a megfeleld reldcidkat .4 fels§ indexxel jeldljiik,
he mdst nem mondunk, Hasonldan jdrunk el mds gdét betik esetén is,

(d) Legyen JZepHit, , DbEB éa 1i,j€ex., Akkor
2y & §(1,5)e% bemfj} és

& 4 2 , . 4@ d
t7, ¥ {(a,m)e% aTsb és bEEfji,hai!‘d. t SIg . =

5.4, ALLITAS NCJ‘-‘.‘>< = ISNINA‘%( .

Bizogxita’s; [H.HTJZ.T-S’ 2.7.14, 2.7.34"']’61 kavetkeZik 2-7043(11) bizow:i-
tdsdnak mintajdra. Mivel rutinbizonyitds, nem frjuk le, |

5.5, MEGJEGYZES A kovetkezSket kinnyd ellendrizni, ezért nem irjuk le a
bizonyitdsukat, A megjegyzée (3) részét kés6bb nem fogjuk haszndlni ~
f6leg az intuicld megsegitése végett irtuk le, mivel a (3)-ban leirtak ri-
mutathatnak arra, hogy miért definidltuk a dolgokat vgy, ahogy definidltuk
Gket. .

(1) NAY, az I.4.2 fejezet (b) pontjdban definidlt AY, osztdly bS-
vitése, nevezetesen az At, definicidjdbdl elhagytuk azt a feltételt, hogy
TilTj=TJ.|Ti minden i,jéx-ra. Ezenkivil pNAt, = {X]oL : OLENAL , XCAS

(itt a "C" rész pl. a késébbi 5.10.L-bél ktvetkezik, a """ részt



kénnyd ellendrizni). Szemléletes, természetes pNAt, -kra (még) példa az
I.4.2 fejezet (c) pontjdban definidlt &c(V) struktura: Legyen V<™U.
Akkor konnyen ellen§rizhets, hogy &ir(V) EpNAt,, és [Olr(V) ENAY, <=
(¥oeV) (¥1,3€<)a(1/5,)€V], Legyen @l < g - OwV), seV és ijesc. Akkor
ellendrizhetd, hogy Ea(s)—-ker(s) és (s)=s(1/s ) . Megjegyezziik a-
zonban, hogy az {0&(V) : (Fm)ve™ U_}CpNAt osz'l:alyban sokkal tobb sza-
bdlyossag teljesiil, mint pNAt -ban, végtoelen sokkal t&bb, 1ld. a késdbbi
8,T(iii)-at.

(2) Legyen J&epNAt . Nem nehéz ellenfrizni, hogy minden i,j€

és @a,bEB -re

E'ﬂ : B EBkv(c),
tfj parcidlis unér figgvény B -bSl B -be és
[(¥1,je oc)t’i“j totdlis (azaz Domtfj=3)] &> & ENAY,,

Ez(tfjbhE‘?_(b)(i/j); ésha a™¥b, afb akkor
[(o("-’ii})lffe(b)=(o<“-’{i})lEs(a) és E‘s(b)=E‘r5(a.) => i szinguléris Eg(b)—ben].

-4
Legyen a tb'(-tipusti kvdzivarietds a kovetkezd formulakkal definidlva:

(3) Legyen a 1. algebrai tipus a kivetkezd: 1 d i(tij,l) : i,j€6x $,

Minden i,j,k,f€éx -ra

(a) tijtikx-:tijx , ha i#j]

(B) tiix=x, 1: 1::I . X= tj:].x’ tlktlatkax t., jtij

(c) tkitijx=tijx © t ox=x , ha i é{x,2l.

Legyen = KAy Dy s €%r €3 E %a) 2 1(1,5)€% - t; ja=al, ha

a€A, Akkor a (B) il1l, (A),(C) azonossdgok azt fejezik ki, hogy Ea(a.)e

Ekv(e< ) 111, E (tija)=E“(a)(1/a). Legyen RNt,)& =<B’tfd D5 seac b2

LENAL, . Akkor beldthaté, hogy Y, = 1RNE )& : BLENAL I, és Y # HY
tehdt Y, nem varietds, Ezenkiviil NAt, és V, ‘definicidsan ekviva-
lens a [BMTII. rész p.56 értelmében, ha oK >2.: Az elsérendd definicidk
(melyek egylittal kvantormentesek is) a kovetkezlk: Legyen 1i,j€e<,
tygx=y @ (xTiyAEij(.v)) ha i#j, t,;x=y & x=y,

- ce - aa rd .{ i — .
Xy <> tijx tijy (ahol j€ o<~v{i} rogzitett), Ei&'x) &> tlex
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Legyen o< € megjegyzés hatralevs réezében, az egyszeriség kedvéért,
A kés6bb bizonyitott 5.10.L. szerint mind NAt, mind V, erSsen elddnt-
het5, tehdt pl. V, szdproblémdja megoldhatd, Az 5.T(iii) szerint azon-
ban CmNAt, nem erdsen eldontheté (és a bizonyitdsbél kévetkezik, hogy
CmV, sem erSsen eldénthetd). Sdt, EqY, eldontésére van egy egyszeri,
"normdlalakos" eljérds is, melyet aldbdb {runk le.

A ] : Tm(4,) = Tn(t,) figegvény definiciéjérél: Keénnyen ellenS-

in
rizhet§, hogy Ol f 5, wet; wlal ba oley,, sea, Ea)=e 48 t, we

Tm(t.). S&t, t; -t gy definidltuk, hogy a belSle kaphaté normilalak
fogalom segitségdvel lef{rhassuk a V. =ban érvényes azonossdgokat: Legyen
e EEkv(x) és definidljuk az n° : me(t;) > ‘J.‘mx(t;() fliggvényt a kdvet-

kezdképpen:

ne(y)gy ha yeEX és

e d ,e e ’
n (tijw) =tijnw ha i,j€cx és w(:'l‘mx(‘co().

Axkor n® kiszémithaté (rekurziv) fiiggvény és beldthatd, hogy minden w,

(') -
zEme\to() ra

{ 3o42¢) v, E w=z &> (¥e€Ekvi(x)) ne(w)=ne(z) .

Ez ad egy egyszerd eljdrdst a ‘u&-ban érvényes azonossédgokra, A (sm=) bi=-
zonyitdsdt Sssze lehet rakni az 5.7, most kovetkezd bizonyitdsdnak egyes
részeibSl. Erdekes lenne tudni, hogy az EgNCA,, elddntheidsége vissza-
vezetheté-e az EqV, -éra, azaz hogy van~e rekurziv +tr fiiggvény a cilx
s 1, -tipusi mzonossdgok kdzdtt, melyre igaz, hogy NCA, k q &

é
V. F tr{q), minden q azonossigra. g

Visszatériink az 5.2.4. bizonyitdsdra.
Q) "NCA;,‘ ¥ T=0 => van <t-fa" 'b_iZOIL‘L:ftég: Tfh. NCA“ ¥ T=0. Akkor
az 5.4.A. szerint van QIENAt, &s k : X > SbA, hogy £ S Luwel K T=0[k7,
azaz T-[k]#0. Legven a&Ttlk] és legyen e 8 Ma). Definldljuk re-
kurzidval Pm és hrn -et Ugy, hogy teljesitsék az alabbi (m) feltételt:

Legyen 1Dm g Doum és Rm g Rng?mw({dij,- 15 : 1,jexIUfx,-x xex}),

5 d
ég B =P ~P , ha m>O0,

= d
ahol Po = Po
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() ¥l D & iwetm(t ) : Iwi<mdl; Dm=Re'szt(Dm); LFLLD neRéazt (T YU
#2 Il <lti-m ha 6€R 5 RmQRészt('U)’
H3 - hm : Dm > A
¥¢ hweptk]l ha (w,6)€r
x5 E'(h w)=E°(w) ha weD_

%6 hm(tisw)esc[k] ha +t EDm,e?- 6€Tm

ig"

< .
7 hmw T, h (% ha ifo<, nExUTm,éstinw €D .

1 Palt3n™
Legyen P, < i(x,'t)}U{(x.dij) : (i,j)ee}ut(x,-dij) : (i,j)eztxwe},

d
h, = {(x,a)} . Akkor Pyoh

9 teljesiti (%) -ot. Tfh, Pm'hm teljesiti
(x)-ot. Legyen

d e e
H = {(w,1,6) : (w,0,6)€R , (VnExUTm)[tinwEDm = hm(tinw)¢5£[k]]}._
Legyen b : Hm‘->A olyan, hogy minden (w,i,s), (w’,:L,S)t’:Hm -re

(hmw)Tf‘b(w,i,s), b(w,i,6)€ 6% (k] és

b{w,i,6)=b(w’,1,6) ha (hmw)Tg((hmw’).

Ilyen b figgvény van, Definldljuk £ : H = Tm(t,) -t gy, hogy

<

Legyen

{tzsw ha EXNv(w,i,8))%}= {1}
f{w,1,5)

2w ha keming(b(w,1,6)) T~ 1Y,
G, 2 ((w,1) : (35 €Tm)(w,-c,6)€R 3,
WS ie(w,1,6) : (w,1,6)eH 3ULES w : (w,i)eG , ne},

B, 48 OUE(,1,6),5(w,1,8)) : (w,i,6)eH 30

m+l

e 4 8 . €
U{(tinw,tinhmw) : (w,1)€G_, n =< §,

P s & (00,4, ) : wel, (i,;j)eEeéw)SU
{(w,=a;5) : wel, (1,9)€ o ~E2 (w)30
{(t5 #y8) 1 {Wyc.6)€EE , t5 weD , h (5 w)e 6T (k13U
i(£(w,1,6),6) : (w,i.s)EHm3 O
{(tznw,-g) : (w,-cis-)e.'l?m, n€cc Vagy t:nwEDmUW}U
w,8) (w,o"-é)epmgu {(w,d) : (w,s-é)erm}u
$(w,=6) : (w,=(6-6))EP_, h we(-8Y [k]3U
{(w,=8) : (w,=(6-))€B , b we(-8) [kI}U
{(n8) : (w=(-s))er, U p .



~ 119-el gzemben -

W hsa (i,n)EEe(w); egyébként
t..w ha w nem kezd8dik i-vel

te ) o il ] o

in tikwf ha, (Sﬁ)w-:tiiw/ éa (i,k)¢E (w’)
v’ ha (3L)w=t v’ &s (1,k)eE®(w’)

min(Ee(w)x{n'g ha n€oc
ahol k = {
n ha n¢o< v
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Belatjuk, hogy P, és h ., teljesiti (x)-ot. A definicick alapjén
nyilvdnvald, hogy %1 és u2 teljesgiil, KévetkezbSképp azt ldtjuk be,
hogy h -y fiiggvény. A bizonyitds sordn hm helyett c¢sak h -t irunk,
E18bb beldtjuk az aldbbi (1)-(5) segéddllitdst,

a a
(1) h(tikw) =tikhw ha tikwEDm és kéEoc.

Valéban, ha tikwen , akkor w&'DlIl a ®l miatt (igy h értelmezve van w -n)
és %7, #5 miatt h(w) ‘.l‘ h(t w) Eda' , azaz h(tikw)z-tf’khw (mert QL€
NAt ), ha i#ék, Indukciéval belétha.té hogy %, W ¢Dm he i=k., QED(1)

(2) & hw:t

" e s
in klhvr ha tinw-tk.'ﬁw ’ weDm, i,néx,

Valéban, legyen wéD s 1,méx és t w—tklw” . Ha (i n)EEe(w) akkor
tiniaw EDm és ®5 mia,tt ta hwshw, igy (1) szerint tm hw @ hw =

(b, ¥ ) = tuhw . Tgh. (i,n) $E°(w) és legyen keminE®(w)™n} Tfh.

t: w-ti w”/ ahol vagy w'=w vagy (3 £éo<UTm)w=t11 7, Mindkét esetben

w"’ED (wED és ol szerint) és a %7 miatt hw 'I‘:L bw”, {gy mivel (n,k)€
E°(w) = FYhw), azért Phw e t%hw = tRhw’ . 4 t]  definiciéja sze-
rint az az eset maradt még, hogy t:nw-w’ a.hol (il)vmtizw’ éa (i,k)¢
E°(w’). Akkor weD  és (1,n)€E®(w’), hw Tf‘hw/ 1gy tg-nhw:hw'. Ha

w/=t_ow akkor (1) szerint hwfutg‘z}m" . QED(2)

e a e
= S o
(3) h(tinw) t;hw  ha w,t; we€D

Veldban, ha t;nwtkl valamely k,Z,w" -re, akkor wed — és (2),{(1)-
b8l kapjuk, hogy t“ hw = tnhw”. h(ty W) = h(t? ,W). Ha t: w=x,

akkor vagy w=x vagy (:‘31})%1:11::. Ha w=x akkor (i,n)eE {w):E“(hw),
h(tinx) =hx=t hx. Ha wet,,x, akkor (1,n)€E? (x)~Id és gy hxst h(tﬂ,x)

(mert h(tﬂx) '.I‘i hx). QED(3)

(4) f£(w,i,6) = tiaw” , w""EDm és hw'l‘ hw? vagy
£(w,1,6) = t, W' , wi€D  és blw, 1,6) = +2% hw és

(5) £(w,1,6)¢D_ .

Valéban, legyen (w,i,6)€H  és 23 ¢(w,1,6), b2 b(e,1,6). Mivel
£€{t? w : nfocuTm}, azért ha f£ED  akkor ngd et[k], a H_ defini-
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serint, Tfh. Ea(b)"m {i}. Akkor 2= tS.w. A t5.w definici-
+édthatd, hogy t =t ie” w?/ ahol vagy w/=w vagy (EFL)w=t if.w”
¥ gk't esetben w”tD és hw 'l‘ft hw' a w7 miatt. Tovdbbid, £ = tis_w"¢
D e v5 miatt. Tfh. E“(b)'{n;! {i}. Akior % = 7w ahol
k = mJ.nF&(b)“{i’rVil}. Azaz k#i és bedmk. Ekkor hw Ti b miatt be

0
tohw. Fzért £= t; w¢D , hiszen ha t; we€D lemne, akkor (3) szerint

(5, W) = t khw = be 55k] lenne. Ezért, és mivel E™(b) = EX(hw)(1/k)
miatt k = minEX hw)Mid, w5 szerint 1: K = tikw ahol w'=w vagy
(FR)w=t, pu’ tehdt mindkét esetben w"’E D és hw Tg_z’ hw” , tehdt b=
m ’ r A
tikhw B QED(4 és 5)

K¢szen vegyunk annak bizonyitdsédra, hogy h -y fiiggvény. Azt kell
bizonyitani, hogy ha (w,2),(w,g) ehm+1 akkor f=g. Tfh. (w,f),(w,g)€

hm-l-l‘

4, Eset. (w,£),{(w,g)€h. Ekkor f£=g a x3 miatt,

2, Eset, (w,f)€h, (w,g)¢h. Ekkoxr w(‘:D , ezért (5) mlatt (w,g) =
('kznw’,t?‘nhw’) valamely n€ec< és (w/ i)EG -ro, Mivel t;’nw’nwéDm,
ekkor (3) szerint £ = hw = h(t] w’) = t“hwf = g

3, Eset, (w.£)¢h, (w.g)#h. Elég a kovetkezdket beldtnunk minden
(w,i,5), (w/,i’, E;")EHm, (w’,;j),(w.i)EGm és X,n€cc egetén:

f{w,i,8)=f(w/,i’ ,6’) =» blw,i,6)=b(w’,i’,67)

f(w,i,ﬁ')r:t;nw/ = b(w, i,6)=tqﬁhw’

::e,"’:t;n“’ = # hw:t”‘ hw
2sh. £ & £(w,1,6) = £(w/,i’,67). A (4) szerint ekkor vagy f = £y
i=i’, &=’ és hw Tf hw? T?_" hw/, ebben az egetben b(w,i,5)=b{(w”’ ,1,6)
=b(w’,i’ ,6’) a b fliggvény megvdlasztdsa miatt; vagy £ = tikw” és

ekkor b(w,i,8)= t W =b(w’ i’ ,67). Dfh, f(w,i,s')at;nw’=tikw” . Ek=

t

t3 z . 3 L i 4
kor k¢o< mert (5) miatt t,jnw ¢Dm és gy mivel w/€D , n€x, a

t® @/ definicidjdbél lathatd, hogy kEéox. Ekkor (4) és (2) szerint

*gn
b(w,i,G’):tgzl'chw” -t“hw . Tfh. 'bglw».t;nw’:_:t_‘. Ha £€D, akkor (3) sze-
rint t?zhv.r:t?‘nhw . Ha ;éDm akkor _:E::tpkw’/ alakd és ekkor (2) sze-
rint t;mihw=t?khw” =t hw’,

Belattuk, hogy hrn i fliggvény.
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Beldtjuk, hogy #5 teljesiil a hm 4 —Tes Legzyen wEDm+1. Ha wEDm
akkor készen vagyunk mert hmg hm+1 éa ¥5 teljesiil hm -re¢e, Tfh, W€
W’VDm. Akkor w=tikw” valamely i€ , k€ xUTm és \W"EDrrl -re; és
E®(w)=E®(w")(i/k) = E*(hw?)(i/k). Tfh. w=f(w’,1,5) valamely (w’,i,6)€

H, -re. Legyen b 2 v(w’,i,6). Ha k§fx, akkor k=& a (4) szerint és

Ea(b)nE“(hw”)(ils) mert b 1% hw’ és EX0)4ik{13. Ha keéx, akkor
bet]: hw’ miatt E (b)=E"‘(hw*)(1/k) Tfh, wetl w’ valamely n€x és
: (w’.;j)EGm -re., Akkor a (2) szerint £ d hm+1(w) = t?nhw’ = tfkhw"' és
fgy EU£)=EYhw’)(1/k). Beldttuk, hogy #5 teljesil h_., -Te.

¥4 teljesiil Pm+1 -re, mert u5 teljesiil és mert m4 teljesil Pm ~-Te:
Példaként megnézilnk két esetet. Legyen (w,d j)EP e weW, (i,3)€E%(w).
Akkor u#5 szerint (i,a’)&Ea(h 1w), tehdt h ¥ Ed":J . Legyen (t w.-s)e
E‘I‘m_l. ahol (w,-—cis)E'Pm és n€o<, Akkor h WE(-cie.')‘c[k]. igy mivel

%n (t

kénnyen ellendrizhetd, hogy hmw Ti kapjuk, hogy hm+1(tinw)e

inw)’
€ (-—6){[1:]. A tobbl eset teljesen hasonld, ezért nem irjuk le.
Beldtjuk, hogy 6 teljesil h ., -re: Tfh, t, we€D ,~D. Akkor
ty s"=f(w’,1,6) ~valamely (w/,i,6)EH -Te (14. & (4),(5) bvizonyitédsat),
és ekkor b(w’,i,6)€ 6% [x],
Beldtjuk, hogy %7 teljesiil hm+ZL ~re: Tfh. tinw EDm+1~Dm. ga ,

/! o : =
tinw:f(w ,1,6) akkor (4) szerint hm+1(tinw) Ti hw, Ha tinw = t;jkw

akkor hm+1(tinw) Ti" hw a (2) szerint.

Beldttuk, hogy (%) teljesiil Pt és h oy ~Te.

Legyen P = U{P . m<itl}., Beldtjuk, hogy P egy T-fa. A kbvet-
kezdkben a T-fa dafimciéja’.ba.n szerepls (1), (2)a)-(2)c3) feltételekre
fogunk hivatkozni., (1) teljesiil a1l és »2 miatt, (2)a) teljesiil mert
(x.fG)ePO_C._P. Indukcidval beldthatd, hogy (2)cl) teljesiil minden Pn -Te,
tehdt teljesiil P ~re is. Legyen h s Uih : m< itl3, Akkor
h : DomP > A és hwe€ G'J:[k] ha (w,5)€P a w3 és %4 miatt, ezért (2)c3)
és (2)b) is teljesiil (mert (2)cl) teljesiil). 4 (2)c2) teljesiil a #2 mi-
att (s a P el definicidja miatt). Beldttuk, hogy P egy T-fa. A bi-
zonyitds ezen részének szemléletes jelentésérdl ld. a 6.,Mj(1i)=-t%.

(II) "Van T-fa => fOLENCA, : IA|<N(v)} ¥ T=0" Dizonyitdsa (ahol
N -t késdbb bizony{tds végén definidljuk):




= 122-61 gzemben -

ha (i,n) €E%(w); egyébként
t, . w ha w nem kezdddik 1 -vel

ti W ha @R)wst w  és (1,k) ¢E°(w/)

w’ ha  (3L)w=t, ' és (i,k) EE®(w’).

 [min(2%(w)*{n}) bha nex ,
gqos k= {n ha n€é«x .
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Legyen e€Ekv(x). Definidljuk indukciéval:

Ng g:{xku
d ]
N;ﬂ S {ty,W ¢ wGN:, i€o¢, n€ox U Tm},
xe & U{N; : mEwsl. Ninden 1i,jEcx -ra legyen

[ fweN® : (1, J)eEe(W)S'

g {(w,w) : weN®3U
i(w,t w)Ezme) s nEOCUTm},U{(t e w)&sz ): neccuTmiU
{1ty ", 1: w)ezél ): n,m€oc U Tmi

e
[ <N 'Ti’Ei;l>i,;160< .

i.‘i

Bbd

5,6, LEMMA T1° € NAt.

Bizonyitds: Legyen e €Ekv(x) rdgzitett, Legyen néw és &
U{,N; : m<n}, El8sz8r bizonyitjuk a kovetkezd két 411litdst:

(1) N = Részt(N?)

(2) Ha tikwene és ke, akkor a kivetkezd (i)-(1ii) teljesiil.

(1) (1,6 ¢ E%(w)
(11)  ksmizf®(w)'))
(iii) w nem kezdddik i-vel.

Valéban, (1)-(2) -t konnyl indukcidval bizonyitani, a t?nw definicidja
alapjan: Tfh., (1) igaz N" -re és (2) igaz minden w/EN -re. Legyen
wEN , 1€ és n€xUTm, Legyen k Q"minEe(w)"bfg ha néx s k < n ha
n¢o<. Akkor a tinw definicidéjdbdl rdgtdn ldtszik, hogy (1) teljesiil
N"H'l -re, Tfh, n€x. Ha 'tgnwe{w,w’_} cN® , akkor készen vagyunk, Tfh,

’r.e.’ w::t w, Akkor (i,n)#Ee(w) és (n,k)eE°(w) -b3l kapjuk, hogy (i,k)

ik
¢E () &5 keminE®(w)™d, tovbbd w nem kezdSdik i-vel. Tfh. 1 w=
tikw’. Akkor w’ nem kezdddik i-vel mert w=ti1w’ € Nm, tovdbbd (i,k)¢

E°(w’) és (i,n)€E%(w), (n,k)eE°(w) -bS1 kapjuk, hogy (£,k)¢E%(w’), fgy
E® (w)¥=E® (W) -E%(w/) "}, tehdt keminE®(w’)"d, Beldttuk (1)-(2) -t.
Rétériink ennak bizony{tésdra, hogy 7#1°€NAt,. Legyen 1,J,k€ocs

Nyilvdnvaldan, Ti reflexiv és szimmetrikus, tovdbbd Ti tranzitiv
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e "l

(2)(iii) miatt. Tovédbba, Eii=N , E..=E.. és k”Ek;j— mert

ij i

E°(w) € Ekv(x) minden weN® -re. Tfh. k¢ii,J} és legyen wT z. A
T, definiciéjabeli esetek végignézésébsl l4thaté, hogy (:xmik})lEe(w)z
(c-c'u{k’_t,)lE (z), tehat ha weE,, akkor z€E , is fenndll. Tfh. ifj.

c ] . =
Belatjuk, hogy Tln E:| Id. Legyen wTi . WEE:L;]' wfz, Ha =z tinw

és nfoc, akkor (i,n)éEe(w) a (2)(1i) szerint, és (i,n)EEe(z), te-
nét (i,3)¢E%(z) (mivel (i,j)€E"(w)); ha nfox akkor 1 szinguldris
E®(z)-ben, tendt (1,j)¢ E®(2); tehdt mindkét esetben z¢EiJ. Ha w=

tinz valamely n€xUTm -ra, akkor né€éoc< mert i nem szingularis

E°(w) -ben és (i,n) ¢E%(z) a (2)(i) miatt, (1,n)eE®(w), tehdt (i,3)
¢Ee(z). T£h, w-=tinw’, zntimw’ valamely n,m€sXUTm -re., Akkor nEex
mert i nem szinguldris E°(w) -ben. Ha m¢o< akkor 1 szlnguldris
E%(z) -ben, tehat Z¢Ei;j és készen vagyunk, Tfh, mEec. Akkor (2)(ii)
szerint n=minE®(w/)™my és meminE®(w’ )’{m} Mivel wfz azért tehdt ngm
és igy (n,m) ¢E%(w’). Ekkor mivel (i,3j)EE®(w’)(i/n), azt ka.pduk. hogy
(1,3) $ B°%(w') (i/m)=E%(2), tehdt =z §E; . Belattuk, hogy T, N°E By, SId,
Iddig beléattuk, hogy 1 €pNAL . A kéadbbiekben csak erre az 4ll{-
tdara lesz asziikségiink, de a teljesség kedvéért bizonyitjuk azt is, hogy
1€ € NAt,. Ehhez azt kell még beldtni, hogy E 13€ *E, l:nEk:j) Legyen
wEEiJ.

€ - e o o
tki"" Akkor zeEiankiE anj’ éa a tki definiciéjabdél 1ldthaté,

hogy w T, t;iw. Beldttuk, hogy 'JfENAtM. QED(5,6, Lemma)

Ha ké€fi,j} akkor készen vagyunk., Tfh. k¢{i,a}. Legyen zg

5,7, MEGJEGYZES (i) Az N° elnevezés a "normil-alek"ra utal. Ugyan-
is, ha gy definidljuk az n° : m (g‘) > o, (t,) figevényt mint az
5.5.Mj.~ben, akkor N° = { weTm{t,, Y : n®(w)=w} = Rng(n®), vagyls N° a
"normalalaki” kifejezések halmaza.

(ii) Legyen ‘ng Tm(tc;) 13'13. Akkor beldthatd, hogy T az egy e-
lemmel gz E(x)=e feltétellel "generai" szabad NAL, a kivetkezé érte-
lemben: Legyen {IEKAY, és a€k, Ea(a)=e. Akkor van k : ¥ => {0,
k(x)=a 1gy hogy minden afsemto(, bEB, Eg(b)ne_z és h : 8 >4, h(b)=a
esetén van f : Y = &, f{x)=b melyre k=h°f. (Az &llitas masodik része
azt fejezi ki, hogy k a "legazikebb".) Altaldnosabban is igaz a kovet-
kez6: Legyen e €Ekv(x). Legyen OLE NAt ., a€A, Iﬁ(a):e. Akkor van
k : N% > 0, melyre k(x)=a. a
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Legyen P egy ‘U-fa. Legyen o g{(i,j)eztx: (x.dij)GP}, és le=~
gyen P’ 5 {(w,6)EP : wen®},

KénnyG ellendrizni, hogy P’ is 7T-fa, és nyilvén DomP’ & N°, Legyen
&(P) & pomP’ |7t°. Minden i€x -ra legyen K, & {w€DomP’ : (36)(w,-c,6)€P',

5.8, LEMMA Legyen P egy T-fa és &5 &&(P). Akkor az aldbbi (i)-(iii)

teljestil,
I
(1)  BepNAt és IBl < PQ (UT0) - U<+ Gx1+ IRz t{%)] )) .

(ii) Ha weK, akkor (¥jeo<)(tf_1w létezik).

1
(111) Ha & SOLENAL, és (uex)(vwexi)q':"{w}am"i“‘{w}. akkor
Lt ¥ T=0.

Bizonyftds; (i) kivetkezik 5.6,L.-bSl és abbdl, hogy |{welm(t!)

wls vl < ,g,' ahol 1: = {(,,,2) : i€, nexuneszt(ﬂi. (i1) abbél
kévetkesik, hogy P’ egy T-fs, mert (VweN®)t we tT‘ w, (iii) bizo-
nyitédsa: Tfh, Ul 245 olyan mint a (iii) h:LpoteZJ.s-reszében. Minden
yeX =ro legyen k(y) 4 fweB (w,y)EP{L Akkor Xk : X - SbA. Legyen d:-‘--1
Lw@. Belitjuk, hogy (w,6)eP’ =5 we 6*[k], mégpedig a &-ra vonat-
kozé indukcidval., Legyen & (%) allitds a kdvetkezd:

(1) (vweB)[(w,6)eP’ => we& k1]

Ha 6€X, akkor () igaz a k definiciéja szerint, Ha (w,d, J€P’, ak-
xor (i,j)€E°(w), tehdt wﬁdij. Tfh, (%) igaz Részt(6-8) minden
elomére. Akkor: Ha (w,6-8)€P’ akkor (w,6),(w,8)€P’ és fgy we
11N 6% k1= (6:8)%[k]l. Tfh, (w,-6)€P’. Ha 6=y €X akkor (w,-y)EP'-
b3l kovetkezik, hogy (w,y)§P’ és igy wék(y), azaz we(-yflxl

Ha G=d;, akkor (w,-4, )EP -bS1 kbvetkezik, hogy (i,3)¢ E°(w), gy
wE(- dJ)J: He &= 6’5 akkor (w,-(6" &))eP’/-bSl kivetkezik, hogy vagy
(w,-6')eP’ é3 ekkor we(=8') [k]£—(6’«5)£[k]; vagy (w,-§)EP’ és akkor
hasonléan we-(cf’.d)":[k]. Ha 6=-6/ akkor (w,-(-6)) € P’-bSl kovetke-
zik, hogy (w,6/)eP’, dgy we(6/ ) [k1=(-(-6))[k]. Ha 6=c;6/ akkor
{w,-ciG’)EP’-bél koévetkezik, hogy we](i és minden zeﬂ.‘i*{wi-re (z,-g7)¢€
P’, tehdt zé(s')‘c[k]. feltevésiink szerint ‘I’E_‘"{w}.-—-‘.ﬁf{w}, ezért we
(-ciﬁ’ )K'[k]. Ha (w,cic)er’ akkor (tznw.ﬁ‘)GP’ valamely n=-re,
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e dao| “ & . e o
ekkor tinw E5 [kl és w Ti tinw' tehdt wE(cis) fk]. QED(5.8, Le

5.9, MEGUEGYZES (i) Az 5.8.L(iii) azt sugallhatja, hogy ba aet“[k] ahol
& = LwOl, COLENAt és k : X > SbA, akkor van a -nak egy véges ( T-
t6l fiiggfen nagy) kirnyezete Ol-ban, mely befolydsolja aE'L'k[k]-t, en-
nél "messzebbi események nem hatnak vissza", és a T-fa tulajdonképpen ez
8 kirnyezet absztrakt formdhan. Ez azonban casak a "gzabad" 7'(.361~IA1;< -
kra van igy, d4ltaldban nem: Van <TE&Tm &s OLENAL gy, hogy

Ll L ¥ T=0, de (¥B S AN &KW (BlOL) F 7=0] és ugyanakkor (¥XCuh)
(3BE, A XSB és BlOLENAt, ], Egy ilyen T és Ol-ra j6 példa a
6.Mj(i1i)}~ben a 239, oldalon megadott T &s a kizvetlen utdna megadott V
Crsj—egységbé’l szerkesztett (V)€ NAtB.

(ii) Ardnylag konnyG olyan J%(FP)cC el €NAL -t szerkeszteni, mely
teljesiti az 5.8.L(1ii) feltételét: a &(P) -t lényegéden "szabadon" ki
lehet terjeszteni egy NAY{ -va, De ez a kiterjesztés végtelen lesz, Most
ratériink annak megmutatdsdra, hogy véges kiterjesztés is van, ha <<w . g

5,10, LEMMA L‘egyan o@EpNA't‘;x tetszdleges., Akkor van ULGNM‘:’( melyre
az aldbbi (i)-(idi) teljesiil. '
(1) s c el .

Jodt+{ Bl () |2

(ii) |Al€ #-I|Bl, ehol nzg o |Bkv(ec)|

(1i1) Ha beB, a€A~B és b Ti'a, akkor (EJEN)[thb nem 1létezik].

Bizonyitdg: El6sz8r néhahy jeldlést vezetiink be. Legyen aﬂEPNAtK,

e,e’ €Ekv(ex) és i€pc. Akkor

(1) &le) £ {weB : F(w)=e }.

(2) Azt mondjuk, hogy e —‘i—P.e’, ha (Jké€ode’=e(i/k) és eé-)e’
hee (e —=>¢’ é&s e —> ), Azt mondjuk, hogy Ye —L)e’ jéa &=
benf ha o@(e)*ae'(e’)n'.l'f : B(e) > £L(e) és "o € o/ jé a
G-ben, ha  L(e)XdB(e/)NTy : &le) > Llo!).

(3) Legyen H < j(e,e’,i) : e —i"> e/, ede’}, G ¢ {(e,e’/,i) : e PE TN e, edéd'l,

(4) Ha Y 2L  teljesiti az 5.40,L(iii) -ban kimondott feltételt, akkor
azt mondjuk, hogy € j6é kiterjesztése a o5 -nek.
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iy o/

5,21, RESZALLITAS Legyen o €pNAY, olyan, hogy e ——>e
minden (e,e’,i)¢H -ra., Akkor o8ENAY .

jo a J5-ben

Bizonyitds: Legyen o= (B, Ti’Ei;J> i 360< € pN.M‘r,< olyan mint az 4lli-
tdsban. Azt kell leellendrizniink, hogy i.‘l

j,k€x-ra. Legen b‘iE:j Akkor bEdZ(e), ahol enEg(b), és (i,j)ee.
Legyen e’ge(k/j_). Feltehet]jiik, hogy e’#e. Akkor e—lc—>e’ jé a &-
ben., Akkor van a € 8B(e’), hogy b T, a. Mivel (i,j)€e, azért (i,k),
(j,k)Ee’, azaz a €E,, NE 50 QED(5,11, Részdllitds)

-'1' (EiknEk ), minden i,

Az 5.11,RA. miatt, amikor egy d?,EpNAtx-t ki akarunk terjeszteni egy
0L € NAt -vd, akkor majd az e L5 o/ ket fogjuk lépésenként "rendbehoz-
ni",

Legyen TJl€pNAt . Azt mondjuk, hogy ¥l szabdlyos, ha
(1) N = WxEkv(x) valamely W halmazra és

(11) 7Tl(e) = Wx{e} minden e €Ekv(x) -Ta.

2.02, RESZALLITAS Tfh, TLE pNAL,, szebalyos és e <> ¢/ nem jo az ¥~
ben, (e,e’,i)EG, Akkor van szabdlyos WLEpNAtL,, hogy

(1) A& W/, M= 2-IN|

(2) ee«> e’ j6az Ml-ben

(3) ha eof-‘L> ey jé az 4l-ben, akkor eot-'.j# ©, jé az Wi-ben is,
minden (eo,el,j)eGr -Te.

(4) MWL j6 kiterjesztése Tl-nek.

Bizony{tds: Tfh, N = WXEkv(x). Legyen W/ & WU@XW) és M & WX Elov (o)
(1d. az 2. Abrdt a tiloldalon)., Minden 1i,j€éx-ra legyen
E'f; & $(w,8)eM : (4,5)€8L,

Akkor W(8) = Wx{8} minden & EEkv(x) -ra.
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(a Tf?(‘ egetei)



- 127 - I11.5,T(B)

Mivel e PEIN e’ r;em jé az Tl-ben, azért vagy e Ly e’ vagy
- TO nem jé az U -ben. Feliehetjilk, hogy az elsd eset ail fenn.
Legyen
D giweﬁ,(e) : (@3 z€F(e’)) w o z3}, és legyen g olyan, hogy

i
g : We) > Wl(e’),
hcg, anol h & gr(e)xme )N, ¢s
gD C (Axw)xfe’} . ( (La. az 1. Abrét!)
Ilyen g flggvény van, mert Jle pNAY, és (e,e’,1)éG miatt h is és
h-l is fiiggvény. Legyen minden j€co< ~ra

- d -1
g8=glg ’

Ry = [(w,ep), (w,e0)> : weaxii, (e;,eq,3)EG, e, "'1->ei jé az Y -beni()
T%xy) »
a : A3 a nn =
LJ. = .LjURJ. ha j#i, L, = TJURUVUE ,
wmod ol .
Tj = Y"az L;j tranzitiv lezartja",

d m
MW S<u,T ,EJK:E%JE&,< .

ilegmutatjuk, hogy Wl rendelkezik a kivdént tulajdonsdgokkal. Ehhez eld-
gz26r kicesit kdzelebbrdl leirjuk a T;.n' reldaciokat., :

(1) ZLegyen jex és p T?’ q. Akkor az aldbbi (i)-(v) eset valamelyike

411l fenn: (Ld. a tiloldali dbrat!)
(i) p,qeN és p T:-L q

(11) peN, q€N, j=i és p T“; a bR, q valamely a,béN -re.
(iii) p¢N, geN, j=i és p Ri aghb T?.} q valamely a, b€l -re,
(iv) p§N, q¢N és P Rj q

(v) p%N, q%N, j=1 és p Ri aghb Ri q valamely a,bEM~N -re,

Az (1) bizonyitdsa: Flég azt beldtni, hogy ha p Tgl q Lj r és az (i)=-

(v) eset valamelyike 411 fenn p,q -ra, akkor az (i)-(v) eset valamelyike
all fenn p,r -re is. (Ha p=q , akkor nyilvédn az (i), (iv) valamelyike
411 fenn,) A nem~trividlis esetek a koveitkezdk (megjegyezziik, hogy R.

d
tranzitiv és efe’ ):
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(a) pTagbR q&r.
Belatjuik, hogy ekkor r=a és igy az (i) eset 41l fenn., b R q m:.a.tt

b=(w,eo) és q=(w,e1) valamely w, ey és e, -Te, gy, hogy & é—-—)e
jé az ¥ -ben, vagy b=q. a Eb és q E r miatt ieo,e,l} G.{e,e 1, és

igy mivel e <i> e/ nem j6 az 7L -ben, azt kapjuk, hogy e5=€y és igy
b=q. Ekkor a Eb és b gr miatt a=r. —ff-

_ A A
(b) PR, aBDTL qET és rén, P ! r

Beldtjuk, hogy r=a, és igy a (iv) eset all ferm p és r kozott. a E b
és q £ r miatt b=(w,e ), q=(z, el) valamely w,z és fe .ea}C {e,e’} -
re. Akkor aéN bEN, qu r%N, b '.l‘i q ésa E definicidja miatt ep=ey
2kkor viszont b T, q miatt b=q (hiszen i nem szinguliris sem e, sem e -

i
ben), és ekkor m Z b, b g r miatt a=r,

R, 3 e 3
(C) PRiagbRinr. — g Q«)/‘

Az eldz8khbz hasonldan, da £ b Ri q g r miatt b=q és {gy a=r, tehdt
a (iv) eset 811 fenn p és r kozott. QED(A )

Készen allunk arra, hogy Wl kivdnt tulajdonsdgait bebizonyitsuk. El&-
szor megmutatjuk, hogy (€ pNAt, . 4z 5.3.D.-beli (i) teljesiil mert az
L. reldcidk reflexivek és gzimmetrikusak, a (ii) nyilvdnvaldan teljesiil,
Legyen k¢{n,m}, k,n,mEc , pﬁEgLn és p T"l:t q. Akkor qEEng is fennall,

mert kinnyen lathatd, hogy L "meglrzi Em -et", Legyen n#m, p,qum

éds D Tm q. Az (1)-beli (i)-(v) eset végignézésével belatjuk, hogy p=q.
Az (1) esetben p=q mert (€ pNAt, . Vegyiik észre, hogy Emsz q, te-

hit p=(w,8), q=(z,8) valamely w,z,8 -re, tehdt a (iv) esetben is p=q.
Beldtjuk, hogy a tobbi eset nem dllhat fenn.: Tfh. p T'i‘ a bR, q, n=i.

Ekkor a€lN, b¢N, tendt (E(a), EWb={e,e’3. Tfh. EWa)=e. b R.q
miatt e’ P j6 az Tl-ben (ez akkor is igaz, ha b=q és igy e’=8,
mert i nem gzinguldris e’/ -ben), tehé&t van reEn(e’), hogy p '.1'.‘;(_’ r és
ekkor a T r, tehat a€N~D, ami ellentmond‘ aghb, b#N -nek. Az
EY (a)=e’ eset teljesen hasonld, Ezzel beldttuk, hogy a (ii) eset nem
dllhat fenn p és q kozdth., Hasonlé gondolatmenettel léthatd, hogy sem
a (1ii) sem az (v) eset nem allhat fenn. Ezzel beldttuk, hogy TEpNAt,.
Wl nyilvdnvaldan szabalyos és |M|=2-|N|, Beldtjuk, hogy T &S NL.
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Nyilvédnvaldan Efctiﬂ = Nﬂ'Eﬁ minden k,féoc-ra. Legyen jE€o< §g P,qEN,
P T‘;" q. Akkor az (1) &11{tdsbél kovetkezik, hogy p T’; 4. Ezzel beldi-
tuk F < W -et is. A konstrukciébél rogtvn adddik, hozy e «» o 36 az

% -ben és ha e0<-'1>e1 jo az ¥ -ben, (eo,el,:i)ﬁﬂ. akkor .c:o(-':l-)e\{L

jé az Wl-ben is, Beldtjuk, hogy W jé kiterjesztése az I -nek, :
Tfh, peN, qEM~N, jE€x és p ’l’;”q. Akkor az (1) szerint j=i és van

a,b hogy ptn}‘agbﬁi a. Akkor tendt t‘_,fka nem létezik, ahol
k#i és vagy e =e(i/k) vagy e=e’/(i/k). Mivel pT;L a, azért t';.!'kp

sem létezik, QED(5,12, Részdllitds)
i

5,43, RESZALLITAS Tfh. 7€ pNAt, szabdlyos és e ¢=>e, j6az T-
ben, minden (eo,el,i)EG -re, Akkor van szabdlyos 'HIENAto(, melyre az
aldbbi (1)-(2) fenndll:

(1) nr_:‘m,l IM| =2« NI ,
(2) Wl jé kiterjesztése 7 -nek.

Bizonyitds: A bizonyitds hasonld az 5.12.RA. bizonyitdsdhoz., Legyen W,
M’EI:“I, és Wl(e) ugyanaz, mint az 5.12.RA. bizonyitdsdban, azaz N =
WxEkv(x<}, M = [WU (1xW)]xEkv(x), E}& = f{w,8)eMm : (k,R)ed}, WNle) =
{(w,8)eM : ®=e}, ha k,P€oc, e€Ekv(x)., Feltehetjiik, hogy o< =2, mert
pNAY, =NA%, ha o<<1, Legyen ifo<. Definidljuk T';‘—et.: Legyen j€
o< ~{i} rogzitve. Minden e €Ekv(x) =hoz, ha i szinguldris e ~ben,
akkor legyen g(e) : Wl(e) —> W(e(i/j)) olyan, hogy

hcgle), ahol h & LN [T(e)xTWe(i/3))],
(&(e)~h)™M<E N~N, ’
ilw,e),(w,e(1/3))> : welxWi cgle), és

®Nnxer(gle) = 2TUe)n 17 . (Ldsd & tiuloldali &brat!)

Ilyen g(e) filiggvény van, mert h fiiggvény. Legyen

9 e Uigle) : e Ekv(x<), i szinguldris e -ben},

=~ d -1

g =glsg, =,

Ry £ {<(w),(wye ) ¢ wedxW, (sc~iil)]em(x [33)]e’3,
8 yg

L, = T;UEUR, ,



- 130 - II1,5,7(B)

f?‘g "az Li tranzitiv lezdrtja",

é" L 218
WL =< B Dy sea

Megmutatjuk, hogy WL rendelkezik a kivdnt tulajdonsdgokksl. Megint, e-

18szdr megvizsgdljuk a f? relacidkat. :

(1) Yegyen ifwx és p f?‘q. Akkor az aldbti (i)-(iv) eset valamelyike

all femnn:

. ]
(1) I aqa.
(ii) pT™ a £ bR, g valamely a,beHd -re.
(iii) p Ri a Ei b Tg q valamely a,beM -re,
(iV) P R, Qe

Az (1) bizonyitdsa ugyanigy torténik, mint az eldzd réazdllitdsban.;: Azt
bizonyitjuk, hogy ha p ff aL, r és p,q kbzdtt femndll az (i)-(iv)
eset valamelyike, akkor p és 1r kozott is. A nem-trividlis esetek a
kovetkezlk,

(a) p Tg B, bR, q& r, reN,

a
Legyen e 2 5a), e/ & E(b). Akkor a E b és atN, b¢N miatt 1
gzinguldris e -~ben és e/ = e(i/j) (ahol j€ =x~iil az i-hez "kivdlasz-
tott" index). Hasonld okokbdl i szinguldris E'(r)-ben és EWq)=
E(r)(i/j). Mivel bR, q miatt (°<~{11)1E"(q) = (x~f{i})]e’, azért
Eﬂ(r)=e és En(q)=e’. Ekkor b Ri q miatt b=q, ¢és igy a Ei b Ei r;

a,r€N ¢és b#N miatt (a,r)ekergi , tehat aTg_L r, ¢éa ekkor ;;:'I'TiL s

Azaz p és r Lkozott az (i) eset 411 fenn.

(b) pR ag bTy q& v, réN.

Legyen e = En(b) ée e’/ = e(i/j). Az el8zbékhbz hasonld meggondoldsok
miatt Eu(q)=e. Exkor a Ei b, aélﬂ,'bEN miatt b g(e) a, ¢és hasonléd-~
an q g(e) r, +tehdt b T? ¢ miatt a=r, tehat p és r kozétt a (iv)
eset all fonn, BD(2

Készen dllunk arra, hogy Wl kivdnt tulajdonsdgait bebizonyitsuk, W&

pNAt, Dbizonyitdsa teljesen hasonldan torténik, mint az eldzé részalli-
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tdsban - ezért csak a (legnehezebb) "o 23’:’.:‘3 € Id ha i#j" 4&llitas
bizonyitdsdt irjuk le. Tfh, p Ti'a, P,q ¢ETL. Akkor o g M) =
E"(q)., A& p és q koézott az (1) 41litdsbeli (i)-(iv) esetek valamelyi-
ke 811 fenn. Ha (i) vagy (iv), akkor készen vagyunk. Tfh. p T"i‘L a Ei

b R, q. Legyen e=E"a), e’=E"™(b). Akkor E: szinguldris e -ben, de
nem szinguldris e’ és e’~ben, tehdt e’ <> e/, Hivel ¥ -ben

e’ é:L) 8/ jo azért van rEEm(e’), hogy p T;l T, Aazaz a ‘1‘? r, ez el-
lentmond & g, b, b¥ N -nek, Tehdt a {ii) eset nem dllhat fenn p és q
kozott. FEhhez a gondolathoz teljesen hasonldsn ldthaté ve, rogy a (iii)
eset sem dllhat fenn p ¢és q kdzbtt. FEzzel beldttuk, hogy W€ pNAL .
Legyen (e,e”,i)¢H, Ha (e,e’,i)EG, akkor e =N e/ jé az Wl-ben, mert
jé volt az Tl -ben és a konstrukcid megdrizte a joésdgot. Ha (e,e’,i) ¢ G,
akkor i szinguldris e =-bern, és akkor a konstrukciébdl lathatd, hogy

8 =Y e/ jé az Wl-ben, Tehdt az 5.11.RA, szerint WENAL . A tobbi
kivdnt tulajdonsdg ellenSrzése teljesen hasonld az 5.42.RA. bizonyitdsa-

belihez. QED(5.23. Részdllitds)

Rdtérink az 5.10,L, blzonyitdsdra. Legyen oB€ pNA{ , Legven
N 4 BXEkv(x) és legyen h : B >> N olyan, hogy hxa&(e)éBxieS minden

e EEkv(e<) ~ra, Legyen minden i,jE€« -ra

E}_tj & i(b,e)eN : (1,j)eel és

m“i‘ & {(ha,nb) : (a,b)emflu NiIa ,
d 7

= <N'i’;'t.'Eij i,j€c

Kénnyen ellendrizhetd, hogy h : 4 > ’HépNA‘l‘:x, T, szabdlyos, [Nl=
|IBl *[Bkv(ex )] &3 TU jé kiterjesztése h*%& -nek. Az 5.12.RA. ismételt
alkalmazdsdval, mdjd az 5.13.RA. alkalmazdsdval kapunk egy W& NAG -t,
mely jé kiterjesztése az Tl -nek és melyre IM|<€ 2-|H1'IN|. EbbSl az T
strukturdbdél izomorfizmussal nyllvéanvaldéan megkapunk egy kivant tulajdon-
gdgn U 2L, QLD(5,10., Lemma)

Visgzatérink a "(II) Van T-fa = {O[ENCA  : [Al < N(T)} ¥ T=0"
bizonyitdsdhoz, Emlékezziink rd, hogy egy adott P T-fdb6l az 5.8.L.-1%
kdzvetlen megelSzden megkonstrudltunk egy o&(P)€ pNAt, parcidlis atom-~

strukturdt. Legyen N(v) ‘-12?'[5 , ahol 7 és (‘3 az 5.10.L. és 5.8.L,
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kimondasab... van definidlva, éa legyven {)[ENA%‘ blyan kiterjesztése
#(P) -nck mint az 5.10.L.-ban. Akkor [Al€ ».p &5 &L S ol o T=0
az 5.8,L. azer.nt. Nyilvinwvaldan |&I <€ N(¢y)., Tehat {QIENCAQ: : AL
Mivit ¥ 7=C., Ha x<w , akkor N(p)€w és nyilvanvaldan az ol<u) o=
sethen az N :E‘uggVé*w kigzamithatd. gED(ﬁ,E. ﬁlli‘t_:_ég)_

Az 5.7, (i) éz (ii) wvontja bizonyitast nyert az oc<uw) esetben:
a3 5.7(1) kévetiezik az 5,.2,A{i)-bél is és az 5.2.A(ii)-b6l is, hiszen
konanyen l4thscd, hogy eldénthetd, hogy wvan~e T-fa (8 o< ) és min-
den azonossig dtirhatdé (rekurzivan) egy T=0 alaki ekvivalens azonossig-

£i; az 5.T{1i) pedig kézvetleniil kivetkezik az 5.2.A4(ii) -bsl.

Ratériink annazk bizonyitdedra, hogy EqNCA = elddnthetd az o< zw e-
scetien is. Az 2w esctet az oK<w =2getre vezetjiikk vissze a kivetkezd
lemma segitségével., Legyen indi¢) a T-bain eléfcriuld indexek halmaza,
2a2%  Inailr); 2z a legkisebdb fSe< , melym ’Céme(cilﬁ.). Vegyiik észre,

hogy  indlr) Xiszamithatd.

5.14, LEMMA Legyen ind{t)C pco. Akkor

NCA, [k T=0 &= NCﬁL[,5 E T=0.

Bizonyités. Feltehetjik, hogy f és o< rendszdmok, Tfh, &K T=0,
OLe NCA . Akkor wﬁot ¥ T=0 és ’Rﬂﬁae N{}Ap, tehdt (NCA ¥ T=0 =
NCA{5 ¥ T=0), Ver,iik észre, hogy a T-fa fogalmanak o< parsmétere. Te~
gyik eat explicitié, és mondjuk, hogy "P egy T.<X-fa", ha P teljesiti
az 5.4.D(iii)-ban kirdtt feltételeket., Tfh, NCA, ¥ T=0. Akkor az 5.2.
A(3) szerint van egy P ’L',P -fa, Legyen P’ e f{w,5)EP : (Vi,n)[tin e-
15 fordul w-hen =5 :Leind('v)]}. Nem nehéz ellendrizni, hozy akkor P’ is
cEY ’L',F; -fa.l. Legyen ke[brvind('l?) tetszdleges, o 5 Z(i,j)ezig :
(x,di’j)eP’} és legyen & ar e UfkIx(~8) reldeid 4ltal generdlt ek-

vivalencia-reldcid (az o¢-n). Lagyen

hen

pY P’U{(w,di J (i.j)c—.,’y‘é(w), weDe?’ 3 U
’1;]) : (:i.,;j)q'Egiw). weDomP’ i,jeecd,

Belatjuk. hajy P egy T,w-~fa, Leryen D 'l DouP” = DomP’., Nem nehéz
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. . fpos : e _ Cr o e . _ .8 .
indukcidéval beldtni, hogy E (w) }glE (w) és tinw tinw minden We€D,

i€ és n esetén, (Itt haszndlni kell, hogy p és o rendgzdm.) E-
miatt az 5.,1.D(iii)-beli c3) feltétel teljesiil. Az egyetlen feltétel még
amit nem~trividlis ellendrizni, az hogy '

(w,-ciSJEP” =3 (¥n € <~ fs)(ti‘nw,-ﬁ')eP” .

Mivel k#ind('r:). azért tkf, ill, thE nem gzarepel w-ben, semmilyen

-

L -re, igy (k,n)EEg(w), mert (k,n)é&, Tehat tfnw = t;kw, és
I / e / e "
(w,=c,6)€P" =5 (W,~c,6)eF = (t/, w,-6)ep’ = (t/ w,-6)eP" =5

(tznw,-ﬁ')e]?” (mexrt tz weto w= t;nw). Ezzel belattuk, hogy P’ egy

k ik
T,k -fa. Az 5.2.A4(i) szerint akkor NCA, ¥ T=0. Beldttuk (NCAP ¥ T=0
=> NCA‘K ¥ T=0) =t is, ED{5,14, Lemma

Az 5.14.L, és az 5.2.A, segitségével kénnyen konstrudlhatunk egy al-
goritmust, mely eldsnti EQNCA ~t. {Az 5.2,A(ii) szerint 1étezd rekurziv
N(T) fiiggvényrSl vegyiik észre, hogy annak o< is paramétere éapedig dgy,
hogy még az N(T,x) fiiggvény (mint kétvdltozds fiiggvény) is kiszamitha-
t6.,) Ratériink sz 5,T(iii) bizonyitdsdra.

Az 5.T(iii) bizonyitdsa: Az &ltaldnossdg megszoritdsa nélkiil felte-

hetjiik, hogy 3So¢. Definialjuk
i_d
tox = 4,,c
d

14 iX ghol i,jee

(ez bizonyos értelemben dudlisa az sg."x. = ci(dij-x) -nek). Legyen

cx & tgtitgx e

d e £ . - =x-d_. -
@ = Tlxdgy =dy,) €x > TUx- Ay -dp ) )=xr Ay =Gy, o
Megmutatjuk, hogy FNCA k q mig NCA W q. Tfh., JLENCa,, L ¥ q.
Megmutatjuk, hogy J& végtelen., Ez bizonyitani fogja FNCA“ F g -t.
Feltehetjik, hogy &L < dwdl valamly @l€NAt -ra, Akkor &£ ¥ q azt

jelenti, hogy van HCEJVEY ., HEC , hogy T HCH., Mivel QLENAL , a-

zért
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: EaNEi[Z >» E% Y

o2 ¢ Foa 02~ F1z
a . gt g A gl .
21 ¢ Bop™~Epp T Epp™Eg o €&

R, S . |
& : EA~ES >» BE~El .
Legven t & 1% ot%ot®. Akor £ : EJ~ES >» El~nY. Tegyen G ¢

a0 o e 1K £ Cn _ 0K - <
EO!L Eﬁ‘2 tetszdleges, GE€C, Akkor to G = dZI.Oncd.G = ti.'LO G, ¢és hascnlo-

an a tobbi indexre is, igy ‘t‘G = fnG. Mivel £ bijekcid, azért

ff'cce = H™ecic, {fgy w~HCH -b6l HOGH DrrH D,.. kivetke-
zik, azaz H végtelen sok killénbdz8 elemet general & -ben. Beldttuk,
hogy FNCA, E q.

Annak megmutatdsdhoz, hogy NCA, ¥ q, megadunk egy konkrét LENCA,
-t &3 egy konkrét HEC -t, melyre tXH<H, és ugyanakkor H.{-dgl-di?_.
Ld, a 2. Abrdt a tdiloldalon! Jeldlje 2 az egész szamok halmazat.
Legyen e, 4 2{0,‘11U(o<~2)']1d. Jelélje E azon ekvivalencia~reldcidk

haimazdt az oc-n, melyekben pontosan két kiillonboz8 elem ekvivalens, azaz

E ¢ {e€Bkv(>) : le~Idl=2}, 8 £ Ekv(e~ (EUTa),
A £ uxz U B *x{01,
By £ f(e,m)€A : (1,i)e0},
r, & {(em),(3,m) e%h : (x~ i e = (BN,
[e#8 és {e,83CE] = n=m,
[e=5 és i€Dom{e ~Id)] => n=m}, ha i#l,
T, d 1<(e,n),(5,m)) €% » (°<~ii?.)1e = (x~{i3) 18,
[e#3 é5 fe,BlcE~{e}] => n=m,
[e=8 és 1€Dom(e~Id)] =» n=m,
e=e #6E€E = namtl,
E:eo;ée El = w=n+l },,
d .
O = SAT3E 505 jen

Konnyd ellendrizni, hogy OI€NAY . Legyen I g i(eo,n) : neZ, n»01,

Exkor konny& ldtni, hogy HC.Eg'iNE;_]"z és HCH ahol & & &sel,

QED(5., Tétel)
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6, MEGJEGYZES (i) Az 5.T7(ii1)-bSl az o<W feltétel nem hagyhatd el, mert
lIQNCA #£ lﬂqF‘NCAD( ha o2uw.: Legyen o<ZW és 1i,jeéx, i#fj. Akkor

NCI& ¥ di.--fl., de FNC.-&{&: dij=1 belathatd a [HMT]’.L.B.'.’L2 bizonyitasdval.
Tovabba, az 5,14,L.-ban az ind(*c)Cr: feltétel nem hagyhaté el, mert
[N86F]-ben kimutattuk, hogy van azonossdg, mely megkiilonbdzteti NCAﬁ—t
és NCA -t ha ZéP-fOO s < X (azaz ekkor NCAF) # HSP RdﬁNCAﬂc). Ugyanez

igaz a CA  osztdlyokra is, ld. [HEMT]2,6.14(i).

Az 5.,7.-ben ldttuk, hogy NCA, nem erisen elddnthetd, ha o< > 3.
Nem tudjuk, hogy NCA, széproblémdja megoldhaté-e az o< 23 esetben.
Alabb megmutatjuk, hogy NCA, 6 erdgen eldonthetd ha o< <€ 2, Tovdbbd, a
trividlis eseteket leszamitva, ha C4 -en kiviil még bdrmelyik axidmasé-
mat elbagyjuk és < <wW , akkor mar erdsen elddnthetd varietdst kapunk
(itt trividlisnak nevezzik 01’05’06 -ot mert nem szerepel valtozdjel

benniik)., Ha 1€8 akkor legyen

Neal £ feoecry, : (¥jeB~{4,i1) UE 3.
Alabb megmutatjuk, hogy ha i€ 8~71 akkor
NCAT® erSsen eldsnthetd <=3 1€1{2,3,7}.

Valészinileg NCA;O is erdsen eldonthetd, Ezen allitdsok megmutatdsdhoz
csak a konstrukcidkat adjuk meg és a hozzajuk tartozdé allitidsokat, ezek
nem nehéz szdmoldssal leellendrizheték. (Megjegyezziik azonban, hogy 03
helyett dltaldban egyszeribb leellendrizni a C. , c;' , é5 c3‘"’ -at,)
Legyen @lecm“, idi;j : i,jexX} CXCYCA , «<w és legyen

&eCrA, olyen, hogy B = 5e¥%Y, KX cLeum , és df=a] ha

i,jE.
(I) Tfh, Y = XU{sox sa'x : xeX} éa
[] 1 » o H

cfx = ﬂ{yEB P XLy = cgyi, minden 1i€c< és x€B -re,
Akkor ENCAT' => (BENCA]' és X|U S &), tovibbd o<2 esetén
QLENCA, => LENCA,. Ex bizonyitja, hogy NCA, ha «<2 és NCAL'

ha o<W erdsen eldinthetd.
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(II) Legyen At 2 At és tfh., Y=X (itt AtL& Jelbli a o5 atomjainak

halmazdt).

(1) "1fh, c"fx = 2iacat : aécﬁx}, minden 1€ és3 x€B -rTe,

Akkor e;tencnj = (ozeNCA;3 és Xl &),

(2) Tfh., BLUL Boole halmazalgebra U-n, Legyen At = AtiyeB : y=c?_y§.
Legyen T : At’ > U olyan, hogy (¥a€At)r(a)éa (reprezenténsrendszer).
Tfh, c'fx = 2fa€at’ : r(a)ex} minden i€x &g x€B -re.

Mkor OLENCAY => (BENCA éa X|OLEL ).

A fenti esetek bizonyitjdk, hogy NCA;i erdsen eladnthet§, ha i€{2,3,73%.

Legyen i€{1,5,61 &s legyen o & ACY > g, ahol q az 5.7(iii)-beli

kvdzi-azonosgsedg. Akkor ktnnyen ldthatdé, hogy q° ekvivalens egy kvézi-

azonossdgeal és (5.0(1i1) miatt) FNCAT™ k o/ mig NCAT' ¥ o/, Tehét

NCA;i nem erdgen elddnthetd.

Hasonld konstrukcidéval lehet megmutatni azt is, hogy WA és Na

erdsen elddnthets. Megadjuk a konstrukcidt:
Legyen  #IENA ¢ég 1%e xea tetszdlepges, Legyen

v 8 nga)(XU{x” : x€X31), és

y & YOiy;?*, 2%y : yex’', y<2' 1. Legyen

oL

5 ERTA olyan, hogy B = Sg(& )Y, L, 1% =% s

¥ 2 p¥%  minden b€B -re, tovabba
%

aj = 2fzeats : (a;®b)+z#03, minden a,beB -re,

Ekkor be lehet latni az aldbbiakat:
(1) HKeNa és X|& = Xxla ,
(2) HZEWA ha Aewn ,

(Itt (1) ellendrzése nem nehéz szdmolds, a (2)-hdz azt kell beldtini, hogy
[Oewa => (VbeB, b<1 )ib;%2, 1;%b3CB]. A részletes bizonyitds meg-
taldlhaté [N85c]-ben.)
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(ii) Nem véletleniil hivtuk a T-f4t "fd"-nak. A jelenlegi médazer
lényegében a logikdban haszndlatos fa-mddszer (tree-proof), melyet logi-
kdban teljes kalkulusok megadisdra szoktak haszndlni (pl. ez képezi alap-
jat az un. szekvencld-kalkulusoknak is), Alabb szeretnénk szemléletesen
megvildgitani az 5.T, bizonyitdsdban haszndlt "fa-médszer" lényegét né-
hany egyszerd példdval. Egnittal azt is megmutatjuk, hogy miért nem hasz-
ndlhaté e mdédszer (valtoztatds nélkiil) RqCrs, elddntésére.

Legyen T= co(y-c,lz) és azt szeretnénk tudni, hogy NCA E =0
igaz~e, Tfh. OLENAY, &s a€t [k] valamely k : X - SbA -ra. ahol
e getu(,EJL. Akkor a ~nak van egy s O-szomszédja (azaz a To 5), mely-
e 8 E(y-ciz)‘:[k]. Tfh, a(a)nB'lId (azaz a€- dog_ dgz dZLZ)' Akkor a=-

nak négyféle O-szomszédja lehet Ol-ban: 7 a=a, tgl te

(ezek "kiételez6" szomszédok), és lehet még akdrhény s O-szomszédja is a-
nak, melyre Ea(s)=3']l'd. Rajzban:

tha € dgp~dpp=%
0
N 0
a
2 o
0 /toza €dy,
—0

L
n db., rhol n 20,

Tehdt mind a négy lehetiséget sorban vegn.gnézhet;jtik. Tfth. b e(y-c z)‘c[k]
ahol b "opciondlis" szcmsazédla a -nak, azaz E (b)=311d. Akkor bek(y)
és b@‘:(cﬁ_zfz[k]. Ez utdébbi azt jelenti, hogy b minden 1-szomszédjdra
igaz, hogy ék(z) Hédrom kiilonbtzé kotelezd tszomszédja van b -nek:

4 e o . e,
b, t.,b=b, t,]_zb. Bzek koziil tiob elvileg egybeeshet 't01a val, de

10 11
igy jdrunk Jobban, ha kiilonbdzének vessziik. Rajzban:
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Nos, a fenti rajz "végetért", és nincs benme"ellentmondds" (azaz nincs
gemelyik elemre w 1s és -w 1is kikdtve valamely w-re), Igy eljdrdsunk
szerint NCA3 ¥ T=0, Ha a fentl eljdrdist végigvisszik 5=co(y-c1y) -Ta,
akkor "minden eshetfgégben" véglilis ellentmonddst fogunk kapni, annak meg-
felelden, hogy NCA3 E 6=0,

A fenti "rajzos" eljdrdst most szemléltetjiik egy igazl "fa-bizonyitd-
gos" formséban is. A rajzhoz nem fiziink kommentdrt, reméljiik, hogy magéért
beszél.,

a €c (y-c,_Lz), a € - 01-d02-d12

t € y=cy2 t01a = y=cy2 toza. fl':y—ca_z toc? ey-c,_Lz

a
00I |

to'ca' Eyl, tO’Ca ¢ciz

o BEY s by oboce $2. toafa, )t adz

Megjegyezziik, hogy az 5.,1.D,-beli "¢=-fa" a fenti "igazi fa" egy "sikeres
dginak", azaz egy "bizonyitdsnak" felel meg.

Felmeriil a kérdés, hogy az 5.T.-bizonyitdsabeli "fa-médszer" nem al-
kalmazhaté-e a Crg, esetben a trividlis médositdsokkal (atomstrukturdk-
ként az Olv(V)=ket haszndlva). Pl, megint azt akarjuk elddnteni, hogy
Crs3 B co(y-ca_z) igaz-e: Aldbb <a,b,c> stb. helyett cesak abe -t i-
ru'nk.
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&
—A—
_abcec, (y-c,2), [{a,b,c}]=3
=22 %™
T e .
bbcEG abc€ & cbc?b‘ d'bcley-ca.z, l{d,b,ct{=3
|

dbce y, dbec %c,lz

dbc €y, dbe ¢z,

Az utolso lépésben kihaszndltuk, hogy Crsj ~ban dolgozunk, azaz dbc -
nek csak onmagsz a kitelezd l-szomszédja. Valdéban, legyen

lia,b,c,d}|=4, V = fabc, dbe}, k(y)={dbc}, k(z)=0, ‘TIAy=
Akkor GV ¥ T=0[k], nevezetesen abcEtg&VEkl. a
Azaz Crs3 ¥ 7=0. d

Latszdlag ez egy Jjo eljdrdas lenng azonban ahogy az alédbbi példan szemlél-
tetjiik, nem mindig ér veget véges sok lépésben.

'(—1 s R, | - - » . | -
Legyen T= =dy,° 4, ,=Y=Cq=C, (¥~8,, +co(dy c'.,:l_(ci.'ﬂ_2 7)),

e
&

ebbe T, —d01, da.z’ =¥, "CO"CZLB" chG‘

A
deb Ty’ - 01! cO(dOH..cﬂ.(d?LZ-Y))

dbth—y, ¢, 5

Nyilvan konnyd is szerkeszteni egy V CrsB-egységet, melyben ez a "vigz-
szakeresés" végielen sokéig tart. Pl. legyen V L U{B{O,n} UB{n.nH.}U
i¢n,n#1,05% : newl. Akkor @YV i =0, de minden véges WCV -re

G&kW |k T=0, Ennek ellenére, ez a 7 mnem J6 arra, hogy megiiildnbdztease
a véges és végtelen egységd Crg ~kat: Van végea W Crs3—egység iy
melyre G&UW ¥ 7=0, pl. sz aldbbi:

W = jabb, aab, dbb, ddb, adb, dab}
k(y) = }dab, adbg.
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Valéban, a fenti mdédszert meg lehet ugy médositani, hogy megkapjuk ezt a
"megolddst" is, azdlial hogy a fdban az Gsszes eddig felvett uj elemeket
is kiprobdljuk szomszédnak, nem mindig Uj elemeket veasziink fel:

dbb -y, c,&

dab 'E & debe &
dabtliy, ~Q 5 co(dOl-cl(dlz-Y))
aab T °1(d12'y)

abb.€ -y

Nem tudjuk, hogy ez a fa-médazer mdr jé-e a CrSB-ban érvényes azonossé-
gok eldontésére., Ha jé lenne, akkor Cr53 # T=0 -bdél kSvetkeznme, hogy van
véges V CraB-egyse'g. melyre &kV } T=0. Azonban még azt sem tudjuk,
hogy EqCrs, = I'}qlt"Crs3 igaz-e,

Ezért az Equ%< eldﬁntésére”/ egy méds médszert haszndlunk majd.
{(Az ij médszer azonban igy i1s felfoghatd, hogy a végtelen fabdél konstru-
dljuk meg a modellt, Eykor azomban véges sok informécidé elapjdn el kell
tudni dbnteni, hogy egy fdban lesz-e késdbb ellentmondds,) MWegjegyezziik,
hogy kevés olyan eldontési eljdrds lsmert az irodalomban, ami nem azon a-

lapszik, hogy véglilis megkonstrudl egy véges modellt, g

Mielstt ratérnénk a 2, FGtétel (EqCrg, elddnthetd) kimonddsdra és bi-
zonyitdasdra, kimondjuk az 5,T. egy logikai kdvetkezményét., Ez durvdn szdl-
va azZ, hogy a kvantorok felcserélhetSsége az elsSrendd logikdban nagyon 1&-
nyeges, ez adja az elsdrendi logika erejét., Pontosabban: Nem tidl nehéz
bizonyitani, hogy a bz blzonyitdei rendszer vdltozatlan marad (abban az
értelemben, hogy a bizonyithaté formuldk halmaza nem védltozik), ha benne
{4) -et kicseréljiik a ktvetkezd négy specidlis esetére:

(4a) ¥v ¥vo > v ¥v. ¢
(40) ¥v, > ¥y ¥v, 0
(4c) Fvg > ¥vave

%/, Tulajdonképpen meglepd, hogy EqCrs, eldonthetd egyélta.lé.n’- ennek az ellen-
kez8je volt vdrhaté a Crg -ra vonatkozdé egyéb tételek alapjén.




- 141 - III.7.K

(4d) R(X) > ¥v,R(X) ha v, ¢ RngX, és R(X) atomi formula.

{A (4a) gy specidlis eset, hogy ¥vi¥vk¢'% kaVvi¥vk¢ specidlis eset,

és ebb8l (3),{2) egyszeri alkalmazdséval kapjuk (4a)-t.] Aldbb megmutat-
juk, hogy ha az 't bizonyitdsi rendszerbil elhagyjuk a (4a) -t, akkor
egy lényegesen gyengébb bizonyitisi rendszert kapunk., Tehdt nem vélet~-
len, hogy a II.9.T. bizonyitdsdban lépten-nyomon haszndltuk a "kvanto=-
rok felcserélhetSaégét" (azaz a (4a)-nak megfelels C,-et).

7. KOVETKEZMENY Ha az k; bizonyitdsi rendszerben {4)-et kicseréljik a
fenti {4b)-{44) -re, akkor az igy kapott bizonyitdsi rendszer lényegesen
gyengébb |z -ndl, nevezetesen az {1)-{3),{4b)-€44),{5)-{9) -b61 (MP) és
() segitségével levezethetd formuldk halmaza eldtnthets.

Bizonyitis: Legyen F a fenti mddon kapott gyengitett lx (azaz F az
kz . gy hogy {4a)-t elhagyjuk). Legyen A=<x,t> egy eladrendd nyelv,
ahol &t : R 2. Legyen =’ g {{(P,Lp)esz" : B eyl és legyen g:&

’:ﬁu/\ /=, BEldszér beldtjuk, hogy & a t-vel dimenzidkorldtozott szabad
NCA,, azaz ¥'% G “)NCA , majd ezutdn megmutatjuk, hogy a T-fa fo-
galmdt "a t -hez idomitva" elddnté eljdrist kapunk a CI#SQNCAK kongru-
encidra (mint pdrok halmazdra). Ahhoz, hogy ¢a ﬁ:ét)NCA ) 8 kivet-
¥ez5 két dolgot kell megmutatni (ld. a [HMT]4.3.25 bizonyitdsdt a részle-

tekért):

(a) ¢ €NCA
(b) ﬁzg't)NCAx—ban az (1)-{9)~(4a) a T osztdlydban vannak,

Az {a) bizonyitdsdrdél: Itt a [HMT]4.3.22 bizonyitdsdt kell megismételni,
kicsit médositott kérnyezetben (azaz nem szabad {(4) -et haszndlni és nem
kell 04-91: bizonyitani). A [HMT]4.3,22 bizonyitdsdban (4) négyszer van
haszndlva a 04 bizonyitdsdn kiviil. Az elsd hdrom haszndlatot (9.15813,
(e) a p.158-on ill (h) a p.159-en a II., részben) rendre helyettesiteni
lehet (4b),{4c) 111, (4d)-vel. A negyedik haszndlatot a P.159, ;-ban a
kiévetkezbképp kilgztbolhetjiik ki (itt (h) a [HMT]4.3.22 bizonyitdsabell

allitast jeloli):
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(dax'dx/u) 1? €2 Cx ;\/u. x/u T cs ek dy xx/u. 1\ 1.
(#IC ()(5)) (r),C, (6} (%)

A (b} bizonyitdsdrél: [HMTI4,3.25 -ben a kiviant d11itds meg van mutatva
€213,(2),{8) -ra (a C 4 hagzndlata nélkiil). A tobbi d4llitds egyenes kovet-—
kezménye valamelylk NCA -axidmdnak.

Legyen 'CETmR(cilx). Feltehetjiik, hogy «<w ., Azt mondjuk, hogy
P egy t,C-fa ha
(i) P egy T-fa és

(ii) minden RER, i€o~tR, nExXUTm, &5 welm(t,) esetén
ha fw,t; wiC DomP eakkor [(w,R)€P > (t, w,R)EP].

Az 5,T, bizonyitdsdnak egyszerd médositdsdval beldthaté, hogy

t)
(r,0) € Crp, NCA, <& ©npincs t,7-fa,

ezzel kapunk egy elddntd algoritmust Cr (f)NCA .~ Ta. Usszefoglalva, az
elddntd algoritmus a K bizonyitdsi rendszerre a kivetkezs: Legyen pe
FmA. Legyen gu((p) a @ -nek megfeleld Tm (cil ) -beli term (14, I.
fejezet). Akkor [ ¢ <& van t VH(g)-2a} %és oz utébbi eldonthets,
QED(7. K&vetkezmény)

IIT,2, A eilindrikus-relgtiviailt m;_r_gzgl.‘egrék_gzgngggéﬁelméletg’nek

intése s ennek modelle lat_i:_ lentésel

Most rdtériink a Crg, osztdly vizsgdlatdra, illetve a kvantorok fel-
cserélhetéségének modellelméleti jelentéségére., Legyen

WC.A"< g it’)leNCA;s : Ok dik. dk:jé dij=dji=°kd;ji ha i,j,k€oc, k¢{i,j}§,
Azaz WCA, azon CTA -beli algebrdk osztdlya, melyek a 04 éa Ce kivételé~
vel teljesitik a CA -axidémdkat, és a 06 helyett annak egy gyengitett val-
tozatdt teljesitik. Akkor Crg CSWCA, és a WCA, £ eldonthetd de nem e-
rdpen (ez beldthatd az 5.T bizonyitdsdbdl mert ellendrizhetd, hogy WCA,
= ISCmpNAt ). Hivhatndnk Crg -t a WCA, reprezentdlhaté részének. Ha
<2 akkor ICrg =WCA,  a[HMT]5.5.5 szerint (ez Henkin és Resek tétele).
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Az aldbbi &.T. szerint o3>3 esetben ICrg, axiomatizdlhaté ugyan azo-
nossagokkali, de nem véges sokkal (ill. nem véges sok gémdval o« >w eset-
ben); ezért Crg CWCA, hiszen WCA, véges sok sémaval van definidlva.
A séma (pontosabban azonossdgséma) fogalmdt 1tt nem definldljuk, mert ké-
s6bb nem lesz ra sziﬂiségﬂnk. Megjegyezziik azonban, hogy a séma egy ter-
mészetes fogalom, pl. "cidi;i:ﬂ. ha i,jex" egy séma, Végtelen o« ose-
tén ezek fontosabbak az igazi azonossdgoknél, hiszen ekkor véges sok azo-
nossédggal szinte semmit nem lehet ‘definidlni (hiszen a hasonlésdgi tipus
végtelen), mig véges sok sémaval mar lehet dltaldban, A séma definicidja
megtaldlhatd pl. [HMT]4.1.4-ben, fontossdgukrdél 1ld. pl. [AN78],[aN80],[A77].

A kivetkezd 8,T. féleg motivdcid céljdra szolgsl, itt nem irjuk le a
bizonyitdst. A 8,T(i),(iii)-%t [N78]}-ban, a 8.T(ii),(iii)~-t [N84c]-ben kb=
z61tiik, ezenkivill mind a négy bizonyitdst idézik a [HMT]monogrdfidban, 1d.
5.5.10, 5.5.12, 5.5.13, 5.5.16, '

5, TETEL Legyen o< tetszdlsmes bulmaz,

(1) ICrg, varietds, azaz axiomatizdlhaté azonossagokkal.

(ii) I1Crg, nem végesen axiomatizalhato.

(1ii) XCrg, nem axiomatizdlhatd véges sok sémaval, de axiomatizélhaté
megszdmldlhatd sok sémaval. @

Felmeriil a kérdés, hogy EqCrg eldsnthetdé-e.

2, FOTETEL EqCrg, elddnthetd minden (eladnthetf) o<-ra.

Mieldtt bizonyitandnk a 2,FGtételt, definidljuk Crg, két részosz-
tdalyat, mert azokra is bizonyitani fogjuk a tételt.

g, DEFINICIC Legyen o< tetszdleges halmaz.

4 { fleCrg, : (Usﬁ’lm)(Vvi,jex)s(i/sj)eﬂ.a},
{@lecrg, : (st:lm)“(ﬁngs)(_'-iu}.

9\0 ﬁU
1=

Legyen K& Crsg . Azt mondjuk, hogy V egy K-egység, ha EEVEK, Azt mond-
juk, hogy V kiegyenesitheté, ha V egy D -egység. m

Nyilvanvaldan, Gg &G <D &Crg,. Az XGg , IG,, ID., ICrs‘x osz—
tdlyok mindegyii¢c varietds éa kiillonboznek egymastdl ha o Z>2: Az IGs 3
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ismerten varietds (1d. [HMTI3.1.108), az IG, osztdlyrdl a [HMT13.2.103
bizonyitdsdnak médositdsdval lathatd be, hogy varietds, az ICrg, verie-
tés 8,T. szerint és az aldbbiak szerint ebbsl kivetkezik, hogy I, is
varletds, Konnyen 1dthaté, hogy [ = {l€Crg, : & & cidij=1 minden i,
jéox-ral = {@leCry, : Ok 063, és igy Crg NCA = {QED, : N E 043.
Litni fogjuk, hogy &I, elddnthetd ha o<, mig E;@r%( NCA ) ismerten nem
eldonthet8., Tehdt itt is a 04 elhagydsa eldonthetdaéget okoz. Megjegyez-
_ziik, hogy G ¥CA_, azaz G ¥ C,e Tehdt a c, azonossdg megkiilonbozteti
Gg -t és G.~t, mig a C6 azonogadg megkiildnbozteti a I -t és a Crs -t.
(A 11,T. bizonyitédsdban kés6bb megadunk egy azonossdgot, mely megkiilon-
bozteti G -t és D -t.) Legyen V egy G -egység. Akkor beldthatd, hogy
V= U{“Ui : 1i€Il valamely (Ui : 1€I> halmazrendszerre, Mivel a Gg -
egyaég definicidéja ugyanez azzal a megkitéssel, hogy az Ui-k diszjunktak
egymdstdél, a G, elemeit "nemdiszjunki Gg -knek" is fogjuk hivni, illet-
ve V =re azt mondjuk, hogy "nem-diszjunkt Gg -egység". Aldbdb bizonyitjuk,
hogy Eﬁ( eldonthetd, mig ismert, hogy E{G%: nem eldonthetd. Tehat a Gs&-
egység definiciéjdban a lényegtelennek ldtszé diszjunktsdgi feltétel na-

gyon is lényeges. Megjegyezzlik, hogy G &1} SNCA .

20, TETEL (i) EqG,, EqCrs, elddnthets minden o<W -ra.
(ii) Eq@}, eoldonthetd ha o«c<w.

(111) Legyen o<W &g teljesitse KCCrs 3, 8% aldbbi feltételsket:
(a) K-egységek unidja K-egység, azaz
(WeBLVEK = @ (UV) ek,
(b) K-egység megezoritdsa K-egység, azaz
BkveKk = EB(VN™H)EK,
(¢) K-egység "bazis-izomorf" képe is K-egység:
EVEK ég £ : base(V) ™ U = [kifes : seV} €K,

(3) oex = @er*ek.

Akkor EqK eldtnthetd.

Bizonyitds: Az 5.T. bizonyitdsdnak néhany jeldlését hasgzndljuk, pl, Tm,
Részt, ind(T). Eldszor (iii)~t bizonyitjuk, Legyen o<<w és teljesit-
ge KcCrg, a 10,T(iii)-ben szerepld (a)-(d) feltételeket, Elég eldonté
eljérdst adni & {rveTm : K 7=13 halmazra, mert K E =6 &



Kk -(Je6)=1] ahol e =& Boole szimmetrikus differenclst J@lﬁlix/. Fol-
tehetjiikk, hogy K = 8K mert ha K teljesiti (a)-(d) ~t, akkor $K isg,
és EgK = Eq8K, tovabba feltehetjilk azt 1s, hogy o >2 mert ha o<l
és K=SK akkor K=Crg =Gg, az (a)-(d) feltételek teljesiilése miatt &s
EqGg, eldonthetd o< 1-re, 1d. [HMTI§4.2,

10,1, DEFINICIO (i) Legyen E egy Crq -egység. Akkor &(E) az E-t
tartalmazé legkisedb I -egységet jeloli. (Van ilyen, mert D ~egységek
metazete is I -egység.)

(i1) Legyen <T€Tm. Azt mondjuk, hogy (E,P) egy =T,K~-mozaik U-n
(vagy rdviden csak mozaik), ha az aldbbi (1)-(2) teljesiil.

(1) E egy K-egység és Usbase(E),

(2) P : Részt{(r) <> Sb&E) gy, hogy

a) B(a;,) = ngj = 1s€E : a(i)=s(3)}, ha 4 € Részt(v),

b) P(6-8) = P(B)NP(S)NE ha 6-8€Részt(T)
c) P(~§) = E~P(6) ha ~6€Réazt(t)
R

d) P(6)NE .C_ZP(ciE') = ci P(cie') ha c¢.& € Részt(t). m

i
10,2. MEGJEGYZES (i) Megmutatjuk, hogy a mozaik gyakorlatilag egy "le-
vagott algebra-kiértékelés pdr", Tfh., (E,P) mozaik és teljesiti az a-
ldbbi erdsebb d’) feltételt (aldbb e megjegyzés (i),(ii) pontjaiban az
egyszeriség kedvéért mindig feltessziik, hogy JE=E):

(E]

5 P(5) ha c¢,6 € Részt(T).

a’) P(ciG') =C §

Akkor kdnnyd latni, hogy P(G) = am[xm minden &§€Részt(T)-ra. For=
ditva, ha #P€EK és Lk : X+ A akkor (’.l.m', (6’0[[1:] : 6€Réazt(T)>) moza-
ik, mely teljesiti az erSsebb d') feltételt. Tehdt sz erdsebb a’)
feltételt teljesitS mozaikok és az algebra-kiértékelés pdrok kozott egy-
egyértelmi kapcsolat van. Ha (E,P) egy mozaik mely teljesfti az erd-
sebb d’) feltételt, akkoxr azi mondjuk, hogy (E,P) egy <,K-algebra-
kiértékelés~-par, vagy roviden 1T,K-Akp. Legyen most (E,P) egy T,K-Akp,

SE/E'bben a bizonyitasban nem lényeges, hogy dttértiink a T=1 alakd azonossi-
gokra, pusztan csak a kényelemért tessziik, Ha T=F-t akarnénk kozvetleniil
eldonteni, akkor a késdbbi definicidkban Részt(T) helyett mindeniitt
Részt(T) URészt(6) -t kéne frni, éa "(E,P) k T=l & P(T)NE=E" helyett
"(E,P) k t=6 & P(v)NE=P(6)NE" -t kéne hagzndlni.
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és E'C E tetszdleges (D ~egység). Akkor ellendrizheid, hogy
(E/,{(P(6)NE" : 6€Réazt(v))>) egy T,K-mozaik,

Iddig a szitudcié anqldég a NAY{ > pNAY ~ helyzettel, Azonban, mig pNAt,
teljes leirdsa IWlex : OIENAY Y-nak (azaz minden pNAt, megkaphatd
NA% -b6l levégdesal), addig nem minden mozaik kaphaté meg egy T,K-Akp -
b6l "levdgdssal®™, pl. a kdvetkezS (E,P) mozaik nem kaphatd meg:

1 ¢ x

“——*’eco(d01'x)

0

Itt <=2, E=?2, T=c,(dy ) és Pni(x,O).(dozL.Dgi]),(dOl-x.O),('U.{(0,1)3)1-

De vannak mozaikok, ahol a ™turpissdg" csak tobb lépésben deriil ki, pl. a
kdvetkezdnél;

__,f—EcOclcocico(x-cox)

Ezért a jelen bizonyitdsban nem is a mozaikok, hanem a jé mozaikhalmazok
fognak lényeges szerepet jdtszani: aldabb definidljuk a teljes mozaikhal-
maz fogalmit és arra mar igaz lesz, hogy minden teljes mozaikhalmaz egy
T,K~-Akp -b6l szdrmazdé Osszes "levagott" mozaik halmaza. Megjegyezziik,
hogy az eldz§ bizonyitdsbeli T-fa is valamely algebra-kiértékelés par
egy része,

(i1) Ha (E,P) egy mozaik, akkor P csak annyiban tér el egy "i-
gazi jelentésfiiggvény" viselkedésétdl, hogy lehetséges, hogy

s €P(c;6) ¢és (Uu)s(i/u)¢P(6).

Ezt a "hidnyossdgot" (vagy “defektet") fogjuk majd lépésenként kijavitani
(nevezetesen tgy, hogy E -hez hozzdveszink egy s{i/u) 4j sorozatot,
melyre deklardljuk, hogy P(&) -beli, 1d. aldbb a "W=folytathatd" defi-
niciéjdt). A mozalkoknak az az elénye az algebra-kiértékelés parokkal
gzemben, hogy "kicsik": mig mozaikok vannak UcoX-n, addig algebra-kiér-
tékelés par esetleg csak egy végtelen U halmazon van.

(i3i) Arrél, hogy(a Crs, esetben)miért kell &E-n is "figyelni a
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kiértékelést?, a 10.9.Mj.~ben frunk, o

10,3. DEFINICI0 Legyen (E,P) és (E’,P’) +t,K-mozalk rendre az U-n és
U, "n.
(i) Legyen W<U, Akkor

W(E,2) & (En°W, <P(E)n"W : &eRészt(n)D).

Azt mondjuk, hogy (E’,P’) kiterjesztése (E,P) -nek, jelSlésben
(8,P) < (E',P'), ha (E,P) = U(E’,P’).

(ii) 1©,K-mozaikok k&zdtti izomorfia a természetes médon definidlhaté, :
Azt mondjuk, hogy f dizomorfizmus (E,P) és (E’,P’) Lkozdtt, jel-
ben f : (E,P) >» (E/',P’), ha £ :U >»U és E’ = jfos : seE},
P’ = ({fes : s€P(6)} : 6€Részt(T)>. Ha M egy mozaikhalmaz, ak-
kor I M jelsli az M elemeivel izomorf mozaikok osztdlydt. g

10,4. DEFINICIC Legyen M ogy mozaikhalmaz és legyen (E,P) egy mozaik
az U -n.

(1) (E,P) M-szerd ha (¥s€E) Rngs(E,P) € 1M,

(i1) (E,P) M-fclytathaté ha minden i€w, cie € Részt(x) és se

P(cis)nE -hez van (E,P) -nek egy M-szerd (E’,P’) kiterjeszté-
se, melyben (3 u) a(i/u) € P/(5)n E’.

(4i1) WM teljes ha minden eleme M-folytathatd.
(iv) MET é (WeM)M =T, ahol (E,P) kv é P(t) 2E,

(v) M+t,X) (vagy csak réviden T ) jelsli az olyan (E,P) T,K-mozaikok
halmazét, melyre EC "< . @

10.5. RESZALLITAS K E1t=1 <=3 (M k% minden teljes M c T(T,K) -ral.

10,6, RESZALLITAS EldonthetS, hogy " Mkt minden teljes M C T -re"
igaz-e.

A 10,5-6.RA. bizonyitdsa eldtt egy lemmdban daszegyijtjiik a mozaikok
alapvetd tulajdonsagait.
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10,7, DEFINICI

(i) Legyen M = (E,P) és M = (E',P’) mozaik rendre az U~-n és U’ -n.
Azt mondjuk, hogy M és N’ kompatibilis, ha (UnU’)'{M =
(Unu)w,

(i1) Legyen M egy mozaikhalmaz. Akkor UM < (E,P), ahol

g & Ui{E’ : (E',P')eM 3, és minden 6 €Részt(T) -ra
P(g) = U{P/(6) : (E',P)EM}. m

10.8, LEMMA Legyen (E,P) mozaik az U-n és legyen M mozaikhalmaz.

(i) Legyen WECU és £ : U >» U/, E & {f°s : s€B}, P/ = ({fes :
s€P(§)) : 6€REs2t(T))., Akkor (E/,P’) és WI(E,P) mozaik és
mindkettd M-~szerdi ill. M -folytathaté ha (E,P) az.

(i1) Legyen 2 pdronként kompatibilis mozaikok halmaza, Akkor U?
mozaik és (E’,P’)< U? minden {(E/,P’)e>P -re., Tovdbbd, U?P

M=-gzerd ha ¥ minden eleme M -szeri.

(i4i) Ha WM teljes, akkor [(E,P) M-szeri => (E,P) M -folytathatd].

Bizonyitds: Az (i)'ellenc':rzése rutinszémolds, nem irjuk le, A (ii) bi-
zonyitdsa: Legyen U?P = (E,P). Akkor E egy K-egység mert K-egysé-
gek unidja, és SE = UISE’ : (E’,P/)e>PY} mort I -egységek unidja D -
egysdg., Ezért P : Répzt(T) - SbS(E). Annak beldtdsdhoz, hogy UP mo-
zaik, eldszor a (2)d) feltétel teljesiilését mutatjuk meg. Legyen if«

és ciseRészt('t:). Legyen s €P(s)NE, Akkor van M’ = (E/,P')€EP éa
M = (E?,P’)e?P, hogy aeP’(6) és s€E’. Mivel s€P'(5) azért se
SE’ és igy s€base(E’) mert base(E )=base(SE’), Mivel M és M
kompatibilis, ekkor s€E’ mert seE”, Tehdt s€P’(6)NE’C P’(ciG')Q
P(cis). Beldattuk, hogy P(a)nEQP(cie). Azt kell még megmutatni, hogy

C:E_JE]P( cis) CP( c;6 ) Legyen s € C?EJ P(ciS'). Akkor s€dJE’ valamely

M’ = (E',P')EP -ro é3 z < s(i/u)&P”(ciE) valamely M° = (E*,P")eP ¢
és u egetén. Legyen J€ «~{il (van ilyen mert o 22) ¢és legyen W
a(i/sj). Akkor w = z(i/zj), tehdt we€dE! és igy wEP”(ciE) mert

s
g

zEP”(ciG'). Akkor viszont weP’(cis-) mert RngwSRngzNRngs éas " és
M kompatibilis. Igy aer’(cis)gP(cis) mivel s€JE’. Beldttuk, hogy
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a (2)d) feltétel teljesiil UP -re. A (2) tobbi feltételét egyszerdbb le~
e q . ’ _ / . £/ 7 — [E/] R ’ /
ellendrizni : P\aij) = UiPp (dij) : (E7,P")ePy = U{Dij : (E",P)ePi=

.L%;;“J. Legyen g€P(6-d8). Akkor (3(E’,P')EP)zeP’'(6:8) = P(6)NP (8)NE’
CP(B)NP(S)NE. Tfh, s€P(6)NP(S)NE. Akkor van M’ = (E/,P )€ P,

M = (E”,Pp")e? és M'= (E”,P”)e€®P hogy s€P’(5), s€P’(5) és seE”. Mi-
vel MK, M' és M" kompatibilis, ekkor s €&E’, s€P'(S), fgy sé€
P/(6)NnP(8)NE = P'(6.8)CP(6-d). Beldttuk, hogy P(6-8) = P(6)NnP(S)NE.
Tfh, s €&P(-6), mondjuk scP(-6)CE’ valamely M"= (E’,P")€P -re.
Legyen M = (E’,P')€P tetszdleges. Ha s€8(E’), akkor seP’(-¢)

mert M’ &s M kompatibilis, tehdt s¢P/(6). Ha s¢J(E’), akkor
nyilvdn s ¢P/(6). Tehdt s ¢ UIP/(6) : (E’,P') €D} = P(6), Tfh. se
E~P(6). Axkor s€E’ és s¢P/(6) valamely (E/,P’)EP-re, tehdt se
E'~P'(6) = P'(-6) S P(-§). Beldttuk, hogy P(-6) = E~P(c)., Ezzel le-
ellendriztiikk, hogy UP mozaik. Legyen M’ = (E/,P’')e> tetszdleges.
Megmutatjuk, hogy M’< UP® , Legyen W = base(E’) és 6 € Réazt(T).
Akkor E'CEN"W és P/(6) CP(G)N™W a definiciébél kézvetlenil adddik,
Legyen s €EN"W., Akkor sg€E' valamely M’ = (EY,P*)eP-re. Mivel M’
és M’ kompatibilis, azért geE” =» gs€E’, Tehdt E’ = EN"W. A

P/(8) = P(6)N™W Dbizonyitdsa ugyanigy megy: Legyen s €P{5)N"W. Akkor

s €P(6) valamely M'= (E',P")¢P-re és ekkor s €P’(§) mert M” és

M’ kompatibilis. Beldttuk, hogy M < UP, T#h, P minden eleme M-
szeri. Legyen s€E. Akkor a€E’ valamely M’ = (E’,P’)eP-re. Ekkor
Rngs| UP = Rngs|M’ € 1M mert M Ji~szerf, Beldttuk 10.8.L(ii)-t. A
10.8.L(iii) ©bizonyitdsa: Tfh. M«=(E,P) M -szeri, Legyen iEoc,'cie‘G
Réazt(T), sEP(cie)ﬂE és Wangs. Akkor WIMEIM mert M M-pzerd,
tehdt 20,8(i) szerint W|M M-folytathaté mert M teljes. Legyen M’ =
(E',P') egy WM-szerd kiterjesztése W|M-nek ugy, hogy (Ju)s(i/u)e
P’(cis)nE’. A 10.8.L(i) szerint feltehetjiik, hogy base(E) ) base(B’)=
W, Akkor pedig M és M’ kompatibilis, és igy MY = MUM' mozaik és
M<M'. Legyen M' = (E",P"). Akkor nyilvén (ﬂu)s(i/u)eP”(cis)nE”.
Tovdbbd, M’ M -gzeri mert M ig és M is az. Beldttuk, hoév M M-

folytathaté, QED(10.8. Lemma)

10.9. MEGJEGYZES (1) A Crs, esetben azért volt szilkkeég arra, hogy a

E r
10,1.D(ii) (2)d) feltételében a P(ciﬁ') = C:,.I:_S ]P(cia‘) -t és ne csak a

P(eib) = cFE]P(c-s) -t koveteljiik meg, hogy mikor illeszieni akarjuk egy-
i i 1
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mdshoz a mozaikokat, akkor az "ellentmondds" kideriiljon a metszetiiktn, 1d,
a 10.,8.L(4ii) bizonyitdsdt. Ha pl, =2, T=cyX, E=§(2,2)%, P={(x,0),
(cix.i(i.z)E )y, E/={(1,0%, P’ =i(x,0),(c,lxs0)1 (14, az dbrdt)

2

Cp X (E,P)
1

CyX (E',P)
0 |

akkor csak szdmolds drdn deriil ki, hogy (E,P) és (E',P’) nem illeszt-
hetd. A jelenlegi definiciéndl ahhoz, hogy (B,P) mozalk legyen, az kell,
hogy P(clx) = §(1,2),(2,1)} és ekkor lathatd, hogy (1,1) EP(c,lx) de

(1,1)¢P’(c1x), tehdt P és P’ "nem ért egyet" az (2,1) sorozatra néz-
ve.

(ii) A jelen bizonyitds "kulcsa" a 10.8.L(ii). Eszerint a "folytat-
hatésdg" lokdlis tulajdonsdg, nevezetesen hogy egy M mozaikban egy =
sorozat "kijavithatd", az csak Rngs1bl -t51 fiigg, a tdvolabbi kommyezet
azt nem befolydpolja, (Emiatt esik szét egy modell mozaikhalmazzi, pon-
tosabban emiatt lehet a2 modellt Ujbdl Gaszeralnl a beldle keletkezett mo-

zaikhalmazbél,) g

A 10.6, Régzdllitds bizonyitdsa; Konnyd ellendrizni, hogy T véges, és
ha (EB,P)eT akkor E, dE, P és U is véges. Tehdt, véges sok M ST

van, Mivel minden (E,P)eW -rfl eldonthetd, hogy P(T)2E vagy nenm,
azért elég azt beldtni, hogy egy adott WM ST -r3l eldsnthetd, hogy tel-
jes-e, Ehhez azt kell tudni elddnteni' egy adott (E,P)éT -rdl, hogy M
-folytathaté-e. Legyen (E,P) mozaik az U -n, U&w~, Legyen i€oc,
c,6 € Régzt(T) és s EP(cis) NE. Véges sok ilyen 1i,6,8 védlaszids van,
10.8,L(i) szerint, ha van (E,P) -nek M-szerdi (E’,P’) kiterjesztése,
melyre (Ju)s(ifu) €EP’(6)NE’, akkor olyan is van, mely-
re U/ CUvVixl , Tehdt végignézhetjiik az Osszes lehetséges (k’,U’) mozai-
kot Uuix}y -n (véges sok ilyen van) és egyenként eldontjiik réluk, hogy

a) (du)s(ifu) €P'(6) NE', b) (E,P)<(E',P’) és c) (E’,P’) M-szerd.
Mivel a), b), c¢) mindegyike elddnthet§ (hiszen az (E,P), (E’,P’) mo-
zaikokban "minden véges"), ezért eldsnthetd, hogy (E,P) WM =folytathatd-e,

QED(10,6, Részdllitds)
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A 10,5, itégzdllitds bizonyitdsa: Az alapgondolat itt az, hogy a modellek

helyettesithetik teljes mozaikhalmazokkal: minden €K, k : X > A mo-
dell-kiértékelés parhoz az M(@l,k) mozaikhalmaz (mely az €[,k "levd~
gdsaibdl" &1l1) teljes, és ami még fontosabdb, minden teljes M mozaik-
halmazbél "kirakhatd" egy L,k algebra-kiértékelés pir, melyre M, =
W(0L,k).

(1) "K¥z=2 == (IMCT)I[ M teljes és M KT J”bizom't iga: Legyen

OleEK és k : X > A olyan, hogy & ¥ t=1[k])., Legyen U 4 base( #L ).
Minden W&U =ra legyen

pLw) & (BE(W),P(w)), ahol
EW) $12%~“W &és  ha seRészt(t), akkor
a [7IKINTW  na (¥i)(¥m) 6 dem
P8 BT U1 =) ha (@m)6
1 Etkin ¥ SRAERS

Vegyiik észre, hogy P(Wl NB(W) = Em[klnw‘ﬂ minden 6€Részt(t) -ra.
Legyen JVL& JOL, k) g{@L(Rngs) : seEl, Beldtjuk, hogy M teljes
mozalkhalmaz és M ¥t . ELSszdr azt ldtjuk be, hogy M _moza.ikhalma.z.'
Legyen WCU. Beldtjuk, hogy <OUW) egy <,K-mozaik. Koénnyd ellendériz-
nl, hogy E(W) egy K-egység (mert K +teljesiti a (b),(d) feltételeket).
Nyilvdnvaldan, P(W) : Réazt(C) <> SbAE(W), &a P(W) teljesfti a 10.1.
D(ii) -beli (2)a)-d) feltételeket a P(W) definicidéja miatt. Tehdt
gl(W) egy T,K-mozaik a W -n. KdvetkezSképp beldtjuk, hogy M teljes.
Legyen W CSU, Akkor nyilvanvaldan @(W}< gUL{U) és M(U) M ~szeri.
Tovdbbd, ha i€, ciG'eRészt('U) és sEP(W)(ciﬁ)ﬂE(W)s akkor
(Fuel)a(i/u) eP(U)(6)NE(U). Tehdt QUW) M -folytathaté és igy
teljes. Végiil beldtjuk, hogy M ¥ T. Mivel @ ¥ T=2[k], azért
ta[_k];f’.l.m. Legyen se’lmnﬂvm'[k] és Wsﬁngs. Akkor s €B(W)~P(W)(T),
tehdt P(W)(¢) B E(W), és igy MK v. TLeayen M ST IM. Akkor
kinnyd ellenSrizni, hogy M’ teljes és W¥o . QED(I)

(ID"MET  teljes és MEa ==> K v=1" bizonyitdsa: Legyen

MET teljes és tfh. MPF T. A gondolatmenet & kdvetkezs: Legyen M,
€M olyan, hogy MO ¥4, Most MO -b6l kiindulva és haszndlva 10.8,L
(1ii)-at, lépésenként megazerkesztiink egy M0-<M = (E,P) mozaikot, mely-

re igaz mar, hogy
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P(cio’)ﬂE = CJ.[_E](P(G')(\E), minden c.6 € Részt(t) -ra

(itt csak arra kell iligyelni, hogy minden “defektre" rdlépjiink egyszerT).
Ekkor ha @ = B4¥E és k(x) = P(x)NE minden xeX -re, akkor konnyid
létni, hogy ™[kl = P(6)NE minden 6&eRészt(T) ~ra, Tehdt
A ¥ t=2[k1l mert M0< M. Tovédbbad @eX mert M egy <T,K-mozaik.

Noha a fenti gondolatmenetbdl maradéktalanul (és szinte meharikusan)
rekonstrudlhatd a részletes bizonyitds, a teljesség kedvéért vdzoljuk azt
igs. Ha M=(E,P) egy mozaik, akkor D(M) jeloll az M "defektjeinek"

halmazdt, azaz

p(M) & §(s,1,6) : s e(P(cie)nE)~ci[E](P(e)nE), iee< , cisenészt(c)}.
Nem nehéz ellendrizni, hogy
(1) [M=(B,P)<M', ecE és (s,1,6)¢D(M)] => (a,1,6)¢D(M ).
Kévetkezdképp megmutatjuk, hogy

(2) Minden M-cszerd mozaik kiterjeszthets egy M -szerd ¥ mozaikkd
ugy, hogy D(M)nD(M') = O,

Valdban, legyen P S |D(M)| és legyen £ : p —»D(M) a D(M) egy fel-

soroldsa, Definidljuk rekurzidval a kivetkezd mozaiksorozatot: Mo G M.

Legyen '5'4[5 és tfh, minden 7)< -ra M4 mdr definidlva van, ugy

hogy

(%) minden d<m -ra Mg < M"Z és M,? M-szeri,

Legyen M'i- = Uild,,z : "z<‘5'3 . Akkor a'il.O.B.L(ii) szerint M‘-&- M =szeri
mozaik, igy 10.8.L(iil) szerint Mi— M-folytathaté, Ezért van egy M;
M ~szerd kiterjesztése M%- -nak gy, hogy f].# D(M;). Beldthaté, hogy ()
teljesil My -ra. Legyen w 2 U Mg : T<f53 . Akkor kdnnyen ellendriz-
het§, hogy M rendelkezik a kivant tulajdonsdggal. QED(2)

Most definidljuk M-szerd mozaikok egy w -hosszi sorozatiat: Legyen
MOEJ'L olyan, hogy Mo ¥t . Tfh, Mn médr definidlva van ugy, hogy M
M -gzerd és (¥m<n)Mm< L Akkor legyen M__, eay M-azerd kiterjesz-

téae az Hn -nek tgy, hogy D(Mn)nD(Mnﬂko. (Ilyen van (2) szerint.)
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Legyen M 4 UiMn : newds= (E,?). Akkor nyilvanvaléan MO<M és alabdb
beldatjuk, hogy

(0) CjEE](P(s)nE) = P(c;6)NE minden c.6 € Részt(T) -ra.

18szor beldtjuk, hogy P(cia-) NE < C£EJ(P(6)HE). Ez ekvivalens azzal,
&y D(M)=0, Legyen s€E. Akkor (ﬂnew)sEEn. Ekkor a szerkesztdéa és

mirtt (s,1,6)¢DM ,), gy (s,1,6)¢D(M) az (1) és M__, <M

miatt, Beldttuk, hogy D(M)=0, M&r csak azt kell beldtni, hogy
chfEJ(P(e-)nE) S P(ci6). Ez abbél kovetkezik, hogy M egy mozaik mivel
a (2)d) feltétel szerint P(6)NE CP(c,6) = CLOPIR(c,6). QED(IT)
QED(410,5., Résgzadllitda)

Megjegyezziik, hogy a fenti szerkesztésben torekedhetiiink volna arra,
hogy M. minden eleme felhaszndldsra keriiljon, ekkor egy olyan &,k mo-
dell-kiértékelés pdrt kaptunk volna, melyre (aprd niianszokiél eltekintve)

TH(OL,k) = T M.

A 10,5~-6 Részdllitdsokbdl a 20,.T(iii) kozvetleniil kovetkezik, Mivel
ktnnyen ldthatdé, hogy a Crg., O, G osztdlyok teljesitik a 20,T(4ii)
(a)=(d) feltételeit, eddig beldttuk azt is, hogy EqCrg , EqD,, EqG,
elddntheté ha o<<u), Annak bizonyitdisa maradt hdtra, hogy Equ%c, EqG°<
eldonthetd az o< 2 wW egetben is,

Az el4zb bizonyitashoz hasonldéan, az o< 2W egetet az «<<w esetre
vezetjiik viesza (1d., 5.14,L. az ¢18z8 bizony{tdsban). Ugyanakkor azt is
megmutatjuk, hogy ugyanez a fajta visazavezetés nem miktdik D ~ra.
Legyen X egy végtelen (vdltozdéjel) halmaz., A tovabbiakban me(cilfx)
helyett csak Tm(cilo() ~t irunk.

/

10,10, LEMMA™ Legyen T Coc, 2<lpl<w és TeIm(eily).

(i) Rd,(TICr%( = ICrsﬁ. és
Crg, F T=1 <& Crsf E T=1,

(13.) HSPRJ,EQ‘CIG , de

G, F =l & Gﬁ.]=1,'=’.!., ha ind(v)c T .

*/A 10.20.,L{i)~t [N78IProp.8(ii) -ben publikaltuk és a bizonyitdst idézik
a [HMT]monografidban is, 1ld. [HMI]5.5.145.
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(iii) HSPRd D C ID,K, és minden n £ 171-2 -hdz van 6&e Tm(cil,s), hogy
D, B6=1l = Dﬁ' E 6=1 ¢és l'ﬁwind(s)l Zn,
Tovébbd D k 6=l # G k J=1 valamely JeTm(cily)-ra.

Megjegyezziik, hogy a (iii) utolsé dllitdsa mutatja, hogy (ii)-ben az
"ind(T) € " <feltétel nem hagyhatd el,

Bizonyitds:
(I) Rda—CrsD(QICrs,a—. REFDMEEQ‘, R%C& QIG,E és Crsﬁ.QIRGTCrso( bizo-

nyitdsa: A feltételek koziil itt csak a TS =t fogjuk haaznédlni.
Legyen Ol€Crg, V S1% és U £ pase(él). Definidljuk ez rd, "re-
duktum-fiiggvényt": Legyen feV, akkor

rop(£) £ 4(2,2%) : 167D, anol 2 & (x~p)e, ésha XSV akkor

- Ta,(X) ¢ rb%.*x = {rb(£) : zexl.

Nem nehéz indukcidvel beldtni, hogy
() rd,r izomorfizmus ’RPTG&V és &'Efrd,a.'\' kozott,

(A bizonyitds le van irva [HMTAN]4.7.21.2(p.191)-ben és [HMTI3.4.125 -ben.
Megjegyezzilk, hogy az Tby(f) gyakorlatilag 71f, azért kell a 1le
sorozat tagjait "megszinezni" <f£' -vel, hogy az rd,r fliggvény egy-egyér-
telmi legyen és homomorfizmugs a ~-ra,) Mivel WT& c Rﬂ,{@’&v (az L&
G4V miatt) és rdTV ezy Craﬁ.—egység, (%) -bdl kbvetkezik R%Cr%( c
ICraT. A masik két hasonléd é.llitéshoz_ csak azt kell ellendrizni, hogy
rdTV egy D,.r ill. GT—egység, ha V egy DL, ill., G _-egység. Ennek
leellendrzése egyszerd, a szdmoldst itt nem irjuk le,

Legyen fl€Crs,. tetszfleges. Megmutatjuk, hogy aedeCrs 3 v
Legyen V = ’.'I.a', u¢base(€l). q < u : i€x~gD és minden x€A -ra
£(x) g i sUq : sex}. Konnyd ellenSrizni, hogy £ : &> WTSB’N homo-
morfizmus és T A zdrt az G& £V miveleteire nézve. Tehdt @le IRd,J_Crso(.

Ezzel belattuk azt is, hogy ICra 5 = RdFICrad.

(II) ”g, P el & Golk t=l ha ind(w) & " bizonyitdes: Gy b sl

= G, k=1 teljesil minden ceTm(cil,K)-ra, mert G, ¥ T=1 = Rd G ¥

el = G’F¥ T=1 mexrt Rd G MQIGT' Tehdt csak azt kell bizonyitani, hogy
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G‘J ¥1=l => G ¥ v=1 ha ind(v)cq . Ehhez elég GT ¥ 1t=0 =

G, ¥1-0 -t bizonyitani minden ind(T)c 4 -ra. Tfh. ind(v) Sxc T és
G’d' ¥ ©=0, mondjuk ¢l ¥ T=0[k] valamely (J[EG,J. és k : X> A -ra, Le-
gyen pe'r:m[k], U= 'base(UL), q & (-J'NH)1p és legyen r E(MNH)Rngq
tetsz8leges. (Ilyen r van mert ~H#O.) ILegyen V 4 {sEHU : sUq 6,1213
és w & U{ “Rng(sug) : sevi., Nyilvdn, W egy G -esység. Beldtjuk,
hogy

{w) V= {SEHU : sUrewi,

Valdéban, legyen seHU. Tfh, sur€W. Akkor Rng(sUr)CRng(zUq) valamely
26V -re, a W definiciéja miatt. Akkor zuq€1" a V definicidja mi-

att és Rng(sUg) S Rng(zUq). Tehdt suq€1® mert 2™ G,~ogység, tohdt
s€V, PForditva, tfh. s€eV. Akkor Rng{sur) € Rng(suq) miatt sureEw,

QED(2)

Legyen &L & GKV és & 2 GKW. Definidljuk

[[§=

f <{SE-HU : suqg€al : aeA > és

[[=%

g <is€HU:sUrEb1 : DbeB>

Akkor f(‘?l.a)ﬂ)r definicid szerint, éa g(W)=V, s6t Rngg=SbV a (x) sze-
rint. Nem nehéz leellendrizni, hogy £ : WHUL > 48 g : 'RDHaE - L
homomorfizmus (a bizonyitds megtaldlhaté pl., [HMT]3.,1,117 ~ben) és ugyan-
akior f£(t™[k1)#0. Legyen Xk’(x) 8 rx(x) és legyen k”(x)€B olyan,
hogy gk?(x) = k’(x) minden x€X ~re. Akkor 'I:'C[k’] = 2t =
g(tB[K']), tehdt Zk"14 0. Mivel BEG , ez bizonyitje, hogy G K
T=0, QED(II)

A fenti bizonyitds lényeges része a (x) allitds. Egy példan illuszt-
rdljuk, hogy (%) nem igaz (a megfeleld médositdsokkal) a 1D, osztdlyokra:
L]
Legyen HCné <X=uw, P & n1Id, 121, = ip3 U{Dli;]: i<j<n} és legyen

re(lxNH)co tetszéleges. Akkor 1% egy Dn-egység és p az egyetlen
ismétlésmentes =orozat 10(’ -ban, Legyen q = (n~H){p, V & fa&Hu_') :

sUctef‘_m}, és legyen W as fsUr : seVi-t taritalmazd legkisebb D -egy-
ség., Akkor V # }seﬂa) : sUr €Wl, Ez azért igez, mert van zeHoo ig~

métlésmentes sorozat ugy, hogy z # Hlid és zUr€Ww (ekkor zt#V): ha
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r ismétléses, akkor azért mert az ismétlés biztosit egy "segédrekeszt",
aminek segitségével az Caszes zUr, zeHH sorozat el§allithaté (HIId)ur
~b61l (1d. a (IV) =beli (x3) bizonyitdsdt késdbb), ha meg r nem jismétlé-

gses, akkor Rngr végtelen ép azért.

(III)G-¢HSPRA,G , D FHSPRAD &s (IFeTm(eily))[Qm &1, Gy ¥ &=1]

bizonyitdsa: Elég az utolsé dllitdst bizonyitani, mert abbdl kivetkezik
az elad kettd: Legyen CJLEGTQDF olyan, hogy &l ¥ d=1., Akkor @L¢
HSPRd Ig< D HSPRd G,,_< mert D, k del,

Az egyszemaég kedvéért trh, '3'=n6 Ww. Legyen d mi{- d : i<j<n}
és minden i,j €n -re legyen

a = -
d-ij(x)=x'd-ci(d-cj(dij-c.( 15" j(X))))

i
Legyen yo.yl,l....yne X n+l db. kiilonbozd vdltozéjel és minden i<n -re

legyen

=Y

58 &yt Moy 8, 904y (7y) ¢ i€nd,

i ﬂ{-yj : je(n+L)~ 1itl. Legyen

ahol f£(i) & i+1(modn) ha ién, Megmutatjuk, hogy Gn ¥ d=0 mig
Q. kb 8=0 ha nCo, Eldszbr azt mutatjuk meg, hogy R, k d=0., Legyen
i,jéex, i¥j, OLE Crg, , &a€A é¢s €A%,  Akkor a kivetkezdt nem nehéz le-

ellendrizni (1ld., a 3. Abrdt a tdloldalon):

(%) Ha sGJ (a.) akkor nincs ueba.se(ot)NRng(n‘]s), melyre
{sa(1i/u), s(.’j/u). s(i/u) (j/w)ica®,

Legyen enen, éa k : X+ A. Legyen a; 2 'c;_n[k]. Akkor fai : ifn3
pironként diszjunkt elemekbSl é11, Tfh, sEdy, (e ) Tlte 6, . (a;) : i€ni,

Legyen k€ovn, u & s(k), Tfh, u¢Rng(n']s). Akior s(0/u), s(1/u),
s(O/u)(‘l/u)E’lm mert OLELN,, a (%) szerint ez ellentmond s eJOl(an) -
nek. Akkor van i€n, hogy u=s(i). Ha j€n~{i}, akkor u;!aj mert
nis iesmétlésmentes az s €4y, (a ) miatt. Akkor s€c.d ..(a;) miatt

van w, melyre d s(i/w) €&, 5P (a. Jo Most wfu mert s=s(i/u)Ean,
a(i/w) Eai és annai=0. Ekkor ufRng‘n‘]z) és ez ugyanigy mint az e-

18bb, ellentmond zesiﬁ(ai) -nek a (x) alapjén., Beldttuk, hogy I F d=0.
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Moat szerkesztiink egy QlEGn -et, melyre oL ¥ J=0. Minden i€n -re

legyen u; = n+i és legyen
V = nnuUin([nUiui}]fu §il) : dien}, 0(_3 GkVv , 8 5 n'\Id ,
a, & {s}, ay g {é(i/ui)} ha i€n és k(yi) & a, ha i<n,

Megmutatjuk, hogy @ ¥ d=0[k], nevezetesen 56501[1:]. Konnyd ellend-
rizni, hogy 7:?[1:]:9.1 minden i€n -re. Tehat elég azt megmutatni, hogy

s8€dp(a) és  s(ifu)€d;, (a;) minden i€n -re,
Vegyiik észre, hogy
(sw)  (¥i€n)(vz€2™) 1,0} ¢ Rngz .

Nyilvéan, s €a rd és s(i/ui) €a..d . Tih. s Eco( d'cﬂ.(dm.' co(-d01- clan))).

— . . 0_=x o1 0
Axkor van v ég % , hogy s, €4, véw és By € Cpa,e Mivel st&',

e c,a =01{s3 miatt w=0, ezért

azért (xx) szerint vG{O,uO},, és By €8,

v=u, mert wfv, ekkor viszont 3336'10(’ ellentmond (ms)-~nak, Beldttuk,

hogy sEé‘Ol(an). A z=s(i/ui)EJij(ai) ahol Jjsfi bizonyitédsa telje-
sen hasonléan térténik: T£h, zEci(d-cd(dij-ci 'di;j'c:]ai)))' Akkor

ziea, vEW és ziJEG.a valamely v,w -Te. A ztea- miatt ve{i,ui},

wu J i
a zi'j = c.a miatt w=u ekkor wvai és ekkor zijelm ellentmond
wa ~ 374 1’ ' wv
(mx)-nak, QED(III) (III)-bdl és IG ,ID_J. varietds voltdbdl (144.01d)

kovetkezik 10,10,L{11),(11i1) elsé &11{tdsh.

(IV) "D,k 6=0 és D; ¥ 6=0 valamely 6€Tm(cil,)-re’ bizony{tdsa:

a an,
Legyen T(x) = x~d,° c’.l.(dOEL-cO("dOEL c{L(dOZI.' cox)))o Belatjuk, hogy
(%°) Ha olen,, aer és s etHa), akkor 5(0/34)(1/30)§!1ﬁ- és
s ismétlésmentes. '

El6szdr beldtjuk, hogy ha s ismétléses, akkor minden i,j€x-ra

s(i/sj)(j/s_;)ﬁﬂ.ﬁ. Tfh, s(n) = a(k), nfk. Ha }i,j}=in,k}, akkor ké-
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szen vagyunk, Tf . eldszdr, hogy n€i{i,j}, mondjuk n=j és k¢{i,j}.

D 7
/
\// ~
i J k
n

Legyen s’ads(j/si) és s"gs’(i/si). Akkor s/, s’e€1% mert aen,

és ldthaté, hogy &'= s(i/sj)(:j/si). Tegyik fel most, hogy {i,jinik,ni=0,

Legyen &’ & s(x/s5), s* ¢ 8/ (1/87(3))(§/97 (1)) és z & a”(k/s"(n)).

Akkor a’, s?, 2z €1% (haszndlva az eldzd eset bizonyitdsdt is) és z =
(i/aj)(d/s_i). Beldttuk, hogy egy N -egységben minden ismétléses soro-
zat Usszes transzpondltja is bennevan.

Tehit elég beldtni, hogy ha s€t™a), akkor s(0/s,)(1/s,)§ 1"
(mert ekkor s csak ismétlésmentes lehet az €ldzdek miatt). Legyen sé€

-d01'a és tfh, z = 5(0/51)('1/50) Eﬂ.a. A szemben 1év3 4. Abra alapjén

l4thaté, hogy ekkor s¢’6a(a). Ezzel belattuk (953) ~at.

A blzonyitds hédtralevlé réaszében, az egyszeriség kedvéért feltesaziik,
hogy ﬁ'g n €w, Legyen Fgreee ¥y, 26)( n-1 db. kiilonbtzd valtozdjel,

Legyen

T"j_ g yi ha ien-i
d
Tpen = Ni-vy : 1€n-13rcpy,
d . . . C senE)yE .
b= 'U(yi)-cocl(-do,l Zico'r:i ci(dm_ co'ci) : i€n}) Yy

Megmutatjuk, hogy D, k 6=0 ha nCx és DnHJnO. Legyen #&len,,
kK : X*>A és tfh. sEcSu[k'_[. Akkor (53) szerint s ismétlésmentes
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és igy |[Rngs|>n. Minden ifn ~re legyen

a d 1,'.0[ k1 ¢és

g 2 fuckngs : s{i/u)eaif.

Akkor UiHi : ién% = Rngs és |Rngs! >n miatt van i€n, melyre lHi\
>2. Legyen ién ¢és u,vEHi, ufv, Legyen k,Ién dgy, hogy k<Z
és sa(k)=u, s(i)=v,

Akkor s(0/w)el™, &s z & s(0/w)(A/v) €1% mexrt 2>0; és se
coci(-doﬂ_-izi). Megmutatjuk, hegy zEcoai-ci(dm- coai), ez ellentmond
s66ﬂ[k]—nak. z(O/aO) = s(d./v)Eaj mert veHi, igy =z Ecoai. Ugyanak-
kor z(ﬂ./u)ﬁdm_- CoBy mert z(':L/u)(O/soj = s(fl./u)ﬁa.i az uEHi miatt.

Beldttuk, hogy . k 6=0 ha |X| >n.

liost megszerkesztink egy ﬂleDn ~et é5 k : X > A ~t, melyre ¥

§=0{k1. Legyen s & n1Id, v & {8} U U{Dgﬂl: 1<j<n}, ag kv és

k(yi) 4 1a8(1/1)} minden i€ n-1 -re., Megmutatjuk, hogy sESm[k]. Le~
gyen a, S’Ug[k] és Hy 4 {u €Rngs : s(i/u)Ee.i}. ha ién. Akkor a8 =

s(1/i)} és=s Hi = {i} minden ién -re. Konnyd leellenérizni, hogy
sE’t(a,_L), mert 8, = ist. Ugyanakkor, mivel lHiI<2, azért s¢

- 24
. . - i 1€ — o E .
Cccd.( -dgy " %0%5 c,_L( dg *CoF; )), minden i€n -re. Tehat s€d” (k]

QED(10,210, Lemma)

Kyilvdnvaldan, & 10,7(iii) és a 20,20.L(i) 111, (ii) seg{tségével kapunk
egy~egy eldontd algoritmust Bq0rs ill. EqG.-ra, ha o=w. QED(10. Tétel)

24, TETEL (1) EqG, # EqQ) ha <>2,

(ii) Eql, #EqF% ha <z2w .

Bizonyitds: Legyen T(x) ETm(cila) az a term, amit a10A0L. bizonyitdsa-



~ 150 - ITI.12.Mj

nak (IV) részében definidltunk és amelyrSl bizonyitottuk, hogy ha  ¢1eD_,
atA és at":f[;a(a,), akkor a) s(O/si)(ﬂ./sO)¢ 1% s b) s ismétlésmen-
tes. Az a) részbSl kiovetkezik, hogy G, kF T(x)=0, és a b) részbsl
kévetkezik, hogy FI k ©(x)=0 ha o<>w (mert ha s€1" ismétléamen-
tes és CLER, , akkor dj; # dj, minden O<i<j<oc-ra, tehdt iAl>
w). Konnyd azonban szerkeszteni €¢L€D -t (minden o >2 -re), melyre
oL ¥ 1(x)=0, nevezetesen a (IV) részben meg is adtunk egy ilyet.

QED(11, Tétel)

12, MEGJEGYZES (i) A kovetkez§ eltéréet sejtjik G, és I, kozdtt:
Legyen =<w . Ha OL€ G _-hoz hozzdvehetld még egy koordindta, akkcr hoz=-

r e ’ ‘f r — ﬁ -
zdvehet§ mdr akdrhdny sok koordindta, azaz ISRd 1 G 1 iSRd «Go<+[5 tetszdlo

ges (r»1l-re. (Ez valdszinfleg bizonyithaté a 4040L bizonyitdsdnak (II) része-
beli médszerekkel,) Viszont mindemn n€w -hoz van UEN , melyhez hozzdvehe-
t§ n koordindta, de n+l mdr nem, azaz ISR4.D  #ISRdD .. (PlL. a

4Q10L bizonyitdsabeli (IV) részben megkonstrudlt €)16D,a. -nak ('5'=o<+n) az
o« -reduktumdrél ki lehet mutatni, hogy nem ISRd LD enil -beli, }

(i1) Ha <2, akkor Crg,  erdsen elddntheid, mert Icrg, = WeCA_
ebben az esetben. A 6.,Mj.~-bell médazerekkel valdszinileg bizonyithatd,
hogy G2 és D2 is erésen eldonthetd. Legyen mostantél o« >3, Nem
tudjuk, hogy Crg, erdsen elddntheté-e. S&t, nem tudjuk, hogy EqCrg =
EqFCrs“ igaz-e és hogy Crg, szdproblémija megoldhaté-e. (Ezeket nem

tudjuk D -ra és G ~ra sem, kivéve 11,7(ii)-t,) Nem tudjuk, hogy Eql).
eldbnthetd-e ha <> , Jelen dolgozatbdl kiindulva, Richard Thompson a-

dott egy elegéns axiomatizdlédst (véges sokx sémival) EqD -~ra. g

A 20.T(1ii) -ban szerepld (a)-(b) Peltételt teljesits K-egységekrsl
mondhatndnk, hogy "lazén Gsezefiiggdk". Aldbdb definidljuk ennek a tulaj-
donsdgnak az "ellenkezSjét", melyet "foltozhatdsdgnak" neveziink és bizo-
nyitjuk, hogy a foltozhatd egységd Crg -k osztdlyadnak azonossdgelmélete

midr nem elddnthetd,

13, DEFINICIO Azt mondjuk egy V Crg -egységrél, hogy foltozhaté (vagy
"patchwork” tulajdonsdggal rendelkezd, vagy %‘-egység). ha,

(¥8,2€V) (¥WH C o< ) [(H]8) U (x~H)12] €V,

P, g {UeCry, : 1% foltozhatél, g
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A tapasztalatok szerint a "foltozhatdsdg" az a tulajdonsdg, melynek
hidnya erfsen ranyomja bélyegét a Crg , D, G, osztdlyokra, és a foltoz~

hatdsdg erSsen Usszefligg a C, axidma teljesiilésével, Errdl szdl az aldbbi

4
lemma.

44. LENWMA

(i) [@‘@;v k= C;‘ & GV EE&], ~ha V egy Crg ~egység; de ha o##3
akkor van C0€Crg , melyre & F C: és &%HBPJ;(.

(ii) HSP B = SPp, = IifleCrs, : A% aiszjunkt bdzisu P -egységek unidja §,

és EqP, nem eldonthets (és nem is véges bdzisi) ha o< >3.

(iii) SB(R,ND.) = SPCg = RCA_ .

Bizonyitds: (i) elsd részének bizonyitdsa: Legyen V egy Crg -egység.

¥inden g€V -re legyen zd(s) gU{ci[V]...c_,E“isg : new, 1€y, g
0 n

6,
legven Subu(V) L {zd(s) : sevi. /Akkor nem nchéz bela’tnix/, hogy €V izo-
mor? az {ELW : WeSubu(V)}-beli algebrdk egy direktezorzatdval, Tehdt elég
beldini, hogy 2zd(s) foltozhatdé minden s€V-re, ha GV k. C’I. A blzonyités

tovabbi részében lefv'] helyett csak Ci-t irunk, minden ie« =-ra.
Tfh., GkV k cz‘. Beldtjuk, hogy ekkor igaz a kiovetkezd:

(¥) is, s(i/ulleV = [a(j/w)ev & a(ifu)(j/wiev].

Valéban, tfh. f{s, s(i/u)} &V. Ha imj, akkor készen vagyunk. Tfh, igj.

Ha z 2 s(i/u)(j/w)ev, akkor 2 €0,C; 18} = C,C,fs3, eaért s(j/wlev.

Ha s(j/w)ev, akkor s(i/u)ECiCj{s(J‘/W)} = Cjciis(;l/w)}, ezért
s(i/u)(j/w) eV,  QED(x)
Legyen ZCW&V. Azt mondjuk, hogy Z foltozhaté W -ben, ha (¥s,z€Z)

(¥H Go()[H']sU(cx'MH)‘[z]e W. Azt mondjuk, hogy Z jé, ha

W
(¥i€o<)(¥2eC 23{{23UZ foltozhatd C,Z -ben].

3@E/V'al.gy lehet haszndlni [HMTJ]3.1.76 -ot.
#%/ ) wget of gubunite" réviaitése.
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Legyen s€V, Akkor n;,rifl.vénvaléan, {s} jé. Bizonyitjuk a kovetkezdt:
(%) he ZSV jé, akkor CiZ is j6é, minden i€ -ra.

Legyen Jj€o<. Azt kell beldtni, hogy (VpECjCiZ)({p}UGiZ foltozhatd
%Ciz-ban). Ehhez elég azt beldtni, hogy (¥p ECjCiZ)(VqECiZ)(UHro)
[H1p U(0<~H)1q]ECJCiZ. Legyen p ECJCiZ, qQ€C;%, Hax és G g o~ H,

Akkor p=z(i/u)(j/w) és q=s(i/v) valamely z,s€Z és u,v,w -re, ugy
hogy - z(i/u)evV  és ekkor =z(j/w)eV a (x) miatt. Legyen g &
H']z(i/u)(;j/w)ua1a(i/v) és fg}ﬂzUG'ls. Akkor f£€C.Z mert 2 j6,
2€%Z és 8€C,Z2, Ha {1,533 <G akkor g = HlzUG1s(i/v) € C;2 mert Z
j6. Ha i€H és JjeG, akkor hasonléan g = Hlz(1i/u)UGI1s €C;2 mert
Z 36 és z(i/u)€C,2. Tfh, jeH és i€G. Akkor g = Hz(j/w)UG{s(i/v)
= £(j/w)(i/v). Tovdbba fev, £(j/w) = H|z2(j/w)VG]s eV é&s £(ifv) =
H']z UG s(i/v) EV mert 2 jé, igy (®) miatt £(j/w)(i/v) eV, és igy

8 €C,C, 2. Végiil, tfh, {1,J}1GH. Akkor hasonldan, f£,f(i/u),f(j/w)eV
mert z,z(i/u),z(j/w)€V, seZ és Z j6, igy (%) miatt g = £(1/u)(j/w)
€V, tehat gECjCiZ. QED( 3¢ )

Készen vagyunk annak megmutatdséra, hogy zd(a) foltozhaté. Legyen

p,q€zd(s) és HGx. Akkor p€C, ...C, {s} és q€C, ...C. {s} va-
T 1

o

l&mely 11’-0l|in,31|..' ’jkex-m’ lgy p)qez = cii...cincja..”cjkis}"

Mivel s} jé, a (mx) -bSl kapjuk indukcidval, hogy Z is jé. Ekkor

[Hlp U(o<~H)1q]ECi %z €zd(s). Beldttuk, hogy ha &&V | C, akkor
1 .

GVEPR . A mdoik irdnyt konnyd beldtni, csak azt kell ellendrizni, hogy
ha V foltozhatd, akkor GEV c‘;‘.

A t8bbi rész bizonyitdea: Azt mondjuk, hogy Veqy Gp -egység, he
diszjunkt bdzisi P -egységek unidja, azaz ha van <UJ. : j€J> péaronként

diszjunkt halmazok rendszere, melyre V = (JiV n"‘Uj : jedl és Vﬂ“U‘_j

foltozhatdé minden J€J -re. Gp, g iﬂ(eCrs“ : 1% egy pr-egységlu A
[HMTI3,1,76~0t haszndlva (melyet nem nehéz beldtni), konnyen ldthatd,
hogy SPP, = IGp,. Ahhoz hogy EqB, = IGnp, azt kell még 1dtni, hogy
HGR, € IGp . Ennek bizonyitdsa pontosan ugyanigy megy, mint a HCrg C
ICrg, -é, csak annyit kell nég ahhoz a bizonyitédshoz hozzatenni, hogy
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Rep(F,c)V egy Gp.-egység ha V az (ezt nem til nehéz ellendrizni, pl.

a [HMT]3.1.91 bizonyitdsdhoz hasonldan). Rétériink annak bizonyitdsdra,
hes- BnP  nem elddnthetd. Legyen q;e'l‘m(cila). Definidlunk (rekurzi-
var. ;'E‘.I.‘m(ciJ.B)-at, melyre igaz lesz, hogy Csy F T=0 &> P E =0,
4 nem elasnthets (1d. 1.K. utdni megjegyzds vagy [HMT14.2.28),
ez bizonyitja majd, hogy EgqE, nem elddnthetS. Legyen 55 nicidi;j :

Mive. 1nqos

i,je3}. Definidljuk a +tr : Tm(cilj) - Tm(cilj) fiiggvényt a kivetkezd-
képpen:

try) 28y ha yeX

d ..
tr(dij) = ‘S'di.j ha i,je3

tr(smg)d tr(6)-tr(n) ba &,m€Tm(cily)
tr(-g) £ S-tr(§) ha G'GTm(cilj)
tr(c,E) g'cf-citr(s) ha i€3 és 6€Tm(oil,) .

a,

Megmutatjuk, hogy 033 ¥ 1=0 <« 2 ¥ tr(v)=0. Legyen OER , k : X > A
és sEtr('u)a[k]. Legyen q d (0<N3)1S, v 2 iz : quE’.‘n.ml és W =d=3_z :
aUq € S%k13. Mivel @(€R,, azért V = HxGxK valamely H,G,K halmazok-
ra és ellendrizhetd, hogy W = 3U ahol U = HnGnNK. Akkor a kdvetkezdt
nem nehéz l1latni ( 7T -ra vonatkozd indukciéval): minden z€&V -re

zUq E‘tr('c)o[[k] PN zEtr('c')@%v[k'] & ze 'Uusu“[k”j , ahol k’(y) g
{zeV : zUgek(y)} és x"(y) & {ze3U : zUg€k(y)} minden yeX -re. Te-
hat s etr() k] = 3']sefc€"3u[k"], azaz Cs; ¥ T=0, Forditva, kiny-
nyd latnl, hogy CsBQISRdBCao( (14. pl. [HMT]3,1.122), és mivel 053 B
dui, azért 033 B r=tr(t), 1igy Cs, ¥ Ts0 = Cs, K tr(t)=0 =
Ca, ¥ tr(t)=0 =» B, ¥ tr{t)a0, mivel GE‘Q P . Beldttuk, hogy EqE_ nem
eldontheté. Az eldbbi bizonyitdst kicsit médositva rdgton beldthatd, hogy
Eq(R, ND,) = Eq(Cs ), amibdl (iii) kdvetkezik, Mivel P ND = {o el :
ok cidi;j=1 minden i,j€x=-ra} és Cs, nem veges bdzisi (ill, nem axi-
omatizdlhaté véges sémaval, 1ld. [HMT]4.1.3, 4.1.7), azért P, sem véges
bdzisi (ill., nem axiomatizalhaté véges sémaval). Mivel Resek és Thompson
oredménye szerint Crs NCA, axiomatizdlhatd véges sémdval és Monk ered-
ménye szerint EqCg, nem, azért van (€ Crg, NCA, hogy méHSPCsx.
Akkor (iii) szerint L ¢8PD, = MSPE , de C,+ QED(14. Lemma)
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Ratériink a modellelméleti kbvetkezményekre, Az elsé kbvetkezmény
azt mondja, hogy ha gyengitjiik az elsdrendi logika érvényesség-fogalmat
azdltel, hogy bizonyvs "nemsztenderd"” modelleket is megengediink, akkor az
elsdrendd logika "ereje" elvész, Ez informdcidt ad arra nézve, hogy a
szokdsos modellek mely tulajdonsédgai lényegesek. A médsodik kovetkezmény
a logika szokdsos vizsgdlataihoz kapcsolddik: definidljuk a formuldk egy
eldénthetd halmazat (alaki megkttéssel), és bizonyitjuk, hogy e halmaz
elemei korében a szokdsos érvényesség eldonthets.

A most kdvetkezd részben 1 : ® - w egy reldcids tipus (mely tehdt
nem tartalmaz fiiggvényjelet)és Ft a t-tipusui szokdsos eladrendd formu~
ldk halmaza. A V = {vi : lewy valtozdéjel-halmazt hasznéljuk*{ Modt
jeloli a t =-tipusi modellek osztélydt. Ha HIEModt. akkor WL =

<M'Rm>ne&' azaz M Jeldli az Wl univerzumat és ng-.t(n)lﬂ jeldli

az R reldcidjelnek MW -ben megfeleld reldcidt.

,

15, DEFINICIO

(i) Legyen KQModt. Azt mondjuk, hogy K egy altaldnositott Kripke-
modell vagy parcidlis modell, jelben KE€EJX,, ha

(¥WAEK) MAN)ITL = (MAN|T

tehdt ha X "kompatibilis" modellek osztdlyd. Definidljuk a azokdsos
elsfrendd formuldk érvényességét J'C;: elemeiben: Legyen K& '_T(.t.
Aklor Val(k) & Uf{“M : WEKY a valtozéjelek lehetséges kidrtdke-
1éSGi K _bm- Legyen k EVEI(K), R6R| t(R)=n' iigco.,in'i'jew,
és  @.WEF,. Akkor
df
K & R(vi reeesVy Nkl <k(i'1)"" ,]c(:'.l_l)>ER.“.L valamely MWL EK =-ra,
1 n
d . 0
K ¥ vi=vj[k'.\ & k(i)=k(j),

K ¢ Hvﬁ)[k] 41-& K Ié‘uP[k(i/u)} valamely u-ra, Ugy, hogy k(i/u)eval(K),

K i @AYk &« Bkl és K Eglkl),
Kokl & K I glxl,
Kig &  (¥ceval(K) K Folkl,

df
Fo > (WeX K K.

*/mohét ez 1.2 fojezet jeltléseivel, ¥, = Fm;m't>, 65 Mod, = Mod(t),
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(ii) Modellek eldirt kiértékeléshalmazzal. Legyen

(4i4)

sy = f<WLYD 2 Welod, és VM,
Legyen ¢ = <'m,V>e.H,t, keV és R, ii....,in.i.j,np,\}) mint az (i)-

ben., Akkor

¢
oL F R(v Vi, e el &S <x ),...,k(in))ERm',

oF v, =v,[k] & x)=x(),
iLPfk] é-g @ufa Folk(i/w)l és k(i/u)ev],
o0 IQ LPA!.‘)[k] é‘-} (oF LP[JC] és o E (P[k])

LFE 'lt.?[k] @ o \%‘ Lp[k],

U[FL?AF% (¥ieV) 0L K p[k]
Fp <= (Uae\}'ft)C}{_mep. Legyen

P, S {<WLYSEM, : V foltozhats és kiegyenesithets .

Eq & waer)a Py,

Q

3

3

Azt mondjuk, hogy ¢ egy atomi formula, ha Q R(vi cee¥y )
alaki, ahol Re®R, n=t(R) és i€%w. -0 n=1
Azt mondjuk, hogy QEF, relativizdlt, ha van g s8tomi formula,
melyre ¢ € =>¢ alaki ahol ¢ atomi formulakbél +,A és
"Evi(g/\ eee)" gegitségével épiil fel és a @-ben legfeljebb a g
valtozdjelei fordulnak eld. Formdlisan: Legyen ReR, n=t(R), i'l’

i & A = <
ceari Bw és ¢ R(viﬂ.“.vin). Akkor RL(S)._Ft az a legkisebb
halmaz, melyre

(1) nzeRL(g) ha = atomi formula, melyben legfeljebb Vi saee,

v, szerepel a vdltozdjelek kioziil -

n
(1i)  fap, 9A%, ﬁik(gAq)SQRL(g) ha 7,¥€RL(g) és 1<k<n,
p 4 .

R.bt = {g-bl{) s geFt
Ha A?ERFt, akkor azt mondjuk, hogy  relativizdlt. Azt mondjuk,

atomi formula és lPERL(g)E.

hogy P szokdsosan relativizdlt formula, tP&SRFt, ha van ¢ atomi
formula, hogy ¢ a igMz : 7 atomi formula} elemeibdl As QAa,
g/\'ﬂvi gegitségével dpiil fel és a ¢p-ben eldforduld vdltozéjelek
mind eléfordulnak ¢-ban. g
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Megjegyezziik, hogy K, I, ¥ a E  dltaldnositdsai: Ha KECKt ogy—
elemd, akkor (¥o)[KFE¢ <« Kky¢], ésha (WL, V€M, olyan, hogy
V= ©M, akkor ($p)[KUWL,V>FYy & wikgl.

16, KOVETKEZMENY

(1) {QPEFt : Ié‘(_Pg elddnthetd, azaz minden formuldrdl elddnthetd, hogy
érvényes-e az dltalanositott Kripke-modellekben., Hesonldan

el - bg'(?i eld6nthetd, de
{QEF, : lg(f} = {Q€F, : kY3l nem elddnthets.

(1i) 1 QERF, : k@l és quGSRFt : ¥ qp} elddnthetS, azaz a relativi-

zdlt formuldkrdl elddnthetd az érvényesség és a szokdsosan relativi-
zdlt formuldkrdl eldénthetd a kielégithetSség.

A 16,K.-t a kdvetkezd megjegyzés utdn bizonyitjuk.

17, MEGJEGYZES (1) %, definiciéje annyiban dltaldnosabb a szokdsos
Kripke-modellak definicidjdndl, hogy nincs kikttve, hogy Keﬁkt elemei-
nek univerzumai diszjunktak legyenek egymdstdl, Aldbb egy példdn megmu-
tatjuk, hogy %é HxiyqléiﬂyﬂxQ. Legyen 1 =ben egy kétargumentumi reld-
ciéjel, R, Legyen K = {®W(,7l}, ahol M = {0,1,2}, N = {0,1,3}, R' =0,
és R% = {(1,3)}. Legyen X=V,, y=v, és legyen k€“M olyan, hogy k0=0,
=2 és (¥i>1)k(1)=0. Aakkor K E 3IyaxR(y,x)[k1, ae K I Ix3yR(y,x)[k],
1d. &z 5. Abrét szemben.

(1i) Modellek eldirt kiértékeléshalmaezzal nem ismeretlenek a logikd-
ban, nevezetesen a t&bbazorti logika modelljei ilyenek: csak olyan kiérté-
keléseket engediink meg, melyek az s -szortu vdltozdjeleket a modell s-
szortd univerzumdba képezik. A 16.K(i) szerint a azokdsos elsdrendd mo-
dellek definicidjéban nem az a fontos, hogy minden lehetséges kiértéke-
lést megengediink, hanem az, hogy a kiértékelések halmaza foltozhatd és
kiegyeneaithetd.

(111) <FXH D, (P M PD 6 <P,P K> rendre a G, , Cre,,

és B, ND, algebraosztilyoknak megfelels logikék az [AS] vagy [HMT1§5.6

értelmében,
(iv) Az SRF, elemeinek érvényeasége is elddnthets a trividlis mé-
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don: he ESRF, akkor ( nem érvényes mert QAY alaki ahol ¢ atomi
formula. Az SRF £ elemeirdl a kielégithetdséget mar kordntsem ilyen kdny-

ayd eidonteni. @

A 26, Kovetkezmény bizonyitdsa: El8szir feltesszilk, hogy Ft csak szigo-

mi formuldkbél 411. .Kés8bb megmutetjuk, hogyan kell médositani a gondo-
latmenetet ha nemcsak szigori formulakat engedlink meg. Legyen cpeFt.
Legyen n = A+maxii : v, eldfordul Lp-ben‘s, Legyen X 2‘ Uvo... n-'lA
{E‘;viR(vo...vn'a_) o R(vo...vn_a_) : R_ER, i€ n~t(R), R elSfordul ¢-den}, &s le-
gyen Lp’ az a formula, melyet ugy kapunk q;—bé’l, hogy minden benne eld-
forduld R(vo..-vm) atomi formuldt ahol RER , kicseréliink R(vo...vn_l)
-re, Legyen h : R » W olyan, hogy h(R)sn minden RER -re, Akkor

) g N> e Fh és nem nehéz ellendrizni, hogy F-‘q) & F P 56t, u-
gyanez igaz [ helyett [¥,  ill. f -re isY Definidljuk

rc/u: P, > ‘I'ma(cilw) -t ahogy az I. fejezetben. Legyen I{G’.TCh. Akkor

K] £ {nfk : keval(0}, §° Sfnfk : K K[k1}, minden eF_ -ra, és
] — K
k{K] : R, = SbE[K] olyan, hogy k[K]R = R(vo...vn_,l) minden REWR -re,

Nem nehéz ellenérizni, hogy

(1) KBG & GBIK] b ou(@)=1[kK]] és

(#%) minden E Gn-egységhez és k : R = SbE -hez van KETKh ugy, hogy
E=E[K] és k=k[K].

A fenti (x),(mse) ~bS1l kovetkezik, hogy p':‘q; = #5 & G pcﬂ(rf,)ai.
Teljesen hasonldéan ldathatd be, hogy ‘;‘"‘P & Crs_ Fou(P=l, By <
PN D [ ft;/L(Q).-.'l, és FQ < Cs F cﬂ(?)-:l. Most 16.K(i) ktvetkezik

a 10,7, és a 14.,L(iii) -bdl,
Tegyiik most fel, hogy nemcsak szigori formuldk vannak Ft-ben, hanem

| » e ” - ." - &co - = o
R(vlo'“vin-i)EFt minden RE®R, é€s iy i, ra, ha t(R)=n, A

[ HMT14.3.5~hoz hasonldan bizonyithatd, hogy minden LpeFt-hez van szigori
GEF,, melyre Egop, Boey, tendt R yeoy is. Séta ¢ a @-bél
rekurzivan kiszamithaté (nevezetesen a [HMT14.3,6-ban rekurzivan megadott

Y jo lesz nekiink is). Ezzel a # ~Ta é5 }E =re vonatkozdé allitiast vigz-
szavezettiik az eldz8 "szigord" esetre. Ez a visszavezelés £ ~re nem mi-

kodik, Az E' esetében vissza kell nydlni a 10.T. bizonyitdsdhoz.

ﬁ/ﬂ -re ezl pl. Ugy lehet ellendrizni, hogy {ML,VO-ben cubu(V) elemeit
"digzjunkt bdzisdvad tessziik".
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Legyen gpeFt. Réézf(tp) jeldli a ¢ részformuldinak halmazdt,
Legyen n g A+maxii : v eléfordul ¢ ~beni, Azt mondjuk, hogy (E,P)
egy -mozaik, ha az aldbbi (i},(ii) teljesiil

(i) E egy Crsn-egység é€s P : Részf(y) = SHJSE,

(i1) (a) seP(R(vi A )} &> z€P(R(v., ...v. )) has
0 " Jo Ji
S,ZEE, 8 =z [ ] S- =7 . éS R(V. .'Iv ).R(V tclv- )e
ig 3o 7T TRL Ty 19 1y Jo " Uk
Részf((p).
(b) P(v,=v.,) = D'B1  pa  y. ov. eRé522(p)
1Yy 13 134 Y

P(pAm) = P(Q) NP(N)NE ha  YAmEREszE(p)
P(~y) = E~P(p) ha -y€ERészf(P)
[SE]

P)NnE < P(Ivyy) = C;77'P(Avy) ha vy € Részf(yp).

Most a 10.T. bizonyitdsdt a fenti mozaik-fogalommal végigvive kapunk egy
01dontd eljdrdst a ftPEFt : F¢1 halmazra.

Rdtériink a (ii) bizonyitdsdra. Legyen Q egy atomi formula. De-
finidljuk a rl(g) : B, >F, fiiggvényt:

rl(¢)y < QA ha = atomi formula
rl(g){pAp) = rl(g)pATl(ely ,
r1(Q)(=@) £ eATri(glp ,
T1(g)(Fv;p) = § Adwirl(elp .

Legyen S e&y atomi formulas és legyen (FEFt olyan, hogy minden ¢ -ben
eldforduld vdltozdéjel eldfordul ¢-ban is, Tegylik fel eldszdr, hogy
Q= R(VO"'Vn—:‘L> szigori. Akkor az eldbbi mdédszerekkel nem nehéz lat-

ni, hogy ¥ -.rl(s)(p & l'=n¥ Qs vagylis az rl(s)ip-ré'l eldont-

hetd, hogy kielégithetd-e, Tegyilk fel most, hogy Q= R(vi veeV, e
0 n-1

Minden k<n -re legyen f(v, )=v ahol I=minfm v, =V, 3 és jeldlje
ilc E in i

¢/ azt a formuldt, melyet Ugy kapunk ¢-bSl, hogy minden x védltozdje-
let kicseréliink benne f£(x) ~-re., Legyen

& {,Den 2w, )=, } és

k

R
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orsy & {oecrg, : (W(k,BDeR) @k 4 i,

minden o¢-ra. Legyen JVL’,G 5 {('N‘[,V)ew{,t : V oegy Crs(ﬁ-egység}, ég minden

q,)(EFt -re [ t:":'--f-q) -ég (¥ <m,v>e.}1’t)<m,v> }Q(p]. Akkor nem nehéz latni
az eddigiekhez hasonld médszerekkel, hogy {q;eFt : Mq)i eldonthets és
[ ¥ qu(g)q) > ﬁ;é-fgp’]. Tehdt elddnthets, hogy rl(e)p kielégithets-e.
Nivel minden @€ SRFt r.l(g)cp aleki a fenti feltetelekkel, ezzal beldt-
tuk, hogy az SRFt elemeiril elddnthetdé a kielégitheidség. Legyen most
@ relativizdlt. Akkor ¢ @ ¢ alakd, ahol ‘PeRI'(S’)' A ¢ érvé-
nyességéhez tehat azt kell eldonteni, hogy gAYy kielégithet8-e, In-~
dukcidval beldthatd, hogy E g/\-'q,'ﬂ‘-) I‘l(g)-ﬂp. Mivel rl(g)-,t}JesRFt,
enneck kielégithetdsége elddnthetd.  QED(16. Kovetkezmény)
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