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6 A TKF91 MODELL ANALITIKUSTOVABBFEJLESZTESEI

6.1 A TKF91 modell, mint sztochasztikus sorban allas rendszer

Az €el6z6 fejezetben a TKF91 modell kombinatorikus tovabbfejlesztésit mutattam be.
A kombinatorikus tovabbfejlesztés alatt azt értettem, hogy a linkek sziiletési-halalozasi
folyamata nem valtozott meg. (llyen értelemben a TKF92 modell is a TKF91 modell
kombinatorikus fejlesztéseként foghat6 fel). Ebben a fejezetben olyan modelleket mutatok be,
amelyekben a linkek szllletési és haldlozéasi folyamata megvaltozik. Ezek a modellek mar csak
abban hasonlitanak a TKF modellekre, hogy a szubsztitlcié és a beszliras-torlés folyamata
szét van vélasztva

A linkek szlletési és haldlozasi folyamatanak a valtoztatasaval természetesen a pi(t),
Pn(t) ésp n(t) valésziniiségi fliggvények is megvéltoznak. A fejezet kdzponti kérdése, hogy az
egyes modellek esetében ezek a flggvények hogyan adhatdak meg. A TKF modell
megalkotdi ezeket a flggvényeket ismert sziletési-haldlozasi folyamatok (Feller, 1968)
képleteibs| probalgatassal hatarozték meg (Thorne, személyes kozlés). A pn(t), pa(t) és p n(t)
valosziniségi fuggvények elsé analitikus levezetése Toroczka Zoltantol és tolem szarmazik.
A TKF91 modellt atfogalmaztuk a sorban allasi rendszerek nyelvére, és megmutattuk, hogy
abban a kontextusban a problémat gyakorlatilag megoldotték (Sneddon, 1957).

A sorban dlasi rendszerek ataldnos problémgja a kovetkezo. Adott egy rendszer,
amelyben egy vagy tobb kiszolgélo egység taldhatd. A rendszerbe vevok érkeznek, akiket Ki
kell szolgélni. Egy kiszolgald egység csak egyetlen vevot tud egyidejileg kiszolgdlni. Ha
minden kiszolgdlo egység foglalt, akkor az Ujonnan érkezett vevoknek varakozniuk kell, ha
van szabad Kiszolgdlé egység, akkor a vevo kiszolgdldsa a beérkezéssel egy idoben
elkezdédik Mind a kiszolgélas idotartamét, mind a tetszéleges két egymas utan érkezé vevo
beérkezése kozotti idotartamot egy folytonos val0sziniisegi valtozo irja le. A legegyszeriibb
valoszinisegi valtozok exponencidlis eloszlastiak, azaz mind a kiszolgalasi, mind a beérkezési
folyamatot Poisson folyamatként képzeljik el. A rendszer dlapotét a rendszerben tartézkodo
vevok szamaval lehet leirni. A sorban &llési rendszerek nyelvén a kovetkezo feladatok

fogalmazhat6ak meg
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» |Ismert rendszer, valdsziniségi valtozok és a rendszer adott kezdeti allapota esetén
megmondani t ido elteltével a rendszer lehetséges dlapotainak a valoszinisegét,
azaz leirni arendszer Un. tranziens viselkedését.

* A rendszer stacionérius allapotanak a jellemzése, azaz a folyamat elinditasa utan
végtelen idovel mekkorak arendszer egyes dlapotainak a valoszinisegei.

» Egy Uj vevé nem csak a sor végére alhat, hanem egy ismerése utén is. llyen
esetekben a tranziens viselkedés leirasakor nem csak a rendszer allapotaira lehet
rékérdezni, hanem a rendszer Un. részéllapotaira is, azaz a kezdeti allapotban a
rendszerben tartézkodo vevok kozil kinek hany ismerése érkezett.

A Kkiszolgdlasi idot és az érkezési idot leird valoszinisegi valtozok flgghetnek a
rendszer alapotétol. Példaul a rendszerben tartozkodd vevok szamétol fligghet a kovetkezd
vevo beérkezéséig eltelo idotartam. A hosszd sor elijesztheti a vevoket, de akar fel is
batorithatja. Ez utobbira példa az egykori szocialista orszagok vevoinek a magatartdsa. A
szomszédom mesélte, hogy kiskoraban, az Gtvenes években napjaban tobbszor is felmészott a
padlasra, ahonnan le lehetett 1atni a domb aljan elterlilo térre. Ha sor dlt a bolt elott, akkor 6k
is rohantak le a boltba, mert akkor biztosan lehetett kapni valamit, ami egyébkeént hidnycikk
volt.

Ha a TKF modellt atfogalmazzuk a sorban allasi rendszerek nyelvére, akkor a halando
linkek lesznek a vevok. Egy vevo kiszolgdlésa a sorban allasi rendszerek nyelvén ugyanazt
jelenti, mint egy link haldla a TKF modellben. A TKF modellben barmely halandé link u
rétdval halhat meg, fluggetlenll a szekvencidban taldhato linkek szamatol. A sorban allési
rendszerekben ez azt jelenti, hogy minden egyes vevé kiszolgalasi idejét egy i paraméteri
exponencidlis eloszlasu valoszinisegi Valtozo irjale, és minden egyes Gjonnan beérkezé vevo
kiszolgdlésa azonnal elkezdodik, fliggetlentl a rendszerben tartézkodd vevok szamétdl. Ez
utébbi azt jelenti, hogy a rendszer kimerithetetlen kapacitdsl, azaz végtelen sok
kiszolgalbegységgel van felszerelve. Egy link sziiletése a sorban allasi rendszerekben egy Uj
vevo érkezését jelenti. Egy () link szlletési rétgja egyenesen ardnyos a szekvencidban
meglévo Osszes linkek szamaval. A sorban allasi modellben tehét felbatorodd vevokrol van
sz0. Az () vevo beerkezéséig eltelo ido flgg a rendszerben tartozkodd vevok szamétdl, de
tovébbra is exponencidlis eloszlasi valésziniségi Valtozd irja le, csupan az eloszlas
paramétere fligg a rendszerben tartézkodo vevok szamétol. A TKF modellben illeszteni kell a
szekvencidkat, ezért a sorban allasi rendszerben kivancsiak vagyunk a részallapotok

valoszinisegeire is. A részallapotok folyamatét Ugy lehet leirni, hogy minden vevohdz A
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paraméteri Poisson folyamattal csatlakozik egy ismerés. Ezenkivil van egy 'bolti csalogato,
aki szintén A paraméteric exponencidlis varakozési idével csalogatja be egymas utan a
vevoket. Ez a'csalogatd’ a TKF modellben az immortalis link.

Elészor az immortdlis link lehetséges részallapotainak a valosziniségeit szamoljuk Ki.
A sorban &llasi modellben csak a halandd linkek szamét szamoljuk, igy p n(t) indexelése el
van csisztatva eggyel. igy most po(t) a 'bolti csalogaté' &ltal behivott, t idé elteltével a

rendszerben tartézkodo vevok szamét jelenti. Az ezt leird differencialegyenlet-rendszer

dp, (t) : .. ..
S = ADL O - [An )+ nfp, )+ p+ D P n>0 (611
ahol p 1(t)=0, definici6 szerint. A kezdeti érték feltétel:
P, (t) =36 (6.1.2)

A sorban allasi rendszerek elméletében az ilyen végtelen differencidlegyenlet-rendszerek
analitikus megoldasi technikaja mar régéta ismert (Cox & Smith, 1961) Be kell vezetni az un.

generatorfliggvényt
PED =2 P ()¢ (6.1.9)
n=0
Végigszorozva (6.1.1)-et &-nel, és Osszegezve az Osszes n-re, P(&t) egy parcidlis
differencialegyenletét kapjuk
P(£1)

5 =lAdE-y -9 ”P;‘;?” +AE-DPEDY (6.14)
A kapott parcidlis differencidlegyenlet elsorendi és linedris lesz. Linedris azért, mert
autonom, linearis differencialegyenlet-rendszerbél indultunk ki, és elsérenda azért, mert
elsérendn volt a differencidlegyenlet-rendszer, és az n-edik differencidlegyenlet egyitthatoi n-
nek elsofoku fliggvényei voltak. (6.1.4) kdnnyen megoldhaté Lagrange (a karakterisztikak)
maodszerével (Obadovics & Szarka, 1999). Ha v(&,t,P)=C; éswm&t,P)=C; a

dt _ d¢ dP (6.1.5)

1 (E-D(u-49 AE-1HP
rendszernek  két  fuggetlen  megoldasa, akkor (6.1.4) 0Osszes  megoldasa

d)(v({,t, P)) =w(¢,t, P) aakd, ahol @ tetszéleges folytonosan differencidlhatd fliggveény.
A

a__ o (6.1.6)
1 (§-D(u-44)
differencialegyenlet megoldasai
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1-¢
— =C (6.1.7)
u-A° :
A
¢ _ (6.1.8)
(=-D(u-45) A-DP
differencialegyenlet megoldasai
P(u-4¢$) =C, (6.1.9)
igy a(6.1.4) parcidlis differencialegyenlet dltalanos megoldasa
1 [ 1-& j (6.1.10)
P(&t) = P et
GO e u-ae
A @ flggvényt akezdeti érték feltétel szabja meg. (6.1.2)-bol adodoan
P(§0) =1 (6.1.11)
Ezért
_H-A (6.1.12)
Pla) = 1- Aa
Azaz a(6.1.4) parcidlis differencidlegyenletnek a (6.4.2) peremfeltétel melletti megoldasa
- H=A 6.1.13
P(C(,t) - Iu_/]e—(y—A)t +/](e—(y—A)t _1)5 ( L. )
A pa(t) valosziniségi fiiggvények P(&t) Maclaurin-sordbdl (0 korili Taylor-sordbdl)
hatarozhat6ak meg
FIPELY  ni(u- A (1-e )" (6.1.14)

& - [Iu_/]e—(y—/])t +/](e—(,u—/l)t _1)51 n+l
Az n-edik derivéltat elosztva n!-sal, éstekintve a &0 pontban kapjuk, hogy

10PEY _ p=A 1-g it T (6.1.15)
n g& \ e Ae™ W T — je kA
Teh& annak a valoszinisége, hogy a halhatatlan linknek t idé6 mulva n leszarmazottja lesz

valban [1-AAD][AZD]", mert

1-e¥M  u-2 (6.1.16)

1-A4(1) zl_Alu_Ae—(,u—A)t - ’u_/]e—(;m)t

A halando linkek sorsét leir6 fiiggvényeket kicsit nehezebb kiszamolni. Emlékezteto (il
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dp(;t(t) =A(n-1) pn_l(t) -(A+ Iu)npn (t)+ ,Unpnﬂ(t) n>0

' 6.1.1
d%f):”m‘Dp@ﬂ)—M+¢mmx0+ﬂm+nnmﬁw#mmﬂ) n>0 (6117

d
PO i)+ (0

Két generétorfiiggvényt kell bevezetni, egyet pa(t)-re, egyet pedig pa(t)re

PO(ED =Y py (O
"~ (6.1.18)
PAED =3 B (D&

(6.1.17) megfeleld egyenleteit &'-nel szorozva, és az Gsszes n-re Osszeadva egy parcidlis
differencialegyenlet-rendszert kapunk

Y =18 (f,t) Y7, =4S (5 t) (A& 1)(E-1) - PO (& t)’?
a
2 2 6.1.19
P £ )(‘t D=y + PO e o
a
Az elss egyenlet csak P(l)({,t)-tol fugg. Ezt Lagrange modszerével megoldvaa
a0 df _ dPY (6.1.20)
1 (Ae-m-9) _po#
&

rendszer két flggetlen megoldasa

1-¢ g (Mt = ¢

Aé- '
1 (6.1.21)
POTAS— )" 1 _
a9 ]
A (6.1.19) rendszer elsd egyenletének dltalanos megoldasa tehat
P(l)(([( t) = {( é- ,U)AT H [ 1-¢ e—(y—ﬂ)tj (6.122)
1-9” AS—
A @ flggvény a
PY(£0) =¢ (6.1.23)
peremfeltételbol szamithato ki. Mivel a
1-x
= (6.1.24)
f(X) X1

flggvény inverze
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Fi(x) = THAX (6.1.25)

ezért

o(a)=| 1T (6.1.26)
sl
1+ JAa
Ezt egyszerasitve
1
A=)V #a ™ w () - CA-u
o@=| LA | _[A-pt ) (A-
(()I - ,u)aj (1+ Aa) 1+ Aa
1+ Ja
igy (6.1.19) elsd egyenletének a (6.1.23) peremfeltétel melletti megoldasa
1 1= ) A
: _(ﬂ—ﬂ)(e“’ !
po gy =g AT | AL (6.1.28)
(1-9” 141 7€ gt
AS—
Ezt egyszeribb alakra hozva
P(l)(gt t) = ':z(/kt_lu)_le_#t (A-p) _ & (A-4) —
. 1-& . Je A ) T
1+/]/]£_lue(y Mt Ae /J+/]§(1 e ) (6.1.29)
& (u-A)

Ty -y Gl A(e“”‘”)t _1) g
L&thato, hogy (6.1.29) csak egy & faktorban tér el (6.1.13)-t6l. A & faktor a Maclaurin sort
csUsztatjael, igy valdban

p.(®) = e“[1- 280 ][ 18] (6.1.30)
Ezt az eredményt meg lehetett volna kapni generatorfiiggvény nélkil is, csupan (6.1.15) és
elemi valosziniségszamitési ismeretek segitségével. Ugyanis amig tudjuk, hogy a kezdo
haland6 link életben van, addig ez a rendszer és a halhatatlan link rendszere semmiben nem
kulonbozik egymastol. Legyen E az az esemény, hogy a kezdé link életben van. Ennek a
valosziniisege

P(E)=¢e™ (6.1.31)
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Ha F, az az esemény, hogy a kezdo link tulélt, és dnmagaval egyditt n utddja van, akkor

P(F,) = P(F,,E) = P(F,

E)P(E) = [1- 180)|[181)] " e

(6.1.32)

Célszeriibb (6.1.19) mésodik egyenletébe nem behelyettesiteni PU(&t)-t, hanem

beevezetni a
Q&.1) = PP (&) + PP(& 1)

flggvényt. Ekkor (6.1.19) két egyenletét 6sszeadva kapjuk, hogy

RED _ RAEY

i o (AS-1)(&-D)
Ennek a parcidlis differencidlegyenletnek az dtalanos megoldasa
1-¢
o= 1€ gn)
Q<) Ae— 4
a peremfeltétel
Q(¢.0)=¢
ekképpen
_pa+l
) @)= a1
Esigy

B ,u(e““‘”)t _1) + 5( A- ,ue““‘”)t)
Q(C(,t) - Ne (At —,u+)l.{(1—e_“”)t)
Jelolje M(f(X)) f(x) Maclaurin sorét! Q(&t)-t

e e

Q(é!t) = M(Ae—(,u—ﬂ)t _#+A€t(1_e—(/l—/1)t

alakban keressik.

" lu(e—(/z—ﬂ)t _1) ) n!’u(e—(/l—/l)t _1)/]n (e—(y—A)t —q"
dgn Ae_(#_/‘)t - ,U+ /]c,((l— e_(#_/‘)t) - [Ae—(#—ﬂ)t _ /'1+ A(,((l— e—(/t—ﬂ)t )] n+1

" ( 1- m—(u—ﬂ)t) n!( - ,ue““‘”)t) A" (e WAt — )"
2\ AU =+ AEA- ) ) et — pa a1 e )™
igy Q(&t) Maclaurin sorénak n-edik tagja

A ,u(e“”‘”)t _1)2 A — e
( e Mt _ ,u)2 T et - U

][w(t)]“ =[1- pBOIL- ABOIABOI™"

e (At _ U+ A&1- e—(/t—ﬂ)t)

(6.1.33)

(6.1.34)

(6.1.35)

(6.1.36)

(6.1.37)

(6.1.38)

(6.1.39)

(6.1.40)

(6.1.41)

(6.1.42)
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ahol At) tovébbrais

_ l-eh (6.1.43)
BO= "~
Mivel
P@(&,1) =Q(&t) - PY(&t) (6.1.43)
ezért
P, () =[1- uB(t) - e [1- A8w)][A8)] (6.1.44)

6.2 T 0bbszor s beszir asok modellezése

Tovébbra is fdtesszilk, hogy a szubsztitlicié és a beszlras-torlés ké&, egymastol fliggetlen
Markov folyamat. A modell hosszU beszUrasokat enged meg, és abban kilénbozik a TKF92 model It6l
(6.2.1 abra), hogy a hossz(l beszirasokban minden egyes karakterhez egy dndllé link tartozik (Miklés
& Toroczkai, 2001). Ekképpen nem kell szétoérhetetlen fragmentumokat feltéelezni, tehat ebben a
modellben elképzelheté, hogy egy beszirt hosszi fragmentum egyes karakterel kitorlédnek, mig
egyesek megmaradnak (6.2.2 &bra). Egy link eszerint képes egyidejiileg k halandd linket szilni Ay
raaval, ahol

A =Ar(@-r)** k=12,..,0<r<1 1>0 (6.2.1)
Természetesen ebben a modellben is minden egyes link szlletését egy karakter Kiséri,

véletlenszertien valasztva a szubsztitucios folyamat egyensilyi eloszlésabol. Csak a halandd

linkek képesek meghalni, 1~0 rataval.

Ar(1-r)

m
L— T

Ax* AxCx A*xCG*

N S
1l

6.2.1. dbra A TKF92 modellt leird folyamatdbra. Egy link egy k hosszlisdgu fragmentumot képes sziini
Ar(L=r) " rataval, A>0, O<r<1. A hossz(i besz(irasokhoz csak egyetlen haland6 link kapcsoldik. igy nem

lehetséges a beszlirt karakterek kiil6n-kiilon torlése. Ha a halandd link meghal, akkor vele egyiitt az dsszes hozza
tartozo karakter kitorl6dik.
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Ar(1-r)
AT AT

Asx AxCx AxCxGx*
S S~

n u

6.2.2 dbra A Mikl6s-Toroczkai moddllt leird folyamatdbra. Egy link k darab halandé linket képes sziilni,
Ar(L=r) " rataval, A>0, O<r<1. A hossz(i besz(irasokban minden egyes karakterhez kiilon link tartozik, igy
lehet6ség van a kil 6n-kul6n torlésiikre.

Elészor a halhatatlan link lehetséges sorsainak a valdsziniségeit szamoljuk Ki.

Megallapodunk, hogy ettol a fejezettol kezdve py(t) jeldli annak a valoszinisegét, hogy a
halhatatlan linknek n utddja van t idé elteltével, onmagét is beleszamitva, p® (t) jeldli annak

a valosziniiségét, hogy egy halando linknek n utddja van at idépontban, és p? (t) jeldli
annak a valosziniségét, hogy egy halandod link meghalt, viszont van n valodi leszarmazottja a
t idépontban. Osszegyiijtve egy allapot valdsziniségét noveld és csokkentd folyamatokat, a
folyamatot leird differencialegyenlet

dp, ot © 6.2.2
dt = Z (n - J)AJ pn—j + n:upn+1 - |:n Aj + (n - 1)/'{| pn ( )
i=1 j=1
Felhasznélva, hogy > 5.4, =4 €5 15(n= )4 = D kiikA« b » kapjuk, hogy
d n-1
S = A K(A=0™py ey, [+ (-1, (623
k=1

Az immortdlis link miatt, po(t)=0, minden idépillanatban. n=1-re az dsszegzés Ures (6.2.3)-
ban. A kezdeti feltételeket a

P.(0) =9, (6.2.4)
egyenlet adja meg. Bevezetjik a po(t) valoszinisegek generdtorfliggvényét

PE&ED =28 (1) (629
n=0
Végigszorozva a (6.2.3) egyenletet &-nel, és Osszegezve minden n-re, a

generatorfiiggvénynek egy linedris parcidlis differencialegyenletét kapjuk.

Pl A R H
A (6.2.4)-b3| adédoan a peremfeltétel P(&t)= &,

A (6.2.6) parcidlis differencidlegyenletet Lagrange modszerével oldjuk meg.

(6.2.6)
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iz dé _ dP
I Y
‘ ‘z){” 1-5(1-0} 9
Ennek ké megoldasa
4\ — -9 “t(r-A) —
V($t) (’u_aé)A/ae G
és
W(g(;t;P):P—('u_?f) i =c,
ahol a=A+ 1(1-r)>0. A (6.2.6) altaldnos megoldasa tehat
4\ — -Ala (1_€z)r —t( —/l)j
P(t) = - e
(&) = &u-ad) [(ﬂ_aa e

A O fliggvényt a P(&t)= & peremfeltétel hatarozzameg. igy

D(2) = [,u— af ‘1(2)]Ma
ahol
(1%
f(x) = e

igy a generétorfiiggvény egzakt megoldéasa

o faef 1(f(<‘)e“””)f‘
P(é!t)_gi: /.l_agt

A halando linkek lehetséges allapotait leird differencialegyenletek

dp(l) n-1 . 0
—=> (= A PL, +nupl = DA, +nu |pdP
=1 =1

dt

dp® )
=3 (- AP, + (D +
=1

+ (PRl — {ni A+ nﬂ} Py
A kovetkezo feltételeknek kell tel jJ&;(]IniUk
pP(t)=0, Ot=0
és a kezdeti feltételek:
p’ (0 =4a,, p?©)=0 0On=0

(6.2.7)

(6.2.9)

(6.2.9)

(6.2.10)

(6.2.11)

(6.2.12)

(6.2.13)

(6.2.14)

(6.2.15)

(6.2.16)

(6.2.17)
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Szintén generétorfuggvenyeket kell bevezetni, PY(&1)=>",&"pl (1), 1=1,2, és az elobbihez
hasonl6 mddon két parcialis differencialegyenletet kapunk.
d:’(l)

_ A6 | PY u (6.2.18)
4 a{ = al—n} v
o"P‘Z) A o,
~(- g){ﬂ_l é(f_r)} b zép(l) (6.2.19)
(6.2.18)-at Lagrange modszerevel oldjuk meg
dt _ dé 1 OLP(D (6.2.20)
— (11— 775 _fp(l)
. a{” 1—{(1—r)} &

Vegylk észre, hogy az elsé egyenléseg ugyanaz, mint (6.2.7)-ben, tehdt az integrélasbol is
ugyanazt az eredmeényt kapjuk. A masodik egyenloséget integrélva kapjuk, hogy
(1= g (6.2.21)

Eu=-ad)"oh =%
Hasonldan az el6zéekhez, az altalanos megoldasbol a peremfeltételt figyelembe véve kapjuk

w(&t; PY) = PO

meg a keresett generédtorfliggveényt

A

" Li-a& - (6.2.22)
()(C(t) {,U af 1(f(§)e“’r /1)’():| X

y 1- f 1 (f(He WMy ju-a
1-¢
ahol az f fliggvény a (6.2.12)-ben megadott fliggvény.

P@(&t) meghatérozésahoz elészor megint definidni kell a Q(&t)=PY(&t)+PPA(&1)
fliggvényt. Osszeadva (6.2.18) és (6.2.19)-¢et
Rty 9
Ezt a parcidlis differencialegyenletet szintén kdonnyen meg lehet oldani a karakterisztikdk
modszerével. A karakterisztikus egyenlet, ugyanaz, mint (6.2.7) elsé egyenlésége, igy annak a
megoldasa ugyanaz a v(&t) fuggvény, mint ami a (6.2.8)-ban van megadva. Ekképpen
Q(&N)=D(V(& ) az ataldnos megoldés, ahol @ tetszoleges differencialhatd fuggvény.
Felhasznélva a (6.2.16) és (6.2.17) feltételeket, a peremfeltétel Q(&0)=E. gy

Q&N = FH(F(He ™) (6.2.24)
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ahol az f fliggvény a (6.2.12)-ben megadott, és ez a levezetés a
PP (&) = £ (T (e ™) - PO(&L) (6.2.25)

generétorfiiggvényhez vezet, ahol PY(&) (6.2.22)-vel van megadva.

A kapcsoltsagi valdsziniiség kiszamitasdhoz szilkség van az egyensilyi eloszlésra is.
Ezt meg lehet kapni a (6.2.13) egyenletbdl a t— oo hatérértéknél. Mivel f *(0)=1, és az

immortalis link miatt, a generatorfliggvény

A

[-a } (6.2.26)

I =
o= L2
A generatorfiiggvény Maclaurin sorabol kapjuk meg a szekvenciak hosszénak az egyensulyi

eloszl &sét

n-1

[]¢+ia) (6:2.27)
Yo :(:u_a)/”a:!lu(m
dr (<) L . , g
d—f_bél' a ¢ - 1 hatarértéknél kapjuk meg az egyensilyi eloszlasban a szekvencidk
hosszénak a varhato értékét, ami
E(y)=—2— (6.2.29)
= A

Sajnos a (6.2.12)-ben megadott f fliggveény inverzének nincsen zart alakja. Ezért py(t),

p(t) é pP(t) flggvényeket csak numerikus dton lehet meghatdarozni. A

generatorfiiggvényeket ki kell szamolni 1;+1 pontban, ahol |; a révidebbik szekvencia hossza.
Ehhez a

f(oetrz_A=X)" (6.2.29)

(u—ax)™
egyenletet kell numerikusan megoldani x-re, adott &, i, A, r, t ésa mellett. Ha adva van |1+1

pont, akkor a generatorfliggvényeket numerikusan kell derivalni |,-szer. Ezutan

_IOPEN 1 6.2.30
(0 = =m0 (6.2.30)

és hasonléan a pP(t) é p?(t) fuggvényekre. A numerikus derivdlast igen nagy
pontossaggal kell végrehajtani, mert a hiba mértéke a derivaldsok szaméval exponencialisan
n6é. A szamitashoz nem elégséges az ismert programozasi nyelvek, mint pl.: C, Fortran,

Delphi szamébrézoldsa. Az algoritmus leprogramozasahoz tobb egész tipusi valtozé
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segitségével kell megoldani a valés szamok ilyen pontossagu abrazolasat. Az algoritmus
gyorsitasdhoz érdemes felsd hatart szabni az illesztésben eléforduld indel-ek hosszénak, igy
nem szilkséges annyi derivaltat kiszamolni, mint amennyi a szekvencia hossza

A kapcsoltsagi  valdsziniséget dinamikus programozasi  algoritmussal  lehet
meghatarozni. Tegylk fel, hogy a B szekvencia a révidebb. Az A szekvencia egyensilyi
valosziniisege

|A-1

u (/] + |a) " (6.2.31)
Pa(A) = (=)™ T e [ ] @)

A dinamikus programozési algoritmus kezdeti feltételei

i
F’t('%\B,-) = pj+1(t)r| mb,) (6.2.32)
=1
Az algoritmus gyorsabba teheto, ha elore kiszamoljuk a |_| |J< _, 70) értékeket minden I<j-re.

Ezutan arekurzid

R(A[B) = Z P(A_lla)p‘”(t)kﬂ nb,) +

(6.2.33)
+Z R(ALB)PE (1) fy, |‘| (v,

k=l+2

igy a dinamikus programozési algoritmus futasi ideje O(n°).

A beszlréstorlést ebben a modellben harom paraméter segitségével irtuk le,
nevezetesen (t, At, és r segitségével. A maximum likelihood paramétereket numerikus
optimalizalassal lehet meghatérozni, pl. a gradiens modszerrel. A hdrom paramétert azonban
le lehet csokkenteni kettére, ha figyelembe vesszilk a kdvetkezo egyenl 6séget

A _|N+[B (6.2.34)
= A 2
azaz az adott szekvenciak hosszanak az atlaga a szekvenciahossz vérhatd értékének a

maximum likelihood becslése.

6.3 T Obbszor s torlések modellezése

A t6bbszoros beszirassal ellentétben a tobbszoros torlés modellezése |ényegesen tobb

problémaba Utkozik. Ugyanis legyen E;(At) az az esemény, hogy t és t+At kozott barmilyen
torlés kovetkezik be egy A szekvenciaban, Ex(At) pedig az az esemény, hogy t és t+At kdzott
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az A szekvencia egy adott halando linkje torlodik, vagy egyediil, vagy tobbedmagéval. Ha

ezen két esemeény valoszinisegeére feltesszik, hogy

 P(E, (A1) _ (6.31)
A TaA
és
6.3.2
im PEAD) _ (633
At -0 At

ahol c; és ¢, konstansok, tehdt az Osszesitett torlési réta legyen egyenesen aranyos a
szekvencia hosszaval, egy halandd link torlése pedig legyen fliggetlen a szekvencia hosszatdl,
és attdl, hogy a link hol helyezkedik el a szekvencidban, akkor a Thorne-Kishino-Felsenstein
modell az egyetlen modell, amely ezeket a feltételeket teljesiti. Azaz nincs olyan modell,
amely teljesiti az (6.3.1) és(6.3.2) feltételeket, és megengedi tobb link egyszerre vald torlését.
Azonban |éezik egy modell, amely megenged tobbszoros torléseket, teljesiti a (6.3.2) feltételt
és akovetkezo feltételt:

(6.3.3)
 P(E.(aD)

li =c/A+c ha |A =1

At -0 At

Ebben a modellben egy szekvenciara ugy gondolunk, mint egy ismeretlen végtelen hosszu
szekvencia egy ismert darabjdra. A végtelen szekvencia barmely n hosszisagu darabja

torlsdhet, uri(1-n"™* rataval. Megmutathatd, hogy ekkor

(6.3.4)
IimP(EZEAt)):,u[lH(N—l)] ha|A >1

At-0

A folyamatot leird (végtelen) differencidlegyenletben n=1-t6l minden egyenlet
tartalmaz egy

— U1+ (n=Dr)x, (6.3.5)

tagot. A parcidlis differencidlegyenletben az ezekbol szarmazo kifejezés

PEY) 5} (636

ﬂ{—(l—f)P(f,t)Jf(l—f)Xo— s

Ha egy szekvenciabdl egy szakasz torlodik, akkor ezaltal egy rovidebb szekvencia
gyakorisdga no. A parcidis differencidlegyenletben ez a kovetkezo téblazat kékkel jel6lt
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kifejezéseivel irddik le. Minden cellat meg kell még szorozni az adott sor elején és az adott:
oszlop tetgjén levo kifejezéssel és még p-vel. A tablazat természetesen folytatddik jobbra és

lefelé a végtelenségig:
Xo X1 X2 X3 Xq X5
1 1 1 (1-r) (1-r)° (1-r)° (1-n)*
(1-r)
£ 2r 2r 2r 2r(1-r) 2r(1-r)* 2r(1-1)°
(1-r)? (1-r)
| 2r+r? 2r +r2 2r +r2 2r+r° @r+r)(Lr) | (@r+rd)(Lr)?
(1-r)° (1-r)? (1-r)
& 2r+2r2 2r +2r? 2r +2r2 2r +2r? 2r+2r° (2r+2r*)(1-1)
(1-r)* (1-r)° (1-r)? (1-r)
| 2r+3r2 2r +3r 2r +3r? 2r +3r? 2r +3r? 2r+3r°
(1-r)° 1-r)° (1-r)° (1-r)? (1-r)

Elészor meghat&rozzuk a teljes téblazat Osszegét, ezutdn vonjuk le a feketével jelolt
kifejezéseket. A teljes téblazatot soronként adjuk 6ssze. Ez:

1 2ré (2r+rH)E (2r+2r))E (2r +3r?)éE _
#P(l_r’t){(l—r)+(1—r)2+ 1-r°  a-n*  @a-ns }

) 1 2§ (1-1) r’g&  (1-r)? |_ 6.3.
IUP(l rat)|:(1_r)+(1_r)2 (1_r_§)+(1_r)3 (1_r_<z)2j|_ ( 7)

(1-9*(2-r)
(1-r-§?

Az elsd étlo levondsa:

HP(1-r1,1)

2r —r? gP(&,1) [1 2r—r2j
—H —H 0

1-r ¢ 1-r  1-r (6.3.8)
2r-r®2 P&y
1-t OE H(A=T)X,

Vegylk észre, hogy a (6.3.6) és a (6.3.8) képletekben szereplé xo-t tartalmazé tagok éppen
kigjtik egymast, igy a parcialis differencidlegyenletben nem fog Xo-t tartamazé kifejezés
szerepelni.

A tobbi étlo levonasaval az 6sszes levonando tag sszege a kovetkezoképpen alakul:



82

rA-r)2-r-2§) P& r¥é
a-r-9° " x @-r-9

— H(1= )%, — [P(EY)

(6.3.9)

Osszeadva (6.3.6)-ot (6.3.7)-et és (6.3.9)-et a kovetkezd kifejezés irja le a tobbszoros torlés

folyamatat a parcidlis differencialegyenletben.

- dP;?t) (rl(_l;i)g+;1[P(1—r,t)—P(E,t)](1(;_r)r(:)‘?2
Ehhez hozzavéve a tobbszords beszirasokat
P(&t) _ P& L) {/‘ &1-8 —,Ur(l_f){:|+
Jt o |"1-(1-né " 1-r-¢
wrela S el e Y

(6.3.11) megoldésait

P(&t) = f(a(t)
alakban keressiik. Ekkor a parcidlis differencidlegyenlet a

1-8 _ ﬂr(l—m}
1-(1-r)é& 1-r-¢

1-9 1-r@-9?
1- (1—I’)f_'u (1—I’ _E)z :|+ f(l—r)g(t),u

alakra hozhaté. Ezt &rendezve

g f)=1() g(t){/‘

+ f({)g(t){/l (1-1 - &)

f1-9 _ ﬂr(l—c‘)c‘}r
1-(1-r)é 1-r=-¢&

-9  @-na-9? (1-r@a-9?
1-(1-né * 1-r-o° (1-1 - &7

gk ($) = kg(t){f '(5){/l

+ f(.{){)l }+f(1—r),u

ahol k a szeparacios konstans. Szétszedve at-tol és &tol fliggo tagokat

(1-na-§*

(6.3.10)

(6.3.11)

(6.3.12)

(6.3.13)

(6.3.14)
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g'(t) =kg(t)
§1-9 r(l-§¢
kf(f)=f'(<‘){/1 S M }
1-(1-r)é& 1-r-¢ (6.3.15)
(1-4) 1-n@a-4? 1-n@a-4?
+f(ab1—(1—r)£_” (1-1 - &)? }f(l_r)”(l—r—é)z

differencialegyenlet rendszerhez jutunk. (6.3.11) dtalanos megoldasa (6.3.15) megoldasaibdl
képzett (6.3.12) alaku fluggvenyeknek tetszoleges linedris kombinacidja. Sajnos a (6.3.15)

egyenlet olyan hatarozatlan integralhoz vezet, amit analitikusan nem lehet megoldani.

6.4 Poisson eloszlasu sorban allasi rendszer

A TKF91 rendszer atirasabol szarmazd sorban alasi rendszerben eléforduld sorban
dléasi magatartas dtaldban nem jellemz6. Ha a modellben megtartjuk a végtelen sok
kiszolgélasi egységet, de avevok érkezését a sor hosszatdl fliggetlennek tekintjik, akkor ajol
ismert M/M/co rendszerhez jutunk. A rendszer jeldlésében a két M azt jeldli, hogy mind az
érkezés, mind a kiszolgdlds Poisson folyamat, a o« szimbélum pedig a végtelen sok
kiszolgaloegységre utal. A folyamat tranziens viselkedése mér régotaismert (Sneddon, 1957).
pn(t) jelolje annak a valosziniségét, hogy at idépontban n vevé tartdzkodik a rendszerben. A

folyamatot leird differencialegyenlet rendszer

dp, (1) (64.1)
T = _(A + n:u) pn (t) + Apn—l(t) + (n + 1)lupn+1(t)
Bevezetve a
o (6.4.2)
P(&1) = X Py (6"
generatorfiiggvényt, amér ismert eljaréssal a
P(EY) _ P (643

P o H(A-8+ P& HA(S-)

parcidlis differencidlegyenlethez jutunk. A karakterisztikék modszerével dolgozva



d_ de _ P (6.4.4)
1 wsé-1 PAE-D)
rendszerbol
(E-De =, (649
pe 4 = C,
megoldasokhoz jutunk. A
NOEEN (6.4.6)
kezdeti feltételt teljesité megoldas
(6.4.7)

A _
e—;(f—l)(l—e “)

P(&t) =[(6-ne™ +1]
Vegyik észre, hogy az elsd szorzotényezé egy e paraméteri binomidlis eloszlas

A
generétorfliggvénye, a masodik szorzotényezé pedig egy ’u(l—e“") paraméteri Poisson

A
eloszlas generdtorfiggvénye. A folyamat tehd barmely alapotbol ; paraméterii Poisson

eloszlasba konvergal. Az, hogy a tranziens folyamat miért az elobb emlitett két eloszlas
szuperpozicioja konnyen megmagyarazhato. A t=0 idépontban jelen levé halandd linkek u
rétédval halnak meg, fuggetlentl attdl, hogy kdzben hany Uj link sziletik, és hany link hal meg.
t id6 elteltével a még életben 1évo 6s linkek szdma éppen e paraméterti binomidlis eloszléast
fog mutatni. A mésik szorzétényezo, a Poisson eloszlast rész, pedig a t=0 idépontban még
nem élt linkek szamat adja meg, ami valGban flggetlen attdl, hogy az adott pillanatban hany
6s link élt tul. Ezek szerint annak a valdszinisége, hogy a kezdeti k linkbdl elére megadott n

link & tul t ids elteltével, és az dsszes tobbi link szamal
A |
i K N
L\ (e yken ) (y(l © )j (6.4.8)
pk,l(t):(e )(1_9 ) e —

ahol k egy k dimenzios (0,1) feletti vektor, melyben az 1 reprezentdljaatulélt 6si linkeket, 0 a
meghalt kezdé linkeket, és k?=n.
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A datisztikus szekvencia illesztésben nem elég megmondani azt, hogy melyik link élt
tul, melyik halt meg, és 6sszesen hany Ujonnan szlletett link van, hanem az Gjonnan sziletett
linkeknek az eloszlasat is meg kell mondani, azaz, hogy melyik ési linknek hany
lesz&rmazottja van. A differencidlegyenletbe behelyettesitve megmutathatd, hogy ameddig
minden 6si link tulél, addig barmely olyan specifikus leszarmazasi viszonynak a

valosziniisége, amelyben az dsszes Ujonnan sziletett link szamall

A |
Ay gn ((1‘9_‘4)} 6.4.9
P =(en)e N o4

azaz ez a valosziniség fuggetlen attol, hogy melyik ési linknek pontosan hany leszérmazottja

van, csupan a leszarmazottak 6sszegétol flgg. k darab 6si linket és ezek | leszarmazottjat
K+
pontosan ( K j féleképpen lehet sorba rakni, azaz amig minden link tulél, addig minden

adott hosszlisagu leszarmazasi viszonynak ugyanakkora a valosziniisége.
A tObbi leszarmazasi viszony valdsziniségének a kiszamitédsahoz szikség lenne egy
egyetlen halandd linkbol kiindulo folyamat dlapotainak a leirdséra. Ezt a folyamatot leird

differencialegyenlet rendszer

dp(;t(t) =—(A+nu)p,(t) +Ap,_,(t) +(n+1)p,.,(t), n=2

d

Fﬁt(t) = =(A+nu) p,(t) + 2110, (1), 6410
dp, (1) _

T = 1o, (t)

A generatorfiggvény segitségével kapott parcidlis differencialegyenlet

(6.4.11)
Opg,t) _ o"Pg?t) M=)+ P(EHAE-D) - P(O1)A(S-D)

Ha a megoldasokat f(&)g(t) alakban keressiik, akkor

g'(t)f (&) = F(Hyt)ud- &) + F (HIt)A(E-D - (0 g(t)A(£ -1) (6.4.12)

Szepardlvan (6.4.12)-t, akapott differencidlegyenlet rendszer
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g'(t) = kg(t) (6413
k() = £ (Qu-4) + F(HA-D) - F(OA({-T)
Sajnos a (6.4.13) rendszer f(£)-re vonatkozod differencidlegyenletének csak pozitiv egész k

szeparécios allandd esetén van zart alaki megoldasa. Sajnos pont pozitiv k-kraa

P(&L) =€ () (64.14)

megoldasok bizonyosan 0 egyitthatdval szerepelnek a generétorfliggvényben, mivel tudjuk,
hogy barmely, a

- (6.4.15)
ZO P (1) =0,
p,(t) =0, On
kezdeti feltételt kielégité megoldasra
(6.4.16)

imP(ED =1

hiszen a 0 hosszisagu éllapot nyelo.

Az, hogy a (6.3.15) és a (6.4.13) egyenleteknek nincsen zart megoldasa, még nem
jelenti azt, hogy esetleg végtelen fliggvény alakban ne lehetne megtaldini a megoldast. A
legismertebb példa erre a sztochasztikus sorban allasi rendszerek elméletében az M/M/1
rendszer. Ebben a rendszerben egyetlen kiszolgalé egység van, és mind a beérkezés, mind a
kiszolgdlés Poisson folyamat. Az egyes dlapotok valoszinisegeibol —képzett
generatorfiiggvény parcidlis differencialegyenlete

(6.4.17)
Pt ([, M|, 1
j —[/l 5)(5 1)P(5,t)+P(0,t)P(1 5)

Habér ez a parcidlis differencidlegyenlet f(§)g(t) alaki megoldasai minden k szeparacios
allandéra megoldhatéak, nem vilagos, hogy az igy kapott megoldasok milyen linearis
megoldasai elégitik ki a P(&t)= & feltételt. A rendszer tranziens viselkedése mégis
megadhat6. Ehhez venni kell a (6.4.17) rendszer Laplace transzformaltjat. A kapott
egyenletbol P(&t) megfelelé kezdeti  feltételt  kielégité megoldésanak a Laplace
transzformaltja meghatérozhat6. Inverz Laplace transzformécioval P(&t) is megkaphatd, és
megmutathatd, hogy
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k—-i-1

P (1) =e @ i (2 Aut) +@ i (2 At) +

Y L

,U ,U j=k+H+1 ,U

(6.4.18)

ahol pi(t) annak a valosziniisége, hogy egy kezdoé idépontban i vevot tartalmazd rendszer t

ido elteltével k vevét fog tartalmazni és

() =ﬁ@ 20 (6.4.19)

o (J +m)!mt



