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"Biology is so digital, and incredibly complicated, but incredibly useful...

Itis hard for me to say confidently that after fifty more years of explosive growth
of computer science, there would still be a lot of fascinating unsolved problems
[...] | can't be as confident about computer science as | can about biology.

Biology easily has 500 years of exciting problems to work on..."

Donald E. Knuth



1. BEVEZETES

A biologiai makromolekulak vizsgdlata gyokeres valtozést hozott a bioldgiai
tudomanyok terlletén. Needleman és Wunsch cikke (Needleman & Wunsch, 1970) éta az
elmilt harminc év alatt egy Uj diszciplina sziletett, a bioinformatika. Ma mar tobb
tudomanyos folyodirat jelenik meg, amely kifejezetten ezen tudomanydg eredményeit
publikdlja (Bioinformatics, Journal of Computational Biology), és ezeken kivil is szdmos
Ujsag — az Algorithmica-tél kezdve a Bulletin of Mathematical Biology-n & a Journal of
Molecular Biology-ig — ko6zdl ilyen témaju cikkeket. Mara az évenként publikalt cikkek
terjedelme meghaladja a 10000 oldalt. Felmertl a kérdés, hogy miért aakult ki egy Uj
tudomanyag, miért kellett egy U matematikai eszkdzrendszert kialakitani a bioldgiai
makromolekulak vizsgdlatara, mely diszciplindkkal és milyen mértékben rokon a
bioinformatika. A valasz a nukleinsavak és fehérjék szekvencidlis adatszerkezetében rejlik.

A DNS szerkezetének a felfedezése James Watson és Francis Crick nevéhez fazodik
(Watson & Crick, 1953). Az &taluk javasolt — és késobb tobbszordsen igazolt — kettos
spirdl modell szerint a DNS két egymast atfogo szal, amelyek szabdlyos kettos spirdlis
alakban csavarodnak egyméasra. A DNS szalak épitokovel a nukleotidok, melyek 6nmagukban
is Osszetett vegylletek: egy nukleotid egy cukor foszfét és egy nukleozid bazis egyseghdl épll
fel. A DNS szdlak gerincét az egymashoz kapcsolodd cukor-foszfat molekuldk adjak, ezekrol
agaznak le a bazisok. A DNS-ben négyféle bazis — és igy négyféle nukleotid — taldlhato.
Minden bazis hidrogénkotésekkel kapcsolodik a szemkozti szal bazisdhoz. Az adenin csak a
timinnel, a guanin csak a citozinnal kapcsolodhat. Igy az egyik szal sorrendje a mésik szél
sorrendjét is meghatarozza. Az elobbiek alapjan vilagos, hogy egy DNS szerkezetét
egyeértelmien meg lehet adni az egyik szal bazisainak a sorrendjével.

Az RNS molekula szintén nukleotidokbdl épll fel. A nukleotidok cukor-foszfét
alegysége nem dezoxiribozt, hanem ribdzt tartalmaz. A négy bézis sem teljesen azonos, az
RNS-ben timin helyett uracil talalhatd. Az RNS csak egyetlen nukleotid lanchbol épll fel, s a
lanc visszakanyarodva révidebb-hosszabb szakaszokon 6nmagéval alkothat bézispérokat. igy
az RNS molekulaknak sajétos térszerkezetik lehet.

A fehérjék épitokdvel az aminosavak. A természetben el6fordulo, fehérjéket felépitd
hisz kilonbozé aminosav az a szénatomon elhelyezkedé oldallancokban kulonbozik. Az
aminosavak peptidkotéseket kialakitva kapcsolodnak egymashoz. A peptidkotés barmely két



aminosav esetében azonos, igy egy fehérje szerkezetét aapvetéen a benne taldlhato
aminosavak sorrendje hatédrozza meg.

Mint lathatd, a harom tipus — DNS, RNS, fehérje — barmelyikébe is tarozik egy
makromolekula, egyértelmien megadhatd a benne levé egyszeri kémiai épitokdvek
(nukleotidok vagy aminosavak) sorrendjével. Ez az adattipus alapvetéen kilonbdzik a
conolégiaban és oOkologidban eléforduld sokvaltozos adattipusoktdl (Podani, 1997). A
biologiai makromolekulak nem csak szubsztitGcidval (az egyes épitokovek cseréjével)
valtozhatnak meg, hanem hosszabb-rovidebb lancok torlédhetnek, illetve ékelédhetnek be. A
torlés (deletion) és besziras (insertion) helyei ké rokon biol6giai szekvencia
Osszehasonlitasakor nem ismertek, a szekvencidk illesztése (alignment) a vizsgélat szerves
részét kell hogy képezze.

A lehetséges illesztések szama exponencidlisan n6 a szekvencidk hosszaval. Ez azt
jelenti, hogy minden egyes illesztéssel kulon-kulén nem lehet foglalkozni, mert egy ilyen
maodszerrel hosszabb makromolekuldk vizsgalata még a leggyorsabb szamitdégépekkel is
nagyon lassti lenne. Needleman és Wunsch fent idézett korszakalkot6 cikkében taldlhato az
elsé olyan algoritmus, amely egy elére megadott szempontrendszer alapjan gyorsan — a
szekvencidk hosszanak polinomidlis kifejezésével aranyos idében — megtaldja két
szekvencidnak a legoptimalisabb illesztését. Ebben a cikkben a megadott szempontrendszer
egy hasonloségi fliggvény volt, és az algoritmus azt az illesztést adja meg, amely mentén a
kiszamitott hasonlosdgi index a maximalis. A bemutatott algoritmus az Un. dinamikus
programozasi algoritmusok csaladjdba tartozik (Bellman, 1957). Ezen algoritmusokra az
jellemzé, hogy egy bonyolult problémat tobb részre bontanak fel, és az egyes részproblémak
megoldasaval jutnak el az eredeti probléma megoldasahoz. Hamarosan hasonlo 6Gtlet alapjan
olyan algoritmusokat publikaltak, amelyek egy tévolsagfliggvényt (Sellers, 1974) vagy
transzformacios sulyok oOsszegét (Waterman et al., 1976) minimalizaljak. Késébb
megmutattdk, hogy a tavolsdg és a hasonldsag alapt mddszerek dualis problémak (Smith et
al., 1981).

Mint lathatd, a bioinformatika egyik kdzponti problémdja a szekvenciak illesztése. A
fent emlitett algoritmusok azonban nem oldottak meg teljes mértékben a szekvencia-illesztés
problémajat, csupan megmutattak azt az utat, amely mentén a biologianak és az
informatikadnak az interdiszciplinga dobbenetes fejlodésnek indult. Az alapalgoritmusokkal

szemben ugyanis a kovetkezo kritikék meriilnek fel:



» Az elére megadott szempontrendszer, legyen az ak& hasonlésag, akar
tévolsagfliggvény, szubjektivve teszi a makromolekulak vizsgdlatét (Thorne et al.,
1991). Az elére megadott értékeket valtoztatva a legjobb illesztés mas és més lesz.
Inkorrekt paraméterek mentén inkorrekt illesztést kapunk, amelyb6l a helyes
paraméterek nem allapithatéak meg (Fleif3ner et al., 2000)

 Tavoli szekvencidk esetében csak egyes konzervativ  régidkat  lehet
Osszehasonlitani, a varidbilisabb régidk hasonlosdga nem nagyobb, mint két
véletlen Gton generdlt szekvencidé. Ekkor a szekvencidknak a leginkabb hasonlé
részeit kell lokdlisan illeszteni (Smith & Waterman, 1981), és a tobbi részt
kihagyni avizsgalatbol.

» A fehérjék aminosav sorrendje gyakorlatilag egyértelmien meghatérozza a fehérje
térbeli szerkezetét (Anfinsen, 1973), habér bizonyos fehérjék esetében chaperon
fehérjék is kozrejatszanak atérbeli szerkezet kialakitasaban (Barnhart et al, 2000;
Normark, 2000). Azonban a mai napig nincs olyan algoritmus, amely a kémiai
épitokdvek sorrendjébol tokéletesen megéllapitand atérbeli szerkezetet.

o A térszerkezet-predikcio egyik leghatékonyabb modszere a mai napig az
ismeretlen szekvencidk ismert térszerkezetii szekvenciadkkal vald dsszehasonlitasa
Mint emlitettem, a dinamikus programozasi technikaval viszonylag gyorsan lehet
Osszehasonlitani két bioldgiai makromolekulat. Azonban ezen gyors technika és az
egyre gyorsabb processzorokka rendelkezé szamitogépek ellenére is dn.
informacios deficit alakult ki: az ismert fehérje térszerkezetek szdma joval kisebb,
mint az ismert fehérje-szekvencidk szama, és a ketté ardnya évrol évre egyre
Kisebb.

e A dinamikus programozasi technika csak két szekvencia Osszehasonlitasakor
polinomidlis ideju, a szekvencidk szamaval a futési idé exponencidlisan novekszik.
A tévolsag vagy hasonlésag alapu tobbszoros illesztés (multiple alignment)
réadésul még a paronkénti illesztésnél is szubjektivebb: nincs a két szekvencia
illesztésénél hasznélt szempontrendszereknek objektiv kiterjesztése a tobbszoros
illesztésre.

Végul, a bevezetés végén mindenképpen meg kell emliteni, hogy igazsagtalan az az

dlités, hogy a bioinformatika csak a szekvenciarillesztésrél szol. Négy témakort kell
megemliteni, amely szintén a bioinformatikahoz tartozik, béar jelen értekezés ezekkel a

témakorokkel egydltalan nem foglalkozik:



Egy hosszUl szekvencia dsszerakésa sok rovid szekvenciabol (shortest superstring)
Jelentésége a DNS Un. shotgun analizisében van.

Evollcios tavolsagok szamitasa kromoszémamutaciok alapjan.

A rekombinécié témakorével foglalkozé vizsgalatok

Osszetett biokémiai rendszerek modellezése. Néhany kutatd szerint ez a témakor

néhany éven bel Ul nagymeértéka fejlédésnek fog indulni.
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2. CELKITUZESEK

Tekintsik a kdvetkezs két illesztést:

- A A
C - C

A bal oldali illesztés azt szimbolizalja, hogy egy szekvencidba egy adott helyen egy C
karaktert (citozin) szirtunk be, a besziras melletti pozicidban all6 A karaktert (adenozin)
pedig kitoroltik. Azaz ez az illesztés egy beszlras és egy torlés mutaciojét irja le. A jobb
oldali illesztés egyetlen szubsztitlciot ir le. A tavolsdg/hasonlésag alapl modszerek a
minimalis sulyu, illetve maximélis hasonlésagu illesztéseket keresik meg. A tavolsag alapu
mobdszerek esetében a bal oldali illesztést wW(- — C)+W(A - -) slllyal biintetjik, a jobb oldali
illesztést pedig WA - C) dslllyal. Az egyes mutécio tipusok sllyai a mutéciok
gyakorisagabol adédnak, és igy altaldban w(- - C)+WA --)>wW(A - C), mivel a bal oldali
illesztés dltal reprezentdlt mutacié sorozat ritkdbb esemény, mint a jobb oldali altal
reprezentalt. Ekképpen az optimalis illesztésben soha nem taldlunk a bal oldali illesztéshez
hasonlo részt (azaz egy karakter beszlrasat és torlését kdzvetlenil egymas mellett). De az az
alités, hogy ez a mutacio sorozat ritkdbban kdvetkezik be, mint egy szimpla szubsztitlcio,
nem azt jelenti, hogy ez a mutécié sorozat soha nem kovetkezik be! gy a tévolsag/hasonl6sag
alapu illeszto algoritmusok altal megadott optimalis illesztések alulbecsiilik a beszirésok és
torlések gyakorisagat. (llletve, ha a kezdeti transzformécids stlyokat Ugy hatdrozzuk meg,
hogy w(- —» C)+wW(A --)< W(A - C) legyen, akkor az optimdlis illesztésben soha nem
l&unk A — C szubsztitaciot, és igy az optimdlis illesztés alulbecsili a szubsztiticiok
gyakorisdgét.). A transzformacids stlyokra nem lehet egy kezdo objektiv értéket adni, és mint
a fentiekbol kiderdl, egyetlen optimélisnak veélt illesztéshdl ezeket a stlyokat pontosan nem
lehet megbecsiilni.

A bioldgiai szekvencidknak atavolsag vagy hasonl6sag alapu elemzésénél objektivebb
vizsgllatara ad lehetéséget a maximum likelihood modszer, amely az 6sszes |lehetséges
illesztést figyelembe veszi. A modszer hdrom Iépéshdl all:

* Az elsd |épés egy sztochasztikus modell feldllitasa a makromolekulak

evolUcidjara.
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* Meg kell adni egy gyors algoritmust, amely a modellben szereplé paraméterek
barmely lehetséges értékel mellett kiszamolja ketté vagy tobb szekvencia
kapcsoltsigi valoszinisegét, azaz annak a valosziniiségét, hogy a szekvenciak egy
k6z0s 6sszekvencidbdl evolvalddtak. Kettonél tobb szekvencia esetében a bemend
adatok nem csak a szekvenciakat és az evolucios folyamatokat leird paramétereket
tartalmazzak, hanem a leszdrmazasi kapcsolatokat is.

» Meg kell adni azokat a paraméterértékeket, [1 kettonél tobb szekvencia esetében a
leszarmazési kapcsolatokat is [ amelyek mentén a kapcsoltsagi valdsziniiség
maximalis. Az evollciés paraméterek a mutécios rétdk és az evolucios ido
szorzatai, és ezek a szorzatok joOl irjak le a szekvencidk rokonsdgi viszonyét
(Thorne et al. 1991).

A bioinformatikai k6zosségben egyre ndvekvo igény van statisztikailag megalapozott
szekvencia 6sszehasonlitdé modszerekre (Hein et al., 2000). A maximum likelihood mddszer
hatranya az, hogy az eddig ismert beszlras és térlés modellek (Thorne et al., 1991, 1992)
leegyszerasitve irjak le a makromolekuldk evollciojét. Az értekezés célja jobb evollcios
modellek feldllitdsa és olyan gyors algoritmusok kidolgozésa, amelyek az adott modell
alapjan kiszdmoljak a kapcsoltsagi valosziniseget.

Az értekezés felépitése a kovetkezo: EloszOr a tévolsdg és hasonlosdg alapu
paronkénti és tobbszords szekvencia illesztési modszereket ismertetem. Bemutatom az
illesztésben eloforduld beszirasok és torlések értékelési modszereit, illetve az (n. sarokvégési
(corner cutting) technikét. Az itt elhangz6 definicidk és leirt algoritmusok nagymértékben
elésegitik a maximum likelihood modszer jobb megértését, illetve az itt szereplé technikakat
felhaszndlom a statisztikus szekvencia vizsgalatban is.

A kovetkezo fejezetben mutatom be a statisztikus szekvencia illesztés eddig elért
eredményeit. Az elsé modellt Thorne, Kishino és Felsenstein publikalta (Thorne et al., 1991),
amely mostanaban annyira kozismerté valt, hogy csak TKF91 roviditéssel szerepel a
szakirodalomban. Ennek egy valtozata, mely hosszU részszekvencidk torlését és beszUrasét is
lehetove teszi, egy évvel késobb készilt (Thorne et al., 1992). A TKF91 és TKF92 modellek
két szekvencia kapcsoltsagi valoszinisegét adjak meg. Napjainkban a TKF91 modellt
Kiterjesztették tobb szekvenciarais (Steel & Hein, 2001, Hein, 2001), valamint egy gyorsabb
algoritmust kdzoltek a kapcsoltsagi valosziniiseg kiszamitasara (Hein et al., 2000).

Az ezt koveté fejezetekben mutatom be a doktori programban elért eredményeket.
Elészor a TKF91 és TKF92 modellek kombinatorikus tovabbfejlesztésel kertilnek térgyalasra.
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Az itt elért eredmeények alapjan lehetéseg nyilik olyan algoritmus megadéséra, amely ketténél
tobb szekvencia kapcsoltsdgi valdsziniségét az eddig ismertnél tobb nagységrenddel
gyorsabban szamolja ki. Ezutan megmutatom, hogy a TKF91 modell leirhat6 a sztochasztikus
sorban allasi rendszerek nyelvén. A sorban dlasi rendszerek elméletében kidolgozott
matematikal eszkoztar segitségével U evollcidés modelleket konstrudlok. Megfogalmazok a
sorban dlasi rendszerek nyelvén olyan modelleket, amelyek esetében egyenlére még nem
létezik gyors algoritmus a kapcsoltsagi valosziniség kiszamitasara. Végul megmutatom, hogy
hogyan lehet a sarokvagasi technikat a maximum likelihood mddszerben alkalmazni.

A befejezd részben a tovabbi lehetséges perspektivak kertilnek felvézolésra. Egy
lehetséges tovabblépés a kombinatorikus és az analitikus mddszerek egyesitése. Megprébalok
kapcsolatot teremteni a sarokvagési technika és egy masik Uj, a napjainkban sok kutat6 altal
preferdlt, MCMC (Markov Chain Monte Carlo) technika kozott.
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3. TAVOLSAG ESHASONLOSAG ALAPU

SZEKVENCIAOSSZEHASONLITO MODSZEREK

3.1 Problémafelvetés

Az informéciot hordoz6 DNS molekulak a sejt kettéosztodasa elétt replikdlddnak, az
eredeti molekulaval megegyezé két molekula jon létre. Biokémiai szabdlyozés hatéséra
mindkét utodsejtbe egy-egy DNS szal ker(l, igy az utddsejtek mindegyike tartalmazza a teljes
genetikai informaciét. Azonban a DNS replikdlddasa nem tokéletes, véletlen mutéciok
hatéséra a genetikai informéacio kissé megvéltozhat. igy egy egyed utodai kdzétt variansok,
mutéansok allnak elo, amikbol az évmilliok alatt Uj fajok alakulnak ki.

Legyen adott két szekvencia, a kérdés az, hogy a két szekvencia mennyire rokon —
azaz mennyi ido telt el a szétvalasuk ota—, illetve milyen mutéciok sorozataval lehet leirni a

két szekvencia evollcios torténetét.

3.2 A péaronkeénti szekvencia illesztés alapalgoritmusa

Tegytk fel, hogy az egyes mutéaciok egyméastol flggetlenek, igy egy mutacié sorozat
valoszinisege az egyes mutaciok valoszinisegének a szorzata. Az egyes mutéciokhoz
stlyokat rendeliink, a nagyobb valdsziniségi mutéciok kisebb, a kisebb valosziniségi
mutéciok nagyobb salyt kapnak Egy nyilvanvaldan jO vélasztés a valosziniség
logaritmusanak a minusz egyszerese. Ekkor egy mutécié sorozat sllya az egyes mutéciok
sllyainak az dsszege. Feltételezzik, hogy egy mutacids valtozas és a megforditottja —
példaul egy timin szubsztitucidja adeninre és vissza — ugyanakkora valosziniseggel fordul
eld. igy a két szekvencia kozos 6sbdl valo leszarmazésa helyett azt kell vizsgélni, hogy
hogyan alakulhatott ki az egyik szekvencia a masikbol. A minimalis evollcié elméletét
feltételezve, azt a minimdlis sulyd mutécio sorozatot keressiik, amely az egyik szekvencia a
masikba alakitja. Fontos kérdés, hogy hogyan lehet egy minimalis sulyd mutécié sorozatot
(lehet, hogy tobb minimalis értékii sorozat van) hatékonyan megkeresni. A naiv algoritmus

megkeresi az dsszes lehetséges mutécio sorozatot, és kivalasztja beldle a minimdlis stlyut. Ez
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nyilvanvaléan nagyon lassl, mert a lehetséges sorozatok szama exponencidlisan né a
szekvenciak hosszaval.

Az adbbiakban Sellers algoritmusat mutatom be (Sellers, 1974). Legyen X
szimbélumok véges halmaza, £ jeldlje a = feletti véges hossz(i szavak halmazét. Egy A sz6
elsé n bet(jébol Alo szét A, jeldli, az n-edik karaktert pedig a,. Egy szon kilonbozé
transzforméciok hajthatok vegre:

* Egy a szimbolum beszirasa egy szoba egy adott pozicional. Ezt a transzforméaciot

- »ajeldli.
* Egy a szimbblum torlése egy sz6bdl egy adott pozicional. Ezt a transzforméciot
a— - jeloli.

e Egy a szimb6lum cseréje egy b szimbdlumra egy adott pozicibban. Ezt a

transzformaciot a— b jeloli.

A transzformacidk kompozicidjan azok egymas utani végrehajtasat értjik, és a o
szimbolummal fogjuk jeldlni. A fenti hdrom transzformécio, és ezek tetszoleges véges
kompozicidéinak a halmazat r-val jeldljuk. Azt, hogy egy TOr transzformécio az A
szekvenciédt B-vé transzformalja, T(A)=B-vel jeldljik.

Legyen w. 7 — R'0{0} egy olyan stlyfiiggvény, amely barmely Ti, T, és S

transzforméaciokra, ha
T10T2=S (3.2.1)
akkor

wW(T1)+w(T2)=w(S) (3.2.2)

Két szekvencia, A és B transzformécids tavolsdgan az A-t B-be vivo minimdlis sulyd
transzformaciok sulyat értjik, azaz
AAB) = min{W(T)[T(A) =B} (323

Ha w-rol feltesszik, hogy

Wa-b) = w(b-a) (3.24)

w(@a-a)=0 (3.2.9)
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W(a- b) + wb- ¢) < w(a—c) (3.2.6)

barmely a, b, cO=0{ -} -re akkor a &,) transzforméciés tavolsag metrika = -on, igy jogos az
elnevezés.

Mar itt fel szeretném hivni a figyelmet arra, hogy habar a sulyfliggvénnyel valo
szdmolast egy valosziniségelméleti okoskodas motivalta, nincsen egy egzakt és objektiv
sz&rmaztatasa a w transzformécios sulyoknak. Példaul, annak a valoszinisége, hogy egy
karakter — aminosav vagy nukleotid — nem valtozott meg az evollcié sorén, nem 1, igy ha
transzformécios stlynak a valdsziniség logaritmusanak a minusz egyszeresét valasztjuk,
akkor w(a—a) semmiképpen sem lehet 0. Masfelol a mutaciok valosziniségel fliggenek az
eltelt idotol, de éppen ez az, amit szeretnénk meghatérozni. Ennek ellenére a tavolsagalapu
modszerek az egyszeriisegik és gyorsasaguk miatt a ami napig elterjedtek.

Egy transzformécio sorozatot a szekvencidk illesztésével reprezentdlunk. Konvencio
alapjan a felllre irt szekvencia az 6si szekvencia, az alulra irt a leszarmazott. Példaul, az
aldbbi illesztés azt mutatja, hogy a harmadik és az 6todik pozicibban egy-egy szubsztitlcio
tortént, az els6 pozicidban egy beszuras, a nyolcadikban pedig egy torlés:

- AUCGUACAG

UAGCAUA- AG
Az egyes pozicibkban az egymas ala irt szimbdlumokat illesztett parnak hivjuk. A
transzformacio sorozat sllya az egyes pozicidkban tortént mutaciok sllyainak az 6sszege.
Lathato, hogy minden mutécio sorozathoz egyértelmien megadhato egy illesztés, amely azt
reprezentdlja, €s egy illesztésbol a mutéciok sorrendjétol eltekintve egyértelmien
megadhat6ak azok a mutacidk, amelyeket az illesztés reprezentdl. Mivel az Osszeadas
kommutativ, ezért a teljes stly fuggetlen a mutéciok sorrendjétol. Optimalis illesztésnek
nevezzik azt az illesztést, amelyhez rendelt mutacid sorozat silya minimalis. Jeloljuk
a (An,Bm)-mel A, és B, optimdlis illesztéseinek a halmazét, w(a’ (An,Bm))-mel jeldljik ezen
illesztésekhez tartoz6 mutacid sorozatok sulyat.

A gyors algoritmus az optimalis illesztéseket adja meg. Az dtlet az, hogy ha ismerjik
WO (An-1,Bm))-€t, w(a (An,Bma))-€t, valamint w(a (An1,Bm1))-€t, akkor ebbdl konstans idé
alatt kiszamithaté w(a (An,Brm)). Tekintsik ugyanis A, és B, egy optimdlis illesztésének az

utolso illesztett parjét! Ezt elhagyva vagy A1 €s Bm vagy An Bmi vagy Ani €S Bmi egy
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optimélis illesztését kapjuk, rendre attol fliggoen, hogy az utolsd par egy torlést, beszirast
vagy szubsztit(ciot reprezentdl. igy

(0t (An,Brm)= min{ w(a" (An1,Bm))+W(an —-);

Wt (Ao Bro )W — bi); (327
W(a (An-1,Bma))+wW(@n - bm)}
A optimélis illesztéshez tartoz6 stlyokat egy an. dinamikus programozési matrix, D

segitségével lehet megadni. Ez egy n és egy m hosszsagu szekvencia 6sszehasonlitédsa esetén
egy (n+1)x(n+1)-es tébldzat, a sorok és oszlopok indexelése hagyomanyosan 0-tol n-ig illetve
mig megy. A kezdeti feltételek a nulladik sorra és oszlopra:

d(),o:O

do,jZIZ:;W(_ - bl) (3.2.9)

di,o:ZI:W(aI - =)
A téblazat belsejének akitbltése a(3.2|._;) képlet alapjan torténik.

A téblazat kitoltésenek az ideje O(nm). A tablazat segitségével megkereshetjik az
Osszes optimalis illesztést. Egy optimalis illesztés megkereséséhez a jobb alsd sarokbdl
kiindulva mindig a minimélis értéket add el6z6 poziciot valasztva — tobb lehetoség is
adodhat — visszafelé haladunk a bal felsd sarkig, minden egyes lépés az optimélis
illesztésnek egy illesztett parjat adja meg. A di; poziciobol folfelé |épés az adott pozicioban
valo torlést, abalra [épés az adott pozicidban vald beszurast jelent, az &loén val6 haladas pedig
vagy az adott poziciéban valé szubsztitlciét jelzi, vagy azt mutatja, hogy az adott pozicidban
nem tortént mutacio, attol flggden, hogy & nem egyezik meg bj-vel, vagy megegyezik. Az
Osszes optimdlis illesztések szama exponencidlisan néhet a szekvenciak hosszaval, viszont
polinomidlis idében reprezentdlhatd. Ehhez egy olyan iranyitott gréfot kell késziteni,
amelynek a pontjai a dinamikus programozasi téblazat elemeli, és egy él megy egy vi pontbdl
Vo-be, hav; minimélis értéket ad v,-nek Ezen a gr&fon minden iranyitott Gt d, m-bdl doo-ba egy
optimalisillesztést hatdroz meg.
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3.3 Tetszéleges gap fliggveny

Mivel egy beszlrést ugyanakkora stllyal értékellink, mint egy torlést, ezeket kozos
névvel indel-eknek vagy gap-eknek szokas nevezni, a hozza tartozd sllyt pedig gap penalty-
nek. Altaldban egy silyt szoktak hasznalni minden karakter beszlréséra és torlésére. Az
alapalgoritmus Ugy tekinti a szekvencidk valtozasét, hogy egy hosszu gap kialakulasat egyes
indelek egymésutanjanak képzeli. Ez bioldgiailag helytelen, mert tudjuk, hogy egy hosszabb
részszekvenvcia beszirésa vagy torlése egyetlen mutéciéval is megtorténhet. igy az
alapalgoritmus a hosszu indeleket tulsagos mértékben blnteti. Ez a felismerés motivalta a gap
flggvények bevezetését a bioldgiai szekvencidk analizisében (Waterman et al.,1976). Ez az
algoritmus abban kilonbdzik az alapalgoritmustél, hogy egy k hosszlisagu gap-et g« értékkel
blnteti. Példaul az alabbi illesztés silya g+ WA - G)+gzs+W(G - A)+w(C - G)

--AUCGACGUACAG

UAGUC- - - AUAGAG
Tovéabbra is azt a minimalis stlyl mutacio sorozatot keressik, amely az egyik szekvencia a
méasikba alakitja. A dinamikus programozasi algoritmus abban kulonbozik az el6z6
algoritmustdl, hogy az illesztés végén allhat egy hosszt gap, igy w(a (An,Bm)) kiszdmitasahoz
nem csak W(a (An1,Bm), W@ (An,B1)) € W(0'(An1,Bma)) ismeretére van szilkség, hanem
W(a (An.1,Bm1))-en kivill minden w(a (A;,Bm)), Ogi<n-re és minden w(a (A,,B))), Osj<m-re.
Az elébbiekhez hasonldan beléathato, hogy

W(at"(An,Brm)= min{w(a" (An1,Bm1))+ W@n - br);

min {w(a" (A Br)+Gn}
N {W(a"(An,B)) G} }
Tovabbra is egy (n+l)x(nt+1)-es dinamikus programozasi tablazat kitoltésével lehet

(33.1)

kiszamitani egy n és egy m hosszlisagu szekvencia optimalis illesztését. A kezdeti feltételek a

nulladik sorra és oszlopra:

do 0:O
' 3.3.2
doj=9 (33.2)

di =0
A tablazat belsgjét a(3.3.1)-es képlet alapjan lehet meghatarozni.
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A tablazat di; elemének a kiszamitasahoz O(i+j) idére van sziikség, igy a tablazat
kitoltése — és igy egy optimalis illesztés silya — O(nm(n+m)) id6 alatt van meg. Egy
optimélis illesztést, hasonldan az el6zé algoritmushoz, a dnm-bol a minimalis értékeket ado
poziciokon & adyo-ig vezet6 Gt definial.

Ennek az algoritmusnak a futési ideje tehat a szekvencidk hosszanak a kobével
aranyos, ha ketté, nagyjabol egyforma hosszi szekvenciat hasonlitunk 6ssze. Ha a gap
flggvenyre bizonyos megkotéseket tesziink, akkor lehetéseg van gyorsabb algoritmusok
konstrualasara. A kovetkezo két fejezetben ilyen algoritmusokra mutatok példat.

3.4 Affin gap fuggvény

Egy gap fuggvényt affin fliggvénynek hivunk, ha
ok=uk+v, u=0, v=0 (3.4.1)
llyen gap flggvény esetén Iétezik olyan algoritmus, amelynek a futasi idegje O(nm) (Gotoh,
1982). Emlékeztetoul, Waterman és munkatarsai algoritmusaban

di,j: mln{ di-l,j—l+W(an —>bm), ph]! quj} (342)

ahol
pii= Lrpk|<"|\ { dnkm +0k} (3.4.3)
Q= OTIJQ {dnm« +0d}
Az algoritmus Otlete a kdvetkezé aindexelésben rejlik
pi=min{dh-1;+gs, Min {dnm +0}}

= min{di-1j+0a, ]srmir_ll {dn1km 01} }
= min{dij+g, Min {dn-1xm +Gid +u}

= min{di1j+0s, Piaj+u}

(3.4.4)

Es hasonléan

Gij= min{dh;.1+01, Gj1+u} (3.4.5)
igy pij és g konstans idé alatt kiszamithatd, ezekbdl pedig dij is konstans idé alatt
kiszamithato, a téblazat minden elemére. igy az algoritmus futasi ideje O(nm) marad, és csak
egy konstans faktorral lesz lassabb, mint az alapalgoritmus, amely nem enged meg hosszu
indeleket egyetlen mutacids |épésben.
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3.5 Konkav gap fuggvény

Az affin gap figgvény helyességére nincs semmilyen biol6giai magyarazat (Gonet et
al, 1992; Benner et al, 1993), elterjedt haszndlatat (Thompson et al., 1994) a hozza tartozo
gyors algoritmusnak kdszonheti. Meg lehet szabni azonban egy sokkal realisabb feltételt a
gap fuggvényre (Waterman, 1984), melyre Gotoh algoritmusandl egy kicsit lassabb, de a
Waterman és munkatérsai kobos ideju algoritmusand megis Iényegesen gyorsabb algoritmus
létezik (Miller and .Myers,1988; Galil and Giancarlo,1989)

Egy gap fuggvényt konkavnak neveziink, ha barmely i-re g+ - ¢ < g + 0.
Magyaran: az egyre nbvekvo indeleket egyre kevésbé blntetjuk. Nyilvan, ha a fuggveny egy
adott ponttdl csokkenni kezd, akkor elég nagy indelekre negativ stlyokat kapunk. Ezt
elkertlends, a flggveényrol még fel szoktak tenni, hogy szigortan monoton novekszik, bar
algoritmikai szempontbol ennek semmi jelentésége nincs. Empirikus adatok alapjan (Benner
et a., 1993), ha két szekvencia d PAM egység (Dayhoff et al., 1978; Schwarz & Dayhoff,
1979) 6ta evolvalddott, akkor egy g hosszisagu indel stlya

35.03 - 6.88 logio d + 17.02 logio (352

ami szintén konkav flggvény.

Konkav gap fliggvényekre létezik O(nm(log n +log m)) idejt algoritmus. Ez az
algoritmus az un. eléretekinto — ‘forward looking' — algoritmusok csalédjaba tartozik. Az
eloretekintd algoritmus tetszoleges gap figgvény esetén a kovetkezé6 mddon szamitja ki a

dinamikus programozasi algoritmus i-edik sorat:

For j:=1 to mdo
begin
ql[i,j]:=d[i,0]+g[j];
b[i,j]:=0;
end;
For j:=1 to mdo
begi n
qli,jlo=al[i,j];
dii,jle=mn[ qfi,j],pli,j],d[i-1,j-1]+wWa -bj)];
{Enndl alépésnd feltesszik, hogy p[i,j]-t ésd[i-1,j-1]-et mér kiszamoltuk}
for j1:5j to mdo {besbciklus}
if ql[i,jl]<d[i,jl+9[j1-j] then

begin
ql[j1]:=d[i,j]+g[j1-j];
b[i,j1]:=;

end;

end;
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ahol g[] a gap fuggvény, b pedig egy pointer, aminek a jelentése a késébbiekben derdl ki.
Konnyen beldthatd, hogy az eloéretekinté algoritmus pontosan ugyanazokat az
Osszehasonlitasokat végzi, mint az eredeti dinamikus programozési algoritmus, csak mas
sorrendben. Mig az eredeti algoritmus a sor j-edik pozicidjdba érkezve megnézi, hogy mi
lehet az optimdlis qj, addig az eléretekinté agoritmus a j-edik pozicidba érve ¢ -t mér
meghatarozta, viszont megnézi, hogy ennek a pozicionak az értékéhez a konkav gap értékeket
hozzaadva, melyik q; j1-re lehet optimalis (belsd ciklus). Az aktudlis legjobb jel6lt g1[i,j1]-ben
térolodik, és mire a j1-edik cellahoz értink, minden szilkséges 6sszehasonlitast elvégeztiink.
Tehét az eloretekintod agoritmus nem gyorsabb az eredeti algoritmusnal, de a koncepcio segit
agyorsitashoz.

A gyorsités alapja a kovetkezo észrevétel:

LEMMA 3.5.1 Legyen j az aktualis cella. Ha dij+g;1; = q1[i,j1], akkor minden j2>j1-re
dij+02 = 1[i,j2].

Bi1zONYiTAS Legyen ugyanis, k<j<j1<j2. A feltételbdl

dij + ginj 2 dik + Yok (35.2)
Adjunk az egyenlétlenség mindkét oldalahoz g - g1 -t!
dij + Qi1 * Qj2k - Gjak = ik + Giok- (3.5.3)
A konkéav gap flggvény tulajdonsagabol
924 - Gjz4 2 Giz-k - Giak (3.5.4)
Es ebbo| drendezve és felhasznalva (3.5.3)-at
dij + Oj2 2. dij + iz + Gizk - Gjrk = ik + Qjok (3.5.5)
amibdl mér kdzvetlentil adodik az alitas.

Tehat az algoritmus otlete az, hogy binarisan keressilkk meg azt a poziciét, ahonnan
felesleges tsszehasonlitasokat végezni, mert az adott pozicid biztosan nem adhat optimalis g
értéket azon tul. Ez azonban még mindig nem elég az algoritmus kivant gyorsitasadhoz,
legrosszabb esetben ugyanis még igy is O(m) értéket kellene felllirni minden egyes
poziciondl. Az el6z6 észrevetel egy folyomanya azonban mér elvezet a kivant gyorsitashoz.

FoLYOMANY 3.5.1 Mielétt a j-edik cella jeldlteket kildene elére (az algoritmus belso
ciklusa) a j-edik poziciotdl a poziciok blokkokra oszthat6ak, minden blokknak a b pointere
ugyanakkora, és ezek a pointer értékek blokkonként csbkkennek balrél jobbra haladva.

Az agoritmus a kovetkezoképpen miakodik: minden sorra fenn kell tartani egy

valtozot, amely az aktualis blokkok szamat térolja. Minden blokkra csak egy pointert tartunk
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fenn, kell késziteni a blokkok végeinek egy csokkend listgjat, valamint ezzel parhuzamosan a
blokkok k&zos pointereinek egy listgjat. A lista hossza értelemszeriien a blokkok szaméval
egyezik meg. Ezutan binaris kereséssel megkeressik azt az utolsd poziciét, amelyre az
aktudlis pozicio még optimalis jeldltet ad. Ezt Ggy tesszilk meg, hogy elészor kivalasztjuk a
blokkot, majd a blokkon belil keressilk meg a poziciot. A blokkok szama eggyel tobb, mint
ahany blokk maradt az Uj blokkvég utan, a binaris keresés modjabdl adodbéan ezt mér
ismerjuk. Végul alistat feltlirjuk. Elég egyetlen értéket feltlirni mindkét listdban, a poziciok
listajanak U], utolsd értéke a binaris kereséssel megkeresett pozicio, a pointerek listajanak az
Uj utolsd értéke pedig az (j blokk pointerértéke, azaz az aktuélis pozicié. igy minden egyes
poziciéban konstans mennyisegeket irunk felll, a leginkabb idéigényes rész a binéris keresés,
ez O(log m) idé minden egyes cellara

Az oszlopok esetében teljesen hasonldan jarunk el. Egyetlen rész maradt vissza, ami a
teljes algoritmus preciz leirdsdhoz kell. Ha soronként toltjuk fel a dinamikus programozasi
téblazat értékeit, akkor minden egyes pozicibban mas és mas oszlop blokkrendszerét
valtoztatjuk meg. De ez természetesen megtehet6, ha minden egyes blokkrendszert eltérolunk.

igy az algoritmus teljes futasi ideje valoban O(nm (log n + log m)).

3.6 Tobbszor 6s szekvencia illesztés

Kettonél tobb szekvencia egyszerre torténé illesztését eloszor Sankoff ismertette
(Sankoff, 1975). Az elsé alkalmazasa egy lokdlis optimalizélas hdromszoros illesztéssel volt,
mellyel egy binéris fa belsé pontjaira adtak meg konszenzus szekvencidkat (Sankoff et al,
1976). Méra a bioinformatika egyik kulcskérdésévé valt a gyors és adekvét tobbszoros
szekvencia illesztés, Dan Gusfield a bioinformatika Szent Graljanak nevezi (Gusfield, 1997).
Ma a tobbszoros illesztés egyforman elterjedt az adatbédzisokban valé keresésre, valamint
evollcios leszarmazasok vizsgdlatéra. Segitségével meg lehet taldni egy szekvencia csalad
konzervativ régidit, azokat a poziciokat, amelyek az adott fehérjecsalad funkciondlis
tulgjdonsagét kialakitjak. Arthur Lesk szavaival (Hubbard et al., 1996): Amit két homolog
szekvencia suttog azt egy tobbszoros illesztés hangosan kialtja.

A t6bbszoros illesztés egymas ald irt n-eseit illesztett n-eseknek hivjuk. A tobbszoros
illesztés dinamikus programozasi algoritmusa egyszerti altaldnositésa a paronkénti illesztés
algoritmusanak: n szekvencia illesztéséhez egy n dimenzids dinamikus programozasi

téblazatot kell kitdlteni. A tablazat minden egyes elemének a kiszdmitasahoz ismerni kell
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azokat az elemeket, amelyeknek valahany indexe eggyel kisebb, ha nem engediink meg
tObbszords indelt, és a koordinatatengelyekkel parhuzamos hipersikok minden kisebb indexii
elemét, ha tobbszoros indeleket megengediink.

A t0bbszoros szekvencia illesztéssel két alapveté probléma van. Az egyik
algoritmuselméleti probléma: az egzakt megoldashoz szilkséges id6 a szekvenciak szamaval
exponencidlisan né. Bebizonyitottdk, hogy a tobbszords illesztés NP-teljes probléma (Wang
& Jiang, 1994). A masik metodikai probléma: nem viladgos, hogy hogyan kell értékelni egy
tobbszoros illesztést, ha tobb fa leszarmazési sorrendjére vagyunk Kkivancsiak. Objektiv
ertékelési lehetoseg csak akkor adddna, ha ismernénk a leszarmazasi viszonyokat, ekkor
lehetne egy evolucios fa mentén értékelni egy tobbszoros illesztést (Pages & Holmes, 1998)

Mindkét problémara heurisztikus megoldast ad a fa mentén valé iterativ paronkeénti
illesztés (Feng & Doolittle, 1987; Corpet, 1988; Thompson et al, 1994). Ez a modszer el6szor
egy fat konstrua (guide tree, vezérfa) paronkénti tavolsagokbdl kiindulva (Hartigan, 1975),
majd ezt hasznalja fel tobbszoros illesztésre. Eloszor a fa alapjan szomszédos szekvenciékat
illeszti, majd a mér illesztett szekvencia parokhoz, harmasokhoz, stb. illeszti az Gjabb
szekvencidkat, szekvencia parokat, harmasokat, sth. Ugy, hogy a mér illesztett szekvencidk
illesztett n-eseit nem lehet megbontani, csak egy csupa gap jelekbdl allo oszlopot beilleszteni.
fgy n-1 paronkeénti illesztéssel kapjuk meg n szekvencia tobbszoros illesztését. Sokszor a mér
illesztett szekvencidkat csak egy un. profile-lal abrazoljak (Gribskov et al., 1987). Egy profile
egy (|Q+1)x I-establazat, ahol | az illesztés hossza. Az egyes oszlopokban az adott pozicioju
illesztett n-esrol készilt statisztika taldlhato. Az egyes értékek azt mutatjdk, hogy az ABC
adott bettje hany szazalékban szerepel az illesztés adott illesztett n-esében. Az oszlop utolsd
helyén a gap jel szézalékos el6fordulésa taldlhato.

Természetesen a kapott tobbszoros illesztés felhasznalhatd egy Ujabb fa készitésére,
amibol egy Ujabb illesztés generdlhato, és ezt a ciklust addig lehet ismételni, ameddig az
Ujabb kor mar nem hoz valtozast az illesztésben. A moédszer magyardzata az a feltételezés,
hogy a kozeli szekvencidk optimdlis paronkénti illesztése ugyanaz, mint amit az optimalis
tObbszoros illesztésbol kapunk. A modszer hétranya az, hogy még ha az elobbi feltételezés
igaz is, akkor is lehet tobb egyforman optimalis illesztés, és ezek szama is exponencialisan
nohet a szekvencia hosszaval. Példaul tekintsiik az aldbbi két optimélis illesztést:

AUCG G
AUC - -

GUACAG AUCGGUACAG
AUACAG AUCA- UACAG
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A paonkénti illesztésben a ketté kozil nem tudunk valasztani, viszont a tobbszords
illesztésben az egyik mar jobb lehet a masiknal. Példaul:

AUCGGUACAG AUCGGUACAG
AUC- AUACAG AUCA- UACAG
AUCGAU- - - - AUC- G- AU- -

igy az iterativ illesztés csak egy lokdlis optimumot hat&roz meg. Tovébbi héatranya ennek a
heurisztikus eljarasnak az, hogy nem képes egy felsé becslést adni arra nézve, hogy a kapott
illesztés sllya legfeljebb hanyszorosa az optimalis illesztés silyanak. Mindezek ellenére ez a
modszer a leginkdbb elterjedt a gyakorlatban, mert viszonylag egyszert és gyors, és atalaban
biologiailag helyes eredmeényt ad. A kdzelmultban megjelent néhany cikk, amely adott felso
korlatu kozelitést ad tobbszoros illesztésre (Gusfield, 1993; Ravi & Kececioglu, 1998)
Azonban az adott felsd hatarok elfogadhatatlanul nagyok, és sokszor az ezekkel a
modszerekkel kapott eredmények [ényegesen rosszabbak, mint az egyszera heurisztikus
maodszerek eredményel.

Végul meg kell emliteni egy Uj médszert a tobbszoros illesztésre, amelyik nem
dinamikus programozason aapszik. A DIALIGN gap-mentes homolég részeket keres
szekvencidk paronkénti Osszehasonlitésval, majd ezeket a homolog pérokat fuzi Gssze
tobbszoros illesztéssé (Morgenstern et al.,1996; Morgenstern et al., 1998; Morgenstern,
1999). A modszer héatranya az, hogy néha indokolatlanul nagy gap-eket tesz a tobbszoros
illesztésbe, mivel egyaltaldn nem blinteti a gap-eket.

3.7 A sarokvagasi technika

A dinamikus programozasi algoritmus egyre hosszabb és hosszabb részszekvenciak
illesztésével jut el a teljes szekvencidk illesztéseig. Ez az algoritmus gyorsabbé teheto, ha
sikertl kiszirni a részszekvencidk olyan rossz illesztéseit, amelyek biztosan nem vezetnek a
teljes szekvenciak egy optimdlis illesztésehez. Az ilyen illesztéseket a dinamikus
programozas téblazat jobb felsd valamint a bal alsd sarkdban taldhaté poziciokbol a
minimalis értékeket add poziciokon & a dyo-ba mené iranyitott utak adjdk meg, innen ered a
technikénak az elnevezése,

A legtdbb ilyen algoritmus egy un. teszt értéket haszndl. Ez a teszt érték egy elére
megadott felsé korlatja a két szekvencia evolucids tavolsaganak. A teszt értéket hasznalo
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algoritmusok akkor tudjak a két szekvencia tavolsagat kiszamitani, ha a megadott teszt érték
valoban nagyobb a szekvencidk tavolsdgandl. Ellenkezé esetben az algoritmus nem jut el a
jobb alsd sarkig, vagy ha eljut, az itt kapott érték hibéds, nem egyezik meg az optimdlis
illesztés stlyaval. igy ezek az algoritmusok adatbézisokban vald keresésre alkalmasak,
amikor egy adott szekvenciahoz hasonld szekvencidkat kell kigyuajteni egy adatbazisbol. A
megadott teszt értek az a felsdé hatéar, amelyiknél kisebb tévolsdgot ado illesztéseket kell
megkeresni az adatbézisbol.

Az aabbiakban két algoritmus leirasat kdzlom. Spouge agoritmusa (Spouge, 1989,
1991) altalanositésa Fickett (Fickett, 1984), valamint Ukkonen algoritmusainak (Ukkonen,
1984, 1985). A mésik algoritmus Gusfieldtél szarmazik (Gusfield, 1997), amely példa olyan
algoritmusra, amely a szekvencidk tavolsagandl kisebb teszt értéknél is eljut a bal also sarkig,
de ekkor a kiszamitott tévolsag nagyobb a megadott teszt értéknél, és ez jelzi, hogy a
meghatarozott tavolsag valosziniileg pontatlan.

Spouge agoritmusa csak azokat a di; métrix elemeket szamolja ki, amelyekre teljestl,
hogy di; + |(n-i) - (mHj)[*g < t, ahol t a teszt érték, g az indelek buntetése (hosszu indelek
nincsenek megengedve), n és m pedig a szekvencidk hossza. Az Gtlete az algoritmusnak az,
hogy barmely Ut di;-bdl dnm-be legaldbb |(n-i) - (m+j)|*g értekkel noveli meg az illesztés
stlyét. igy, hat kisebb, mint a szekvenciék tévolsaga, Spouge agoritmusa pontosan hatérozza
meg a szekvencidk tévolsdgat. Ez az algoritmus altalanositasa Fickett, ill. Ukkonen
algoritmusainak. Azok az algoritmusok szintén teszt értéket tartalmazd egyenlotlenségeket
hasznaltak, de Fickett algoritmusaban az egyenlétlenség dij < t, mig Ukkonen algoritmusaban
az egyenldtlenség |i - jI*g + |(n-i) - (mj)*g < t aakd. Mivel mindkét esetben az
egyenlotlenseg bal oldala nem nagyobb, mint Spouge egyenlétlenségének a bal oldala, ezért
ezek az algoritmusok legaldbb akkora részét szdmoljék ki a dinamikus programozasi
téblazatnak, mint Spouge algoritmusa. Empirikus eredmények igazoljék, hogy Spouge
algoritmusa valoban gyorsabb (Spouge, 1991). Az algoritmus Kiterjesztheté konkév gap
flggvényekre is.

A k-eltérési globdlis illesztés probléma (Gusfield, 1997) a kovetkezo kérdest teszi fel:
Van-e két szekvencianak olyan illesztése, amelynek a stlya nem nagyobb k-nal? A kérdést
megvalaszolé algoritmus futasi idgje O(kn), ahol n a hosszabb szekvencia hossza. Az
algoritmus Otlete az az észrevétel, hogy barmely Ut dn.-bdl doo-ba, amelyik legfeljebb k
sulyd, nem tartalmaz olyan d;; poziciot, amelyre [i-j|>k/g. Ekképpen az algoritmus csak azokat
a d; métrix elemeket szamolja ki, amelyekre |i-j|<k/g, és figyelmen kivul hagyja a
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hatéarelemek azon d.; szomszédait, amelyekrele-fj>k/g. Ha van a két szekvencianak legfeljebb
k sllyu illesztése, akkor dn <k, és dnm valOban a szekvencidk tavolsaga, ellenkezé esetben
dnm>k. Ez utébbi esetben d,,m nem feltétlentl a szekvenciak tévolsaga: elképzelhetd, hogy van
olyan illesztés, amelyre az ezt meghatarozo Ut kilép az |i-j|<k/g egyenlétlenség dltal definialt
savbol, és az illesztés stlya mégis kisebb, mint a meghatarozott sdvban halad6 legkisebb
sllyu illesztés.

A sarokvégas technikédt kiterjesztették olyan tobbszoros illesztésekre is, ahol egy
illesztett n-est a paronkénti dsszeg — sum-of-pairs — sémaval értékeliink (Carillo & Lipman,
1988), azaz

n-1 n
= Z Zd(ak,i ’ak,j) (3.7.1)
izl j=i+

ahol SPy a k-adik illesztett n-es értékelése, d() az QO{-} halmazon definialt
tévolsagfiggvény, n az illesztett szekvenciak szama. Egy szekvencia k-suffix-e a k-adik
betiitél a szekvencia végéig terjedd részszekvencia. Jeloljuk wij(k1)-lel az i-edik és a j-edik
szekvencia k- illetve |-suffix-ének a tavolsagét. Carillo és Lipman algoritmusa csak azokat a

d;,. i poziciokat szamoljaki, amelyre

di1vi2---in+ Z Z Wj,k(i j !ik) <t (372)

IS

ahol t a teszt érték. Az algoritmus helyességét az bizonyitja, hogy a szekvencidk még nem
illesztett suffix-einek a sum-of-pairs sémaval adott optimdlis illesztésének a stlya nem lehet
nagyobb mint a péaronkénti illesztésbol ad6dd silyok Osszege. A wij(k,l)-ek a péronkénti
illesztésekbdl szamithatdak, igy az algoritmus praktikus idé alatt ki tudja szamolni hat darab
200 hosszuisagu szekvencia optimalis illesztését (Lipman et al., 1989).
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4. Maximum likelihood mddszer ek

4.1 A likelihood fuggvény

A magyar 'valosziniiseg' szonak két megfeleléje van az angol nyelvben, a probability
és a likelihood. Az angol tudoméanyos nyelvben ez a két sz6 két jol elkilonitheté fogalmat
takar. Az értekezés konvencidja az, hogy a 'valosziniseg' szot a probability megfelelojekeént
haszndlom, a likelihood szét pedig — jobb hijan — nem forditom le.

Tekintsink egy egyparaméteres sirasegfiggvényt, példaul az exponencidlis eloszlés
saraségfiggvényét! Ez az

(% o @)
flggvény, ahol k>0. Az
f(x,k) =ke™,  (x,k) 0(0,) x (0,) (4.1.2)
kétvaltozos fuggvény barmely rogzitett k-ra egy k paraméterii exponencidlis eloszlas
saraségfliggvényét adja meg, ésigy

T f(xky)dx=1 (4.1.3

Ha azt a kérdést tesszik fel, hogy egy adott xo esetén melyik k paraméterii eloszlasra lesz a
legnagyobb annak a valosziniisége, hogy a valosziniségi valtozo az [Xo,Xo+dx] intervallumba
esik, akkor az f(xo,k) fuggvény maximumat kell megkeresni. Ez a fuggvény azonban nem

lehet siriségfiiggvénye egy valoszinisegi valtozonak, kivéve xo=1-t, mert

K 1
[ £ (x.k)dk == (4.1.4)
0 X0
és f(xo,k) nem annak a valésziniségét adja meg, hogy az eloszlas paramétere k volt,
precizebben

f(XO,k)dk¢ P(k<£<k+dk) (414)

Az f(xo,k) fuiggvényt hivjuk likelihood fiiggvénynek. Altaldban azonban nem egyetlen

mintavételtink van, n elemi mintara a likelihood fliggvény

L(K; X, Xy,.0 X, ) = |_| f (x,k) (4.1.4)
X X, % X}



27

A likelihood fliggvény ebben az esetben is egyvéltozos flggveény, a valtozo a k, X, Xz,...Xn
csak paraméterek, ezért vannak pontosvesszovel elvdlasztva A maximum likelihood
paraméter érték, azaz az a k, amelyre az L(k; x1,%,...X,) flggvény a maximumét veszi fel,

altaldban konzisztens becslése az eloszlas paraméterének, azaz barmely dk>0-ra
LL[D P(Rn —dk < &<k, +dk):1 (4.1.5)
ahol l?n egy n elemi mintabol szamitott maximum likelihood becslés.
Altalanosségban tehd ha f(x|@ fliggvényben x-et tekintjik véaltozonak, akkor
valoszinisegrol beszéliink, ha a @ paramétert vagy paraméterhalmazt tekintjuk valtozonak,
akkor likelihood fuggvenyrol beszéltink.

4.2 Szubsztituciok modellezése

A maximum likelihood mddszer igényli a szekvenciak evoluciojanak a modellezését:
az eljaras soran ki kell szamolni, hogy mekkora valosziniiséggel evolvalddott egy szekvencia
amésikba adott ido alatt.

A szubsztiticiokat folytonos idejii Markov modellekkel szoktdk leirni. A Markov
model| feltételezi, hogy egy a karakter b-re valo cseréjének a valosziniisége csak a-tol és b-tol
flgg, és attdl nem, hogy az adott site a elott milyen alapotban volt. Mivel a bioldgiai
szekvencidk esetében véges sok karakter van (nukleinsavak esetében 4, aminosavak esetében
20), a Markov modell véges allapotu. Az allapotok szamat k jeldli. Egy véges allapotu
Markov modellt egy lineéris differencidlegyenlet-rendszerrel lehet megadni, matrix-vektor

formaban

= ox (4.22)
ahol Q a modellt leir6 métrix, és x tartalmazza az egyes allapotok valdsziniségeit. Q-rdl ki
kell kotni, hogy a foétlo kivételével minden eleme nem negativ legyen, és minden egyes
oszlop Gsszegének 0-nak kell lennie (igy a foétléban nem pozitiv szdmok &lnak). Ez a
feltétele annak, hogy a valosziniségek dsszege minden egyes idépontban 1 legyen. Kezdeti
érték feltételnek azt a vektort valasztva, amelynek az i-edik sora 1 és az 6sszes tébbi eleme 0,
a differencidlegyenlet-rendszer megoldasa megadja annak a valésziniségét, hogy az i-edik
alapotbdl kiindulva t idé elteltével melyik alapotnak mekkora a valoszinisége. Annak a
valosziniiséget, hogy i alapotbdl kiindulva t idé elteltével aj alapotba jutunk, fi(t) jeldli. A

differencialegyenlet-rendszer megoldasa
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x(t) = e%x(0) = i(Qntl)nx(O) (4.22)
A megoldés megkereséséhez érdemes a Q rr:affrixo:[ diagonizalni, haQ=V DV, akkor
e® =V eV (4.2.3)
ezt pedig mér kénnyen szamithat6, mivel
e’ 0. 0 (4.2.4)
e = q eﬂ.ﬂ
0 e

ahol Ay, Ay, ... AkaQ matrix sajatértéke.
Mivel a Q métrix sorvektorainak az 6sszege a 0 vektor, Q rangja nem lehet k, igy van

0 sgjatértéke. Pozitiv sgjatértéke nem lehet, mert ez ellentmondana a Zik:lxi =1 feltételnek.
Ha Q-nak csak egyetlen 0 sajatértéke van, akkor létezik egyetlen egyensilyi lapot, amely
globalisan stabilis, azaz barmely x(0)=0-ra, amely teljesiti a Zik:lxi =1 feltételt, a folyamat

ebbe az dllapotba konvergdl. Az i-edik alapot egyensilyi valdsziniségét 77 jeldli.
Egy folyamatot reverzibilisnek neveziink, ha barmely i-re ésj-re
() =7 f5(t) (4.2.5)
A Q métrix tdl sok paramétert tartalmaz ahhoz, hogy minden egyes paraméterét a
maximum likelihood modszerrel becsiiljik meg. Altaldban Q=Qgs alakban irjék fel, ahol Qo-
rateljesil, hogy

i S (4.2.6)
azaz egyensulyi allapotban egységnl);i1 id6 alatt élagosan egy mutéciod torténik Ezutan st-t
becsiilik a maximum likelihood modszerrel. Altalanos jelenség, hogy az egyes folyamatok
rétgjét és az evolucios idot nem lehet kilon-kilon becsilni, csupan csak a szorzatukat. Ha az
evolucios ratékat a felére csokkentjik, az eltelt idot pedig a kétszeresére noveljik, az immér
kétszeres ido eltelte utdn az egyes alapotok valoszinisége ugyanakkora, mint az eredeti
esetben. Ugy is lehetne szemléltetni ezt a jelenséget, hogy egy filmnek az utolsd képkockaja
nem valtozik meg attél, hogy felére lassitva jatsszuk le, csupan kétszer annyi idé alatt ériink a
film végére.

Qo métrix valasztasara sokféle lehetéség van. Az altalanos Q métrix DNS adatok
esetében (Tavaré, 1986; Rodriguez et al., 1990)
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X pam, b, pcr, 4.2.7)
HaTt y . per
pory pdm  z
e perr i q
ahol %, y, z és g olyan értékeket vesz fel, hogy minden oszlop dsszege O legyen. Ekkor az
egyensulyi gyakorisdgok valoban 7, 7&, 7% és 7&. Példaul a métrix elso sorét ellendrizve, x= -

H(are +brg +c7x) és valdban

((xpam,, por,, pem, ) (7, 76 78:)) = (428)
= —/,l(aﬂg: +bﬂG + Cn:I')ITA + AT, T +:UbﬂAﬂG +HCTT\ TG = 0
Szintén lehet ellenorizni, hogy a modell reverzibilisis, atranszpondlt helyeken all6 értékek az

egyensulyi gyakorisdgokkal szorozva valoban egyenlok.

Az ataldnos modellre egyre tobb megkdtést téve fokozatosan eljuthatunk a Jukes-
Cantor modellhez (Jukes & Cantor, 1969), (4.2.1 &bra). Ha egyenl6 egyensulyi
gyakorisagokat tételeziink fel, a SYM modellt kapjuk (Zarkikh, 1994). Erre tovébb
feltételezve, hogy a tranzicidk ratgja, valamint az AT éCo G, illetveaz A CésGoT
transzverziok rédtga megegyezik, Kimura hdrom paraméteres modelljé kapjuk (Kimura,
1981). Ha minden transzverzié ra§éa azonosnak tekintjuk, Kimura két paraméteres
modelljéhez jutunk (Kimura, 1980), végul a tranzicidk rétgat a transzverziok ratgaval
egyenlove téve eljutunk a Jukes-Cantor modellhez.

Az éataldnos modellbl a Tamura-Nei modellhez jutunk, ha feltesszik, hogy minden
transzverzio ratga azonos, a=c=d=f, (Tamura & Nei, 1993). A Hasegawa-Kishino-Yano
modellben az dsszes tranzicid rétdja is azonos (Hasegawa et al., 1985). Felsenstein 1981-es
modelljében minden szubsztitlcids rata azonos tipusi, de az egyensilyi gyakorisagok
kulonbdzoek (Felsenstein, 1981).

Aminosav szekvenciak esetében a Jukes-Cantor modellhez analég modell a Poisson
modell (Kishino et al., 1990), Felsenstein modelljének az analdgja pedig a Hasegawa
Fujiwara modell (Hasegawa & Fujiwara, 1993). Bonyolultabb modellekben nem lehetséges a
szubsztituciok tipusainak olyan elkilonitése, mint a nukleotidok esetében a tranziciok és a
transzverziok megkulonboztetése. Mégis, empirikus adatok azt mutatjdk, hogy fizikai-
kémiailag hasonl6 aminosavak szubsztitucioja sokkal gyakoribb, mint kilonbdzé aminosavak
szubsztitucidja (pl.: egy hidrofob aminosav cseréje hidrofilre) (Dayhoff et al., 1978). A
Dayhoff féle matrixokat sok kutato felhasznélja szubsztitliciés modellek készitésére (Kishino
et a., 1990; Adachi & Hasegawa, 1992; Hein et al, 2000). Kevésse rokon fehérjék esetében a
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Dayhoff maétrixokat tovabbi empirikus adatok segitségével moédositjak (Jones et al., 1992;

Cao et a., 1994).

. o GTR
3 fajta smabsztibicld

travsmrermok,
2 tranmield osztaly

Egrenld bims gyakorsazok

TN ITM

3 fagta smabsmtibaois
tranzicidlk,

2 fagta smabsztitlend 2 transzvermd osztaly
tranzicid vs. transeversd

HE¥ES E35T
egyicle
smibsztibield
2 fagta smabsztibleis
transicid vs.
transzverzd
F=1 EZP
Egyenld bims
gyakorisazok
egviale smibsztitios
Iz

4.2.1 &bra Nukleotid szubsztitiicios modellek osztélyozasa (Hillis et a., 1996). Az dtaldnos modd bl (GTR,
Tavaré, 1986; Rodrigez et al, 1990) egyre tébb megszoritassal jutunk e a Jukes-Cantor modellig (JC, Jukes &
Cantor, 1969). Tovabbi roviditések: TrN: (Tamura & Nei, 1993), HKY85: (Hasegawa et al., 1985), F81:
(Felsenstein, 1981), SYM: (Zharkikh, 1994), K3ST: Kimura 3 szubsztitlcié-tipusi modellje, (Kimura, 1981),

K2P: Kimura 2 paraméteres modellje, (Kimura, 1980)

A modellek j6sagét tobbféle statisztikéval lehet ellensrizni, pl. ¥ statisztikaval, ilyen

statisztikék segitségével lehet eldonteni, hogy érdemes-e egy vagy tobb Ujabb paramétert

bevonni a modellbe (Kishino & Hasegawa, 1990)



31

4.3 Felsenstein algoritmusa M aximum Likelihood fa meghatar ozasar a

Az aldbbiakban Felsenstein egy cikkét ismertetem (Felsenstein, 1981). A bemeno adat
DNS szekvenciak tobbszoros illesztése. Csak azokat a site-okat tekintjik, ahol az illesztéshen
nincs gap. Feltesszilk, hogy az egyes site-ok egymastol flggetlenul evolvalddtak, igy egy
evolucios folyamat valosziniisége az egyes pontokon tortént események valdsziniiségeinek a
szorzata. Legyen adva egy fa topologigja, amely reprezentdlja a szekvenciak leszarmazasi
sorrendjét. A kérdés, hogy mely élhosszak a maximum likelihood paraméterek. EQy adott
paraméterhalmaz mellett a fa likelihood-janak a kiszamitaséat egy adott fa topoldgidn mutatom
meg (4.3.1 &ora). Elég azt megmutatni, hogy hogyan kell a likelihood-ot egy site-ra
kiszamitani, a fa teljes likelihood-ja a site-ok likelihood-janak a szorzata. Az adott site-ra s
jeloli az i-edik n6dusz karakterét, v; pedig az j-edik €l evollcios ideje, pontosabban a mutacios
réta és az idé szorzata (st). A belsé ndduszok allapotait persze altaldban nem ismerjik, ezért

minden lehetséges allapotra 6sszegezni kell
L :ZZZZHSO fsose (Ve) fsesl(vl) fsesz (v2) 4.3.1

S S 3
fsosa (V8) fsa% (V3) fsas, (V7) fs,s4 (V4) fs,g (VS)
Ha négyelemi ABC-t, azaz nukleinsav szekvencidkat tételeziink fel, akkor az 6sszegzés 256

tagbol &ll, n faj esetén pedig 4™ taghdl, ami kénnyen lehet egy tdl nagy szam. Szerencsére, ha
az adott vatozdtol nem flggo szorzétényezoket kihozzuk a szumma jel elé, akkor az

Osszegzés felbomlik egy szorzatra, aminek a szdmitasi igénye joval kisebb

el

{Z fS;)SB (Vs)[ fSBSg, (Va)]{z fsgsy (V7)( f3754 (V“))( f57% (V5))}
S s

Vegyuk észre, hogy (4.3.2)-ben a zardjelezések pontosan leirjak a fa topoldgigjat. Minden

(4.3.2)

Osszegzeés kulon elvégezheto, és ezeket az Osszegeket szorozzuk Ossze, igy a szamitési ido6
lecsbkken O(|Q|n)-re egy pozicidra, ateljes fa likelihood-janak a kiszamitasa O(|Q|nl)-re, ahol

| apoziciok szama.
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4.3.1 dbra A fa, amin Felsengein algoritmusat bemutatom. Az éekre irt v-k az élek hosszait jeldlik.

Ha a szubsztitaciét leiré modell reverzibilis, akkor érvényben van az an. emelé elv
(Pulley Principle). Ez azt mondja ki, hogy ha a fa gyokerébdl kiinduld két él kozil az egyik
hosszét lecsokkentjik, a masikat pedig megnoveljik, akkor a fa likelihood-ja nem valtozik
meg. Valdban, barmely ss-ra és ss-ra, ha alkalmazzuk areverzibilitast — (4.2.5) — valamint a
teljes valosziniség tételét

L= %: g, fsose (Ve) fsosa (Vg) = %: 7%, fseso (Ve) fsosa (Vg) = (4.3.3)
=71 f o (Ve +Vg)
tehat az adott 6sszegzés nem fligg Ve-t0l és vs-10l, csak a kettéd Osszegétol. Az elnevezés onnan
szarmazik, hogy a gyokér mozgasa végig a Vs + Vg hosszisagu élen olyan, mint egy emel6
alatamasztasa.

Az emelé elv folyomanya, hogy egy fa likelihood-ja fuggetlen attdl, hogy hol
gyokereztetjik le, és egy legyokereztetett fa likelihood-ja megegyezik a gyokerezetlen fa
likelihoodjaval.

Egy adott topologia esetén a maximum likelihood paramétereket egyszerii numerikus
optimalizalas segitségével meg lehet hatarozni, de tovabbra is fennall az a probléma, hogy a
lehetséges topoldgiak szdma nagyon gyorsan noé a szekvencidk szamaval. Nevezetesen, a
gyokerezetlen topolégidk szama (2n-5)!/[(n-3)!12™3] (Cavalli-Sforza & Edwards, 1967) Ez mér
tiz faj esetén is tobb mint 2 millid lehetéség. Sajnos a mai napig nem taléltak az optimdlis fa
topolégidjara gyors algoritmust, az ismert gyors algoritmusok mindegyike heurisztikus, és
csak egy lokdlis optimumot képes megtalalni. A filogenetika kdrébe tartozo legtébb probléma
NP nehéz (Day, 1983; Foulds & Graham, 1982).
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4.4 A Thorne-Kishino-Felsenstein modell

A szekvencidk doatisztikus illesztéséhez szilkség van a beszlrasok és torlések
evolucios modellezésére is. Az elsé publikdlt modell erre a folyamatra a Thorne-Kishino-
Felsenstein modell volt (Thorne et a., 1991).

A modszer megkeresi azokat az evollcids paramétereket, amelyre két szekvencia
kapcsoltsdgi valoszinisege maximalis. Két szekvencia kapcsoltségi valoszinisege definicio
szerint

P(AB) = Z P,(C)R(AC)R(BIC) (4.4.2)
ahol P{(A|C) annak a valoszinisege, hogy a C szekvenciat ido alatt A-va evolvalodott., P..(C)
pedig a C szekvencia egyensilyi valoszinisége. A folyamatrdl feltesszik, hogy egyensilyban
van, igy a C szekvencia egyensulyi valosziniisege megegyezik a C szekvenciat idovel ezelatti
gyakorisagaval.

Mivel az aldbbiakban leirt folyamat reverzibilis, a (4.3.3) levezetéssel analdg moédon
kapjuk, hogy

P(AB) = P,(A)P,(BA) (4.4.2)
azaz a kapcsoltsdgi valdsziniiség kiszamitasahoz nem kell az ¢sszes lehetséges 6sszekvencian
Osszegezni. Megdllapodunk, hogy a tovabbiakban azt az idét, ami alatt az A szekvencia B-vé
evolvalodott, t-vel fogjuk jelolni, bar tudjuk, hogy ez a két szekvencia szétvélasa Ota eltelt ido
kétszerese.

Az egyszeriseg kedvéért a beszlras és torlés folyamatdt nem a karakterek
segitségével, hanem un. képzeletbeli linkek segitségével irjuk le. A szekvencia minden egyes
karaktere asszocidlva van egy halandd (mortal) linkkel. Ez a link mindig a karakter jobb
oldalan taldlhat6é. Ezenkivil a szekvencia rendelkezik egy halhatatlan (immortal) linkkel is,
amely a szekvencia bal végén taldlhat6. Példaul, ha a halandd link jele «, a halhatatlané pedig

0, akkor a GACTTAA szekvencia a kdvetkezoképpen néz ki az adott modellben
0G+ AxC+ T+« Tx Ax Ax
Minden egyes link flggetlen a masik linktél, egy link szlletése vagy haldlozasa nem

befolyasolja egy masik link sziletésének vagy haldlozasanak a valdsziniségét. Mind a
halandd, mind a hallhatatlan link képes halandd linkek szlllésére. Az Gjszulétt link mindig a



szuloje jobb oldalan helyezkedik el. Egy link sziiletése 6ssze van kapcsolva egy karakter
szllletésével, amihez az Ujszllott link asszocialodik. Az U karakter mindig az Ujszilétt link
bal oldalan helyezkedik el. Az Uj karakter tipusat az egyensilyi eloszlas szabja meg, azaz egy
karaktert akkora valosziniséggel valasztunk, amekkora az egyensilyi gyakorisaga. A
szubsztitucios folyamatrdl feltessziik, hogy egyenstlyban van, és az Ujszil6tt karakterek ilyen
mbdon torténé valasztdsa nem zavarja meg ezt az egyensulyt. A haland6 linkek
meghalhatnak, mig a halhatatlan nem. Ha egy link meghal, akkor a hozza asszocialt karakter
is automatikusan torlodik. Hagyomanyosan a szilletési rété A-val, a haldozas ratéat pedig p-
vel jeldljik.

Tobbszorés beszlrdsok és torlések nem lehetségesek ebben a modellben. Egy n
hosszlsdgu szekvencia novekedés rétga (n+1)4, mivel egy n hosszisagu szekvencia n+1
linkkel rendelkezik (beleszamitva a halhatatlant is). Hasonldan, egy n hosszlisagu szekvencia
lecstkken n-1 hosszisagura nu rataval, mivel n halando linket tartalmaz.

A likelihood kiszamitasa nem csak a tranziciok valoszinisegeit kéri, hanem az 6si
szekvencidk egyensilyi valosziniségét is. A Thorne-Kishino-Felsenstein modellben egy adott
n hosszisagu szekvencia valoszinisege az egyes karakterek valosziniségeinek a szorzata
szorozva annak a valosziniségével, hogy a szekvencia éppen n hosszisigu. Konnyen
belathat6, hogy a megadott sziiletési-haldlozasi modell egyensillyi eloszlasa egy eggyel balra
elcsisztatott geometriai eloszlas (a szekvencia 0 hosszul is lehet), ha 4, jel6li az n hosszlsagu

szekvencia egyensulyi gyakorisagat, akkor

_(_A(AY (4.4.3)
=10

Az halhatatlan linkre két okbdl van szilkség. Egyrészt ennek a segitségével modellezzik a
szekvencia elején torténd beszdrésokat, mésrészrol e nélkil a szekvencia hosszaknak nem
lenne egyensulyi eloszlésuk.

Képzeljunk el két szekvenciét, az A szekvencia legyen TGTC, a B szekvencia pedig
GCACA. Szamos lehetéseg van arra, hogy az A szekvencia B-vé alakuljon. Egy lehetoséget

az alabbi a illesztés reprezental

- TGT- C-
G- C- ACA
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azaz az €lsd, Otodik és hetedik pozicioban egy-egy besziras tortént, a masodikban és a
negyedikben egy-egy torlés, a harmadikban pedig egy szubsztiticio. Jeldlje az a illesztésben
az egyes karakterek meglétének vagy meg nem létének az informécidjat a'. Ha a'-t a linkek
segitségevel reprezentdljuk, akkor a kovetkezo illesztést kapjuk

A linkek csoportosithatoak a fenti reprezentacidban, azzal a céllal, hogy meghatarozzuk
P(a'|@-t, ahol 6 a paraméterek halmaza, G={st, wut, At}. Egy tetszdleges tranzicio
reprezentdlhatd egy o illesztéssel. Az illesztés valdszinisége a tranzicio valdszinisége
szorozva az 6si szekvencia valosziniségével. Az a illesztés valoszinisége két komponensre

bonthaté. Mivel a tartalmazza az 6sszes informéci ot a'-rol, ezért
P(a | &=P(a, o' | §=P(a o', & P(a’| 6) (4.4.4)

Altaldban, ha egy szekvencia n hosszlsagu, P(a' | 6) n+2 kifejezésnek a szorzata. Az elsd
kifejezés az 6si szekvencia valoszinisége, a kovetkezo kifejezés azt irja le, hogy a halhatatlan
linknek hany utodja van, a tobbi kifejezés pedig a haland6 linkek sorsat irja le. Egy adott
linkre ez a kifejezés fligg attdl, hogy a link életben maradt vagy meghalt, valamint a link
utodjainak a szamatol. Mindketté kénnyen leolvashatd az o' illesztésbél. Egy link utodjainak
a szdma egy (ha a link tulélt) plusz a jobb oldala és a kdvetkezo ¢s link bal oldala kozott
talalhato leszarmazottak szama.

Figyelemmel kisérve az egyes linkek sorsét, hdrom fajta valosziniiségi fuggvényt kell
szamitasba venni: p,(t) adja meg a valosziniségét annak, hogy egy halando link t idé
elteltével tUlél, és sajdt magét is beleszdmitva n utddja van a t-edik idépillanatban. p, (t)a
valoszinisége annak, hogy egy link meghal t idé alatt, de n utédot hagy maga utan, és véglll
p, (t) annak a valosziniisége, hogy a halhatatlan linknek a t-edik idépillanatban n utddja van,

Onmagét is beleértve. A fenti illesztésre a valdsziniiségek

P’ | 6 = 14 p,(t) Po(t) P, (1) Pi(t) P, (1) (4.4.5)
P(a |o', 8 = 16 78 78 foc(t) 78 7 7' foc(t) 7
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Definicio szerint p,(t) = p,(t)= 0. A tobbi valdsziniségi fuggvényt a kovetkezd

differencialegyenlet-rendszer irjale

d
p(;t(t) =A(N=1)p,,(t) = (A +)np,(t) + mp,,,(t) n>0
dp, (1) _ An=Yp. ()= (A+np, (t)+un+Yp,. )+ ... (t) n>0
d C'ltt (4.4.6)
Pl = 0+ (o)
P(;t(t) = AN -1 P, (1) - [An+ 4(n-D)]p. (1) + imp.,,() >0
akezdeti feltételek a kdvetkezok:
p,(0) = p,(t) =1 4.4.7)
p,(0) = p,(t) =0, n=23, ...
p,(0) =0, n=0, 1, ...

A (4.4.6) differencidlegyenlet-rendszer a (4.4.7) kezdeti érték feltételekkel megoldhatd
(levezetését 1asd a 6.1 fejezetben). A megoldasok

p, (1) = e “[1-ABMI[ABM)]"™ n>0

p, (1) =[1-e™ = uBMI[1-ABMI[ABMH]"™ n>0
po(t) = LB(t)

p,(t) =[1-ABMIABM]™ n>0

(4.4.9)

ahol

1— gt
B(t) = (-t (4.4.9)
H— e
Fontos megjegyezni egy |ényeges kilonbséget a konvenciondlis illesztés és az itt bemutatott

illesztés kozott. Az illesztésre az el6bbi példa a kdvetkezo volt

- TGT- C-
G- C- ACA

Ha a negyedik és az 6todik poziciot felcseréljik, a kovetkezo illesztést kapjuk

- TG-TC-
G- CA-CA

Nem vilagos, hogy a hagyomanyos értelemben ez a két illesztés miben kilénbozik egymastdl,
de az itt bemutatott modell alapjan a két illesztés vildgosan kiulonbozik. Az elsé illesztésben a
negyedik pozicidban taldlhaté6 T-hez asszocidlt link sziilte azt a linket, amely A-hoz van
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asszocidlva. Magyaran A beszirésa mindenképpen megelézte T torlését. A mésodik
illesztésben a negyedik pozicidban talalhatd A-hoz asszocidlt link a harmadik poziciéban
taldhatd G-hez asszocidlt link leszarmazottja. Ekképpen A beszirasa nem feltétlenll elézte
meg T torlését.

Legyen adott ké& szekvencia, A és B, rendre n és m hosszisaggal. Az evolUcios

paraméterek az

Lo(A B) = Elﬂi*VnPt(B A.6) (4.4.10)

likelihood flggvény maximalizalasaval hatérozhatéak meg, ahol ry az x karakterek szama az
A szekvencidban. A likelihood flggvényt dinamikus programozési algoritmussal szamitjuk ki.
Ez harom szempont miatt lehetséges.

« Az egyes linkek egyméstdl fiiggetleniil evolvalodnak. igy P(a' | 6) felbonthat6 az
egyes linkek sorsat leird fuggvényekre, ahogy az a (4.4.5) képletben be lett
mutatva.

o k=1-t6l a (4.4.8)-ban bemutatott képletek felirhatdak az €lsd tag és AAY)
segitségével. Azaz

p.(t) = P, ([ AB0)]
pc(t) = P O[ABO] (4.4.11)

p(t) = P (V[ AB)]
Ez afelirés lehetoséget ad O(nm) idejii algoritmus készitésere.

* A szekvencia hosszak eloszlasa geometriai, ezért minden egyes mortdlis link az A
A
szekvencidban egy ; faktorral jarul hozza a likelihoodhoz. Meg kell azonban

jegyezni, hogy ez nem feltétlenil szilkséges két szekvencia kapcsoltsagi
valosziniségének a kiszamitasahoz.
Legyen S(A,B) A és B; dsszes lehetséges illesztésének a halmaza. Ezt a halmazt harom
diszjunkt részhalmazra bontjuk, az utolso link sorsa alapjan
. S)(Ai,Bj) azon illesztések halmaza, amelyben az A szekvencia utolsd linkjének
nincs leszarmazottja Bj-ben
. Sl(Ai,Bj) azon illesztések halmaza, amelyben az A szekvencia utolsd linkjének

pontosan egy leszarmazottja van B;j-ben
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. SZ(Ai,Bj) azon illesztések halmaza, amelyben az A szekvencia utolsd linkjének
legalabb két leszarmazottja van Bj-ben
Egy adott & paraméterhalmaz mellett a(A;,B;) illesztés likelihoodjat 14a(A;,B;))] jeldli. Az
egyes S részhalmazok likelihood-jét az alabbiakban definialjuk

Ls(A.B)= X 1[a(A.B)] k=012 (44.12)

a(A .B)S (A B))

Ezek utdn a dinamikus programozési algoritmus az alabbi szabalyokat koveti

A ‘ 2
3 L(A.B) =" m R OX Li(ALB)

; = s (4.4.13)
) Ly(A.B) =", [y, O+ 75 O] Li(A,B)

) Le(A,B;) =81, Z_: L5(A.B;.)
A kezdeti feltételek

a) Ly(AB,) = L5(A),B) =0
b) LlG(AO’BO):yop;(t)

9 L(A.B) =y O[] (mp) 21 414
d) U5(A,B)) = L5(A,B) =0, 21
) LZ(AO,Bj)=yop}+1(t)|:!%j, j21
f) L5(A.B)=L5(A,B)=0, 1

A (4.4.13) és (4.4.14) képletek helyessege konnyen ellenérizheto, végiggondolva a lehetséges
illesztéseket.

e (4.4.133) A. és B barmilyen illesztéséhez a-t hozzétéve egy olyan illesztést
kapunk, amelyben A; utolsd linkjének nincs leszarmazottja. Ekozben A-t eggyel
megnoveltik

e (4.4.13b) A1 és Bj; barmilyen illesztéséhez a-t és bi-t hozzétéve egy olyan
illesztést kapunk, amelyben A; utolso linkjének egy leszdrmazottja van. Ez vagy A
utolso, tulélt linkje, vagy ennek a valddi leszarmazottja. Kozben A-t szintén eggyel
megnoveltik

e (4.4.13c) Ha egy illesztésben az utolso linknek legalabb két leszarmazottja van,
akkor az utolsd leszdrmazottat elhagyva egy olyan illesztést kapunk, amelyben az
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utolsd linknek legalabb egy leszarmazottja van. Az A szekvencia hossza nem
véaltozik meg, viszont ez arészlikelihood egy AAt) szorzét kap a (4.4.11)-es képlet
értelmeében.

* (4.4.14ab) Két Ures szekvencia egyetlen modon illeszthet6: egymas ala irjuk a két
halhatatlan linket. Eszerint az utolsO linknek az illesztésben pontosan egy
lesz&rmazottja van.

* (4.4.14c,d) Egy nem ures szekvenciahoz egy Ures szekvencidt egyféleképpen
illeszthetink. A halhatatlan link egyetlen leszdrmazottja az Ures szekvencia
halhatatlan linkje, minden halandé linknek — igy az utolsbnak is — nulla
leszé&rmazottja van.

e (4.4.14ef) Egy Ures szekvenciahoz egy nem Ures szekvencia egyféleképpen
illeszthetink, a leszarmazott szekvencia Osszes linkje az Ures szekvencia
halhatatlan linkjének a leszarmazottja. igy az utolsd linknek legaldbb két
leszé&rmazottja van.

Két szekvencia likelihoodja egyszeriien a

L,(AB) = i L5 (A, B) (4.4.15)

képlettel adhaté meg. -
A maximum likelihood paraméterek kiszamitésahoz nem elegendé egyetlen
paraméterlistéra kiszamitani két szekvencia likelihoodjét, meg kell keresni L4A,B) fuggvény

maximumat. A harom paramétert (st, At, 4) le lehet csokkenteni kettore, a

3 = M+ m) (4.4.16)
n+m+2

képlet segitségével. Ez a képlet kozvetlenll adodik abbdl, hogy a mintak szamtani kdzepe az

eloszlés varhatd értékének a maximum likelihood becslése.
4.5 A fragmentum modell

A Thorne-Kishino-Felsenstein  modell (TKF91) nem enged meg t6bbszoros
beszirésokat és torléseket. Az eredeti modell egy javitott valtozatd egy évvel késobb
publikdltédk (Thorne et al., 1992), amely megenged t6bbszords beszirasokat és torléseket
(TKF92). Ez a modell ugyanazt a sziiletési és haldlozasi folyamatot feltételezi, mint a TKF91
modell, de lehetoséget ad arra, hogy egy link ne egy, hanem tetszéleges szdmu karakterrel
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legyen asszocialva. Ekkor azonban a szekvencia széttorhetetlen fragmentumokbol fog alni:
ha egy link a sziletésekor tobb karakterrel asszocidlodott, akkor nincs lehetoség arra, hogy
ezek akarakterek kulon-kulon torlodjenek.

Mégis megmutathatd, hogy ez a modell jobb, mint a TKF91 modell. Képzeljik el a

kovetkezé harom szekvencia illesztését:

ACGTCGTATG
ACGTC- - -TG
ACG- - - - ATG

Ha a legfelsé szekvencia volt az alsd ketté kdzos ése, akkor a TKF91 modell legalabb 6t
kulonbozo torlési folyamattal tudja leirni ezt a tranziciot, a TKF92 modellnek elég csak
harom. Hogy még sem tokéletes ez a modell, azt az mutatja, hogy széttorhetetlen
fragmentumok nélkil két torléssel le lehet irni ezt atranziciot.
A fragmentumok hossza r paraméterti geometrial eloszlast kovet. Megmutathatd, hogy
a szekvenciak hosszanak egyensllyi eloszlasa majdnem geometriai:
A

Yo :1_;

A

A A " (45.1)
Vo = 1—; ;(1—r) ;(1—r)+r n>1

A modell tovabbra is reverzibilis, de egy 6si szekvencia valdszinisége fligg a szekvencia
fragmentéltsagétdl, egy tranzicio valdszinisége — sot, egydltalan a lehetésége — fligg az 6si
szekvencia fragmentaltsagétdl. Ké szekvencia likelihoodjanak a kiszdmitasahoz ezért
Osszegezni kell az 6sszes lehetséges fragmentdlddason és az Gsszes lehetséges tranzicion.
Dinamikus programozassal ezt is meg lehet tenni. A fragmentumok geometriai eloszlasa
biztositja az O(nm) futasi ideji algoritmus létezését. Az algoritmus mégis bonyolultabb, mint
a TKF91 algoritmusa, a lehetséges illesztéseket hat részre kell osztani, az utolso link sorsatol

flggden. A dinamikus programozéasi algoritmus tovabbi részleteitol eltekintek.
4.6 A TKF91 modell altalanositasa ketténél tébb szekvenciara

Kettonél tobb szekvencia kapcsoltsagi valosziniségének a kiszamitasahoz nem lehet
felhasznélni a (4.4.2) képletet, szikségképpen Osszegezni kell az Osszes lehetséges o6si
szekvenciara. Az elso ilyen algoritmust Steel és Hein adta meg (Steel & Hein, 2001). Az 6
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algoritmusuk tetszoleges szami olyan szekvencia kapcsoltsagi valosziniiségét szamolja ki,
amelyek egy csillag alaku fa mentén evolvalodtak. Az algoritmust harom szekvencidra
mutatom be, az atalanositas egyértelmi. Az algoritmus ismertetésehez az aldbbi roviditések
ismertetése szilkséges
» Az A szekvencia A[m] prefixén az a;...an.m Szekvenciat értjik, ahol n az A
szekvencia hossza. Hasonldan A(m) jel6li az A szekvencia an.m...a, részstringjét.
o Az A, A% A3 szekvencia harmast roviden A jeldli. Az n=(ny, n,, ns) vektorra A[n]
jeléli az A'[ny], AY[n,], A¥[ns] hdrmast.

[(A)

*  Egy A szekvencidra £A)=[],_, @& ).

e N=(Ni, Nz, N3), ahol N; {0, 1, ... I(A)} valosziniségi véaltozok mutatjdk meg,
hogy az X 6s szekvencia jobbszélsé linkjének hany leszarmazottja van az i-edik
szekvencidban. Az U [0{1,2,3} halmaz pedig azt mutatja, hogy az X 6si szekvencia
jobbszélss linkje melyik szekvencidkban élt tul.

» Egyszertien n-nel ésu-val jeloljik az N = n és U = u eseményeket

Elészor az Ures szekvencidk észlelésének a valosziniségét hatarozzuk meg

; ﬁ(l—Aﬁ(ti) (4.6.)
P(0,0,0)=|1-2 =1
(0.5.0) ( ﬂjl—ﬂﬂzﬁ(tl)ﬁ(tz)ﬁ(tg)
Ez kovetkezik abbol, hogy
P(D,D,D):Z”:P(D,D,D\I(X):I)P(I(X):I) (4.6.2)

(4.6.2) egy végtelen geometriai sor, aminek az 0Osszege éppen (4.6.1). (4.6.2) persze
tetszoleges A-rafennall
P(A) = X P(AI(X) =) P(I(X) =1) (463
1=0
Az [(X)=0 esetet kilon kezeljuk

3
P(AI(X) =0) = [] (A i (1) (464)
1=1
Ezutéan tegyik fel, hogy 1=1. A teljes valdsziniség tételébsl addddan
PAI(X)=0= > P(A,n,u

(n,u)dI(A)

)] (4.6.5)
ahol
I (A):={((n,,n,,n,),w}:0<n <I(A),i =123ul0{123;n =0=i Ou} (4.6.6)
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azaz |(A) az arészhalmaza (n,u)-nak, amelyre P(A,n,ull) pozitiv értéket vesz fel. A feltételes
valosziniség tulgjdonsagat felhaszndlva

P(A,n,ul) = P(All,n,u) x P(n,ul) (4.6.7)

Mivel a TKF91 modellben az egyes linkek sorsa fliggetlen a tobbital,
P(All,n,u) = P(A[n]l -1) xw,(A,n,u) (4.6.8)

ahol
o i 4.6.9
wl(A,n,u){ [ 700 PG, x}:i Du)}x A0 -2) (469
itun=1 1<i<3,n 22

ahol x =a’ és S{1,2,3} esatén P({(i,x):i0S}) annak a valdsziniisége, hogy az i-edik

1(A)-n +1
noduszon xi-t észleliink, minden i0Sre, haszndlva Felsenstein algoritmusdt (Felsenstein,
1981).
Tovébba, mivel 121

P(n,ul) = ﬁ P () (4.6.10)
ahol pE(0):= pL () és P P
Legyen
W(A,n,u) = Wl(A,n,u)|i|1 P () (46.11)
Ezutan egyesitve a (4.6.5), (4.6.7), (4.6.8) és(4.6.10) képleteket
P(All) = . u%(\//A\/)(A,n,U) P(A[n]I -2 (4.6.12)

ebbol, valamint a (4.6.3) és (4.6.4) képletekbol kapjuk hogy

A & o A
P(A) = [1‘ ﬂj{ﬂ AP, 4 (& )} " )Z(V\g(A,n, u)P(A[n]) (4.6.13
(4.6.13) mindkét oldalan tartalmazza P(A)-t, rmdéve az egyenletet P(A)-ra
A 2 o A
[l_ ){ rl (A pI(Ai) (& )} T Z W(A,n,u) P(A[n]) (4.6.13)
P(A) = HL 1=t (n,u)dI" (A)

[1—/]W(A,O,D)j
U
ahol 1'(A)= I'(A) \ (0,0). A (4.6.13) képlet lehetéséget ad egy dinamikus programozési
algoritmusra, amelynek a futéasi ideje O(1°).

A fentiekben leirt algoritmus ki lett terjesztve tetszéleges binaris leszarmazaési fakrais
(Hein, 2001).
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4.7 A TKF91 modell gyor sitasai

Habéar a TKF91 modell alapjan végzett statisztikus szekvencia analizis futasi ideje
O(nm), mégis joval lassabb, mint a tavolsag/hasonloséag alapu optimélis illeszté algoritmusok.
Ennek az egyik oka az, hogy a valos szdmokkal végzett miveletek a legtdbb szamitdgépen
Iényegesen lassabbak, mint az egész szamokkal végzett miveletek. Az aldbbiakban két olyan
Otletet mutatok be, amely segitségével a statisztikus szekvencia analizis felgyorsithaté (Hein
et a., 2000)

Az elsp Otlet az, hogy a maximum likelihood szdmitésokat lehet a maximélisan
szimiléris illesztés korili régidra korlatozni. Elészor tehat hasonldsag alapu illesztést végzink
(ehhez lehet egész szdmokkal szamolni, és az |ényegesen gyorsabb), majd meg kell hatarozni
egy adott &raadinamikus programozéasi tablézatnak azt a részét, amely magéban foglalja az
0sszes olyan illesztést, amelynek a hasonlosagi értéke legaldbb (1-£) része az optimalis
illesztés értékének. A maximum likelihood szamitadsok erre a régiéra vannak korldtozva.
Nyilvan tdl kicsi € érték valasztasa esetén pontatlanna valik a médszer. Egy kisebb ¢ értékhez
vékonyabb sav tartozik, amibe nagyobb valosziniséggel nem tartozik bele olyan illesztés,
amely likelihood értéke szignifikansan jarul hozza a teljes likelihoodhoz. Ez kildndsképpen
akkor kovetkezhet be, ha a magas likelihood értékeket add illesztésekben sok besziras és
torlés taldlhatd. Az elobbiekbdl adédéan a modszer varhatdéan alul fogja becsiini a A és
paraméterek maximum likelihood értékeit alacsony & érték esetén, amit Hein és munkatarsai
empirikus eredményei is igazolnak.

A masodik Otlet az eredeti TKF91 algoritmus atformuldzasa. Mig az eredeti
algoritmusban az dsszes illesztések halmazét harom részre kellett felbontani, és minden egyes
részhalmazon kulon kell kiszdmolni a teljes likelihoodot, addig az aformulézott
algoritmusban erre nincs szilkség. igy az aldbb ismertetett algoritmus olyan egyszerii, mint a
tavolsag/hasonldsag alapu optimalis illesztést kereso algoritmusok.

Két szekvencia kapcsoltsagi valoszinisege felirhato

P(AB) = P, (AP, (BA) (4.7.2)
alakban. Mivel P, (A) egyszertien szamithatd, a dinamikus programozési algoritmusban csak

P, (BIA) -t szdmoljuk ki. A B; szekvencia utolsd karakterének a lehetséges |leszarmazasai

alapjan



P(B,|A) = p,(t) P(B;|A,) + wro
# 2P AL Pl ,, O []70)+pi(0) [ 70)

Ez az algoritmus O(1®) futési ideji. A futési idé azonban lecsbkkentheté O(19)-re a Gotoh
algoritmusaban (Gotoh, 1982) alkalmazotthoz hasonlo Gtlet alapjan. Definiajuk Rj-t a
kovetkezoképpen

R = P(B;, b, leszarmazottja a; -nek\A) (4.7.3)
Ri; a(4.7.2)-ben az 6sszegzés. Ekképpen (4.7.2) &irhato a kovetkezo alakba
P(B/A) = p(t)Ls(BAL) + R, (4.7.4)
Ri;-re teljesiil tovabba az, hogy
R, =[O, 0+ Py 706)|P(B, A) + B AB)R (4.7.5)

Rij1-€et (4.7.4)-bdl kifejezve, majd az igy mbdositott (4.7.5)-6t (4.7.4)-be beirva és rendezve
kapjuk, hogy
P(B,|A) = p,() P(B,|AL) + AB(1) (b, ) P(B, | A) + (4.7.6)
[P, O + P 70) - B0 700, P O] PB4 A L)
Latszik, hogy ebben az algoritmusban a dinamikus programozasi tablazat minden egyes
elemének a kiszamitasahoz csak ugyanazokra a szomszédos elemekre van szikség, mint a
tavolsag/hasonldsag alapu algoritmusok esetében, csupan most a konstans idé alatt médositott
értékeik kozal nem a minimalisat/maximalisat kell kivalasztani, hanem a kapott értékeket
Ossze kell adni.



