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Feladatmegold6 szeminarium, 2008-09 II. félév

Simonovits Miklés / Gy6ri Ervin

2009 Aprilis

A vizsgahoz:

A feladatokat részben kiegészitettem definiciokkal, megoldasi otletekkel,
lehet, hogy a konzultacidig még néhény aprobb csiszolast dtvezetek, tovabbi
kisebb segitséget is begépelek.

Sajtohibak:
A konzultacion az deriilt ki, hogy a kijelolt feladatokban voltak olyan elira-
sok, amelyek zavaroknak bizonyultak. Harom ilyet itt felsorolok:

e A Leibniz sorokra vonatkozo tételnél (12.1. feladat) lemaradt, hogy
a, — 0, igy nem is igaza tétel. (Mutassuk meg, hogy igy nem is igaz.)

e 6.1. feladatban az, hogy f-nek nincs legkisebb periddusa azt jelentette,
hogy van periédusa, de nincs legkisebb. (Beiktattam oda egy segité meg-
jegyzést,)

e A P; extremalis szaméra vonatkozo feladatben (helyteleniil) Py a 3
éli grafot jeloli, én mindig Pj-gyel jel6lom ezt a 4 pontu grafot. A 25.5
feladatban tehat a 3 éld grafrol van szo, és helyesen ez P, lenne, most méar
erre at is javitottam. A helyes szoveg:

Mutassuk meg, hogy

ex(n, Py) < n.

Mutassuk meg, hogy ez (gyakran éles)

Id6épont: péntekenként, 14.15-15.45
Hely: ELTE TTK, Déli témb 0-220

Email cimem: miki@renyi.hu.

Bevezetd a 2. félévhez

Az itt leirtak elsGsorban azoknak szolnak, akik most kezdik a feladatmegoldd
szeminariumot.

A feladatmegoldé szeminarium filozofidja az, hogy kell egy szeminarium,
ahol
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e a matematikabol valogatott fejezeteket, gyongyszemeket targyalunk

e ahol nehéz/fontos feladatokat targyalunk

e ahol valoban lehet arra szamitani, hogy a hallgatok szeretik a matematikat
és szabadidejiikbdl is szivesen aldoznak szép tételek megértésére.

A formatum:

o Megbeszéliink valami elméleti kérdést.

e Megbeszéliink valahanyat a hallgatok altal megoldott, vagy érdekesnek,
de nehéznek tartott feladatokbol, nem teljes részletességgel, hanem annyira
részletesen, hogy az érdekldé hallgato a részleteket atgondolhassa.

e Feladok 1uj feladatokat, feladatsorokat,

Feladatsorok

Akkor alkalmazunk feladatsorokat, ha valamelyik matematikailag fontos tétel
atgondolasat feladatsorokra bontjuk.
[lyenkor el6szor jon a végeél, a tétel, majd az egyes feladatok.

Véletlen bolyongas a matematikidban

Polya torténete

Aktualis ilizenetek: /visszafele

Vizsgaid6pont: méajus 29 4h (du 4 orakor, hogy ez senkinek se {itkoz-
z6n). A pontos helyet a tanulményi osztaly visszajelzése utan irom meg,
valosziniileg a szokott 0-220-as teremben. Itt javitottam a kirakott feladat-
sorozatokon azzal, hogy tovabbi definiciok, otletek, stb kiegészitéssel lattam
el.

Konzultacié: méajus 27, MTA Matematikai Kutat6 Intézet, du 6h,
Redaltanoda u, 13-15, I. emelet. (Astoriatol v. Ferenciek terétsl 5 perc
gyalog, a Kossuth Lajos utcaval parhuzamos utca a Kalvin tér felé.
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Astoria Kossuth Lajos u

A jelen file allando6 valtozasban van. Rendszerint hetente egyszer bévitem
Az 14j dolgokat ide az elejére fogom irni, majd innen bevandorolnak a fel-
adatgyiijtemény megfelel§ alfejezeteibe.

Amikor Lovasz Laszlo megirta kombinatorika feladatgytijtemeényét, [B],
[6] amelyik — szerintem — hasonlé alapelveket kovet, mint a mi szeminériu-
munk, sok kitiing kombinatorikus egyik alapkonyvévé valtozott. Idén ebbdl
is fogunk feladatokat oldogatni, sokkal korabban Fiiredi Zoltan mar tartott
feladatmegold6 szeminariumot belGle. Mivel t6bbszor leszek kiilfoldon, ezt
a részt Gydéri Ervin fogja tartani, olyankor, amikor nem vagyok itthon.

A kombinatorika irant érdekl6déknek érdemes a Lovasz konyvet megven-
niiik, egyébként a mi céljainkra nézhetd/letolthetd az alabbi cimrél:

http://www.tankonyvtar.hu/main.php7objectID=5757769

Ezeket jogi okokbo6l nem volna helyes ide bemésolnom. Néhany fela-
dat persze, mint kozkincs eleve szerepel az alabbiakban.

Gy6ri Ervin a kovetkez6 feladatokat targyalta:
1. Minden G-ben van félélszamu paros (véletlen vagas illetve algoritmus)
2. Haromszogmentes G pérossé tehets n?/16 él elhagyaséaval.
Lovész konyv 10. fejezetbdl 1,2,3,30,31,32,33,35,36(a)



http://www.tankonyvtar.hu/main.php?objectID=5757769
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1. Uj mese

Mikor j6 a Taylor soros generatorfiiggvény és mikor hasznaljuk a
Qn,
ns

alakt generatorfv-t?

e A Taylor soros a konvoluciés rekurziokra jo,

e a Dirichlet sorok pedig a szamelméleti kérdéseknél.
e Hogyan jon ehhez a Moebius fv?

2. Uj feladatok

1.1. Feladat: Adjunk meg olyan fv-t, amelyik differencialhaté [0,1]-ben,
de a derivaltja nem folytonos 0-ban. [

1.2. Feladat: Adjunk meg olyan fv-t, amelyiknek 0 szélsGértékhelye, de a
derivaltja a 0 akarmilyen kis kérnyezetében elGjelet valt. [GO50/4] 2]

1.3. Feladat: Adjunk meg olyan differencialhato f-et [0,1]-ben, amelyikre
f(0) >0, de f nem monoton 0 semelyik kornyezetében sem. [GO51/5] 3

1.4. Feladat: Adjunk meg olyan fiiggvényt, amelyik a [0,1] intervallumon
Riemann—integralhatc’)ﬂ de semelyik részintervalluman nincs primitiv fv-e. (g

[Legyen f az irraciondlis szimokban 0, a (p/q)-ban 1/¢.|

Algebra alaptétele

Ez a rész még egy kicsit tal tomor, még boéviilni fog, csak nem akartam
nagyon halasztgatni a kirakasat.

Vg 1

Definici6 1 (Egész fiiggvények). Eqy f(z) fiigguényt egész fiigguénynek nevezink,

ha minden a € C komplex pontban komplex differencidlhato: létezik a

i 1) = (@)

zZ—a zZ—Qa
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1.5. Feladat: Mutassuk meg, hogy minden polinom egész fiiggvény. [5] <:

Megjegyzés 1. Ez a feladat nem igényel semmi kiilondsebb alaptuddst. Ha
bdrhogy is be tudjuk bizonyitani, hogy a polinomok az egész szamegyenesen
differencidlhatok, az a bizonyitis majdnem biztos, hogy vdltozatlanul dtmegy
az egész komplex sikra. Az eqyik lehetdség a kiovetkezd feladatok megolddsa.

1.6. Feladat: Mutassuk meg, hogy az f(z) = cz+d a sik forgatva nagyitasa
és eltolésa. (6]

1.7. Feladat: Mutassuk meg, hogy f(z) = cz + d fv. az egész sikon
differencialhato. 7]

1.8. Feladat: Mutassuk meg, hogy 2* az egész sikon differencidlhato. s

1.9. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha f és g az egész sikon differencidlhato,
akkor az Osszegiik, szorzatuk is az egész sikon differencialhat6. Mi a helyzet

f/g—vel? [9]

Mult félévben az algebra egyik bizonyitasat a minimum-elv segitségével
adtuk meg. Most egy topologiai bizonyitdsba megyiink bele, azonban ez a
topologiai bizonyitas egy az analitikus fiiggvényekre vonatkozd bizonyitéas
elemibbé tételébdl jon. Elsé menetben vazoljuk az analitikus fiiggvényekre
vonatkoz6 modszert: Rouché tételének bizonyitasat, majd kivessziik bel6le
a komplex szamokat, hogy elemivé tegyiik. Amikor analitikus fliggvényekrdl
beszéliink, itt mindig szoritkozhatunk polinomokra a komplex sikon, illetve,
altalanosabban egész fiiggvényekre,. . .

Definicio6 2.

ﬁ F(Q)de = 1im S £ (G — &),

1.10. Feladat: Mutassuk meg, hogy ¢ 2"dz = 0 n # —1-re. Mi a helyzet
n = —1-re? o]

Definici6 3. Legyen X egy nyilt halmaz C-ben, azaz, a komplez sikon. Jeldlje
N(f,X) az [ figguény 0-helyeinek szamdat az X -ben.

LAz, hogy egy fiiggvény Riemann integralhato, ugyanaz, mint amit az els6 évben egysz-
ertien integralhatonak mondunk. Azért mondjuk Riemann integralhaténal, hogy meg-
kiiloboztessiik a késgbb, a Valos Fiiggvénytanban tanuland6 Lebesgue integralhatosagtol.
Az utobbi a fels6bb matematikaban sokkal jobban hasznalhato.
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Definicié 4. Nevezziink egy nyilt X halmazon megadott f : X — C-t ot
requldrisnak, ha

Bizonyitasvazlat: Mutassuk meg, hogy

NGD) =5 b

'(€)
d
7o)
Mutassuk meg, hogy N(f + Ag, D) folytonos A € [0, 1].

2. Feladatsor: (Algebra alaptétele/Rouché tétele) Rouche tétele: Ha adott
egy I' Jordan gorbe altal hatarolt tartomany, D és két ennek lezarasan folytonos,
beliil regularis fliggvény, f és g, akkor, ha ha I'-n

[F(2)] > lg(2)]

(mindeniitt), akkor
N(f, D)= N(f +g,D).

2.1. Feladat: Miért kell? 1]
2.2. Feladat: Mire j67 Bizonyitsuk be belGle az algebra alaptételét. 2

2.3. Feladat: (Teljes szogelfordulas definicioja)

Adott T" Jordan gorbe és egy P pont a belsejében. Bizonyitando6, hogy:
Ha p(T', P)-nél kisebb atmérgjii részivekre bontjuk I'-t a; pontokkal, akkor
a y ., a;Pa;41Z a tovabbfinomitasoknal mar nem valtozik. Ezt az Gsszeget
nevezziik teljes szogelfordulasnak. [13]

2.4. Feladat: Teljes szogelfordulés és a gyokok.
Mutassuk meg, hogy 2" teljes szogelfordulasa 0-ra 27n. 4]

2.5. Feladat: A teljes szogelfordulas additivitasa: Mutassuk meg, hogy
ha a P(z) a |z] = R korvonalon a 0-t k-szor keriili meg, Q(z) a |z| = R
kérvonalon f-szer, akkor P(2)Q(z) a |z| = R koérvonalon a 0-t k + (-szer
keriili meg. [15]

2.6. Feladat: Bizonyitsuk be Rouche tételét (legalabbis polinomokra) a
teljes szogelfordulas segitségével. [16]
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Mese a bolyongasrol

2.7. Feladat: Mi a valdsziniisége annak, hogy a 2n-edik 1épésben ériink
elGszor vissza a 0-ba? [17]

3. Feladatsor: (Weierstrass féle approximacios tétel) Bizonyitsuk be, hogy
|z| approximalhaté ¢ pontossaggal polinommal a [-1,1] intervallumon.

Alapétlet: y? = 22 pozitiv megoldasat akarjuk kozeliteni, a kozelitést
rekurziora vezetjiik vissza, ahol a rekurziéban polinomok lesznek a kozelitések.
y=1—z2
1 —22+ 2% =2
1
z= 5(22 + (1 —2%)).
z2(z) =1—|z|.

Szuccessziv approx: zo(x) = 1.
(L. Sz6kefalvi [9], p68, ahol Székefalvi azt is leirja, hogy az adott tételnek
van két masik bizonyitasa is. . .)

3.1. Feladat: Newton Approximécié a gyokvonasra [s]
3.2. Feladat: Kobgyokvonas [19]

3.3. Feladat: Matrix invertalas kozelité invertalassal, majd iterativ ap-
proximacioval. [20]

3.4. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha az |z| fiiggvényt tudjuk approximélni
a [—1, 1] zart intervallumon, akkor minden torttvonal-fiiggvényt tudunk ap-
proximalni. [21]

3.5. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha minden szakaszonként lineéris
fiiggvényt tudunk polinommal approximélni, akkor minden [a, b]-n folytonos
fiiggvényt tudunk polinommal approximéalni. [2]

3.6. Feladat: Mutassuk meg, hogy nincs olyan polinom, amelyik a sin z-et
e = 1 pontossaggal approximalja (—oo, co)-n. (23]

2A tordttvonal-fiiggvényt valdjaban folytonos, szakaszonként linearis fiiggvénynek kel-
lene nevezniink: olyan [a,b]-n folytonos fliggvény, amelyre [a,b] véges sok intervallumra
bonthatd tgy, hogy a fiiggvény mindegyiken linearis.
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Ez a feladatsor még befejezetlen: azt, hogy a f(x) = |z| polinommal
approximalhato, még nem bontottuk fel részfeladatokra, csak az alapotletet
fogalmaztuk meg nagyon vézlatosan.

Az alabbi feladatsorhoz sziikségiink lesz egy tételre:

Tétel 1. Ha a D C C tartomdny minden pontjiban w = f(z) komplex
differencidlhatd, akkor minden zy € D pont koril f(z) hatvdnysora konvergdl
minden olyan K korlemezen, amelyik teljesen D-ben van.

4. Feladatsor: ()

Innen tobbnyire a korabbi anyag talalhaté.

Altalaban sok kiilonboz6 feladatot tettem ki, 1atszolag véletlenszeri sorrend-
ben. Ezek koziil néhanyat, kb 10-15-6t megjeldltem, kiemelt figyelemre, a
margon egy szamozott nyillal, mint itt:

Az oldal a szeminarium végéig fejlesztés alatt &ll, a mar elolvasott részei
is valtozhatnak: altalaban bdviilnek.

Az alabbiakban talalhato feladatokbol fogunk kivalasztani néhényat, azok-
rol fogunk beszélgetni most pénteken. Készakarva tobb feladatot teszek ki,
a valosagban mindig csak a feladatok egy részére keriil sor.

Az aldbbi oktatési anyag, nincs tilcsiszolva, pl. elirdsok, magyar ékezetek
sincsenek mindig rendbetéve.

Sét, feltehetGen a feladatokba hibas feladatok is bekeriiltek, nem
készakarva, hanem a figyelmetlenségem miatt!

Abban is nagyon fog még valtozni az anyag, hogy

e bizonyos befejezetlen feladatsorokat még fogunk folytatni, majd befe-
jezni,

e A feladatokhoz adott kiséré szovegek is valtozni fognak, tébbnyire
béviilni,

e néhol nehézségjelzésekkel fogom a feladatokat ellatni,

e ¢és mivel az anyag automatikus szamozéssal van ellatva, automatikusan
at is fog szamozddni: adott fejezetek és feladatok sorszama is valtozhat
még.
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Kiknek szo6lt a szeminarium?

Ez volt mindenesetre a legnehezebb kérdés. (*) A jelentkez6k inhomogén
hallgatosédgot alkotnak, a végére a hallgatosdg homogenizalodik.

Egyszerre hozok konnyebb és nehezebb feladatokat, olyan feladatokat is,
amelyekhez kevés elGismeret kell, és olyanokat is, amelyekhez t&bb kell.

Tartalomjegyzék

[L_Uj mesd 4
2. Uj feladatol 4
3._Geometria 11
K. Halmazelméled 13

L1 Megszamlalhato halmazold . . . . ... .. ... .. ... ... 13
[L2. Bernstein tételd . . . . ... ... 14

E Ticevenecl i5
6 ol Fioavinvall i5
l7._Furcsa fiiggvényekl 16
8. Konvexitad 18
9. Polinomokl 18

[10.Sorozatok konvergenciaja 20
[L0.1. Konvexits fiiggvénycsaladokra . . . . . . . . .. ... .. .. 20

[11.Konvergenciasebesség 22
[12.Leibniz sorok 23
[L3. Taylor sorold 23
[L4. Miiveletek sorokkal 24
[L5. Vegyes feladatok sorokra 24

A i 25
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Témak

Els6sorban analizis

Topologia (Kapcesolodas az analizishez)
Konvexitas

Rendhagy6 geometria

Kombinatorika

.. és masok

4.1. Feladat: S3 A masodik, (*)-gal megjel6lt mondat hibés. [24]

Alapdétlet: Mert nem hallgatosagot, hanem feladatmegoldokat varok a
szeminariumra.

3. Geometria

3.1. Feladat: (Nem trivialis!) Ha a sikon adott végtelen sok pont
és barmely ketts tavolsiga egész szam, akkor ezek egy egyenesen vannak.
Megold: [25]

3.2. Feladat: (Nem trivialis) Megadhato a sikon végtelen sok pont tgy,
hogy ne legyenek egy egyenesen, de barmely ketts tavolsdga racionalis szam
legyen. [26]

Megoldés:

3.3. Feladat: Megadhato a sikon akadrhany pont gy, hogy barmely kettd
tavolsaga egész, de nem adhatd meg végtelen sok. [27]

3.4. Feladat™*: Bizonyitando, hogy egy kor pontjaibol nem szerkeszthetd
meg a kozéppontja csak vonalzoval. (Steinhaus, Matematikai kaleidoszkop)
(Megfogalmazando, mit is jelent pontosan ez a feladat.)

Alapdétlet: Keresendd két kor és egy leképezés koztiik a térben, amelyik
egyenestartd, és a kozéppontot nem viszi a kozéppontba.

4. Feladatsor: () Bizonyitsuk be, hogy egy R sugari n-dimenziés gémb
feliletén megadott m pont konvex burka, K lefedhet6 m darab 1/2 sugard
gombbel. (Elekes.)

4.1. Feladat: Bizonyitsuk be az elébbi allitast 2 dimenziora. [28]

4.2. Feladat: Bizonyitsuk be az elébbi allitast 3 dimenziora. 29]
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Elekes Gyorgy ezzel bizonyitotta, hogy nincs polinomidlis algoritmus a
térfogat approximalasara. (Ezt pontosabban is fogalmazhatnam!) Ezt a
feladatsort az Elekes emlékiilés elott vettem volna, ha nem marad el en-
nyi alkalom. Ott Lovasz Laszlo éppen errél beszélt, ennek a megoldasat
magyarazta el egyebek kozott.

4.3. Feladat: Bizonyitand6, hogy minden szép sikbeli tartomany eltolhato
ugy, hogy annyi rdcspontot tartalmazzon, mint amekkora a teriilete. [30]

Megjegyzés 2. A fenti feladat két szempontbol problémas: nem definidltuk a
racspontokat. Itt rdcsponton olyan (x,y) pontot értink, amelyiknek mindkét
koordindtdja egész szam.

Nem mondtuk meqg azt sem, hogy mit jelent az, hogy szép. Legeqyszeribb
eldszor poligonokkal hatdrolt tartomdnyokra szoritkoznunk, majd dtgondolns,
mennyire dltaldnosithato. Mindenesetre valamit fel kell tenniink, hiszen van-
nak olyan halmazok is, amelyeknek nincs szokdsos teriletik. (Azaz, maga
a terilet is eqy nagyon szemléletes, de problémds fogalom. Milyen teriilet,
kérdezné egy 3-adéves hallgats: Riemann terilet? Lebesque teriilet?)

Maga a feladat a Steinhaus konyvbdl valo.

Ham sandwich theorem From Wikipedia, the free encyclopedia

In measure theory, a branch of mathematics, the ham sandwich theorem,
also called the Stone-Tukey theorem after Arthur H. Stone and John Tukey,
states that given n "objects" in n-dimensional space, it is possible to divide
all of them in half (according to volume) with a single (n — 1)-dimensional
hyperplane. Here the "objects" should be sets of finite measure (or, in fact,
just of finite outer measure) for the notion of "dividing the volume in half"
to make sense.

http://en.wikipedia.org/wiki/Ham_sandwich_theorem

4.4. Feladat: Legyen I' egy sikbeli zart gorbe. Mutassuk meg, hogy van
olyan koré irt minimalis téglalap, amelyik négyzet. [31]

4.5. Feladat: (Ham-sandwich 1) Mutassuk meg, hogy ha adott egy I" kon-
vex sikgorbe, akkor van olyan egyenes, amelyik a keriiletet is, és a teriiletet
is felezi. [32]

4.6. Feladat: (Ham-sandwich 2) Mutassuk meg, hogy ha adott két kon-
vex sikidom, Dy és D, egy P kozos belsé ponttal, akkor van olyan egyenes,
amelyik mindegyik teriiletét megfelezi. [33]

Mely feltételek fontosak az el6z6 két probléméaban?



 http://en.wikipedia.org/wiki/Ham_sandwich_theorem
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4. Halmazelmeélet

5. Feladatsor: () Mutassuk meg, hogy az egységnégyzetnek ugyanannyi pontja
van, mint az egységszakasznak.

5.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy a 0-1 sorozatok ugyanannyian vannak,
mint a bel6liik alkotott péarok. [34]

4.1. Megszamlalhaté halmazok

5.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy a racionalis egyiitthatés polinomok
megszamlalhatdéan sokan vannak: sorozatba rendezhetGek. (35]

5.3. Feladat: Mutassuk meg, hogy a raciondlis torottvonalak: racionalis
végponti intervallumon megadottak, véges sok racionélis pontban tornek és
ott raciondlis az értékiik megszamlalhatoan sokan vannak: sorozatba ren-
dezhetsek. 36]

5.4. Feladat: Mutassuk meg, hogy a racionalis torottvonalak mindeniitt
stirtin vannak C|0, 1]-ben: Minden f a [0, 1]-en folytonos fiiggvényhez és min-
den € > 0-hoz van ilyen I' térottvonal-fiiggvény, hogy

IT(z) — f(z)| <e, ha 2 €]0,1].

[37]

Megjegyzés 3. A legutolso feladat mdr nem halmazelmélet, hanem annak
eqy bizonyitdsi lépése lehet, hogy a zdart intervallumon folytonos fiigguények
metrikus tere, (I. [T def., [TZA Fejezet). ahol a metrika a kilonbség max-
imuma, rendelkezik megszamldlhato mindenditt sirid halmazzal: szepardbilis
metrikus tér.

Definicié 5. Eqgy A végtelen halmaz

(a) limesz superiorja, imsup A az {(a;) : a; € A} sorozatok mazimdlis
hatdrértéke.

(b) limesz inferiorja, liminf A az {(a;) : a; € A} sorozatok minimdlis
hatdrértéke.

5.5. Feladat: Igaz-e, hogy

lim sup a,,b, = (limsup a,) - (limsup b,,)?
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[38]

5.6. Feladat: Tekintsiik a korlatos sorozatokon azt a metrikus teret,
amelyiknél
a:={ay,as,...,apn,...}
és
b= {bl,bg,...,bn,...}
tavolsaga
p(a,b) :=sup |a; — by|.

Mutassuk meg, hogy ez metrikus tér. Mutassuk meg, hogy nem szeparabilis.
Teljes-e? [39]

4.2. Bernstein tétele

Mese: Adott struktirdknak vannak alaptulajdonsagai, és akkor mondjuk,
hogy két megadott struktira koziil az egyik, A kisebb-egyenld, mint a masik,
B ha A beleképezhet6 B egy rész-struktiurajaba 1-1 értelmiien, a tulajdon-
sagok figyelembevételével. Ilyenkor az volna a természetes, ha abbol, hogy
A < Bés B < A kovetkezne, hogy A = B. Ez nem feltétleniil van igy. Alabb
latunk egy esetet, ahol ez igy van, és 2 esetet, ahol az nincs igy.

Mindenesetre, mindig definidlnunk kell a < relaciot, és hogy mikor tekin-
tiink két objektumot egyenlének.

5.7. Feladat: (Konnyt bevezetd) Definidljuk az A haromszoget (harom-
szoglemezt) kisebbnek, mint a B, ha A egybevagosaggal belevihets B-be.
Rendezést kapunk-e? (Tranzitivitas?) Mi a helyzet most a fentiekkel? [40]

5.8. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha A beleképezhets 1-1 értelmd modon
B egy részébe és B beleképezhets 1-1 értelmii modon A egy részébe, akkor
ezek leképezhetGek 1-1 értelmiien egymasra. [41]

Megjegyzés 4. Az eldobbi feladatnak az a tartalma, hogy, ha a halmazelmélet-
ben, a szamossdgokndl A < B és B < A, akkor A = B. A hdromszigekre is
ez dall. Ez nem minden "alaphelyzetben van igy. Erre vonatkozik az aldabbi

2 feladat.

5.9. Feladat: Egy leképezés A és B kozott topologiai ekvivalencia, ha
1-1-értelmi és oda-vissza folytonos. Igaz-e, hogy ha A topologiailag ekvi-
valens (=homeomorf) B egy részével és viszont, akkor A és B egyméssal
topologiailag ekvivalensek. (Keressiink erre konnyti ellenpéldat.) [42]
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5.10. Feladat: Igaz-e, hogy ha egy A végtelen graf beleképezhets 1-
1-értelmtien egy B graf B’ részébe és viszont, B is raképezhets A egy A’
részére akkor A és B kozott van 1-1-értelmii megfeleltetés. [43]

Megjegyzés 5. A homeomorfia-feladatokra az intervallumok ellenpéldat ad-
nak. Miért? A fdk problémdja nem fiiggetlen az intervallumok problémdjdtdal,
hiszen eqy végtelen bindris fan eqy végtelen it kodolhat eqy valos szamot, igy
a fa maga kédolhatja a valds szamok eqy részhalmazdt. (722)

5. Fiiggvények

1.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy nincs olyan P(zx) polinom, amelyik a
[0,00)-en a sin x fiiggvényt allitana eld. [44]

1.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy nincs olyan P(z) polinom, amelyik a
[0,00)-en a sin x fiiggvényt allitana eld. [45]

1.3. Feladat: Mutassuk meg, hogy nincs olyan P(x) polinom, amelyik a
[0, 1]-en a sinz fliggvényt allitana eld. [46]

1.4. Feladat: Mutassuk meg, hogy nincs olyan P(z)/Q(x) racionalis
tortfliggvény, amelyik a [0, 00)-en a sin x fiiggvényt allitana eld. [47]

1.5. Feladat: Mutassuk meg, hogy nincs olyan P(z)/Q(x) raciondlis
tortfiiggvény, amelyik a [0, 1]-en a sin z fiiggvényt allitana eld. (8]

Megoldéas: SZ0/M??

Megjegyzés 1. A fenti megoldds elkeriili a lényeget, kevés fogalommal op-
erdl, viszont elemi. Az igazi megoldds 920/M?7?.

6. Folytonos fiiggvények

6.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy folytonos fiiggvénynek a valos szam-
egyenesen vagy nincs periddusa, vagy van legkisebb peridédusa, vagy konstans.

[49]

Megjegyzés 6. Legyen [ a (—oo,00)-en adott folytonos figguény.

(a) Mutassuk meg, hogy ha nincs legkisebb periddusa, akkor van akdrmi-
lyen kis periodusa.

(b) Mutassuk meg, hogy ha f-nek van két kilonbozd értéke, akkor nem
lehet akarmilyen kis periodusa.

(c) Mutassuk meg, hogy folytonossdg nélkil nem igaz (b).

Vg 3
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6.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy folytonos f(z,y) fliiggvénynek korlatos
zart halmazon van minimuma. 50]

7. Furcsa fiiggvények

Definicié 6 (Korlatossag). Az A halmazon f akkor korldtos, ha van olyan
konstans, K, hogy minden x € A-ra |f(x)| < K.

8. Feladatsor: () (Cauchy egyenlet) Mutassuk meg, hogy ha f folytonos a
(—00, 00)-ben, és

flx+y) = f(x)+ fy) (1)

akkor f linearis: f(x) = cx.
8.1. Feladat: A fenti feltétel mellett f(kz) = kf(x). [51]

8.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy egy f € C(—00,0) és
flkx) =kf(x), és f(lx)="Lf(x) ahol  x#0, ¢é (k) =1
akkor f egyértelmiien meghatarozott. [52]

8.3. Feladat: Adjunk meg olyan fiiggvényt a [0,1]-en, amelyik mindeniitt
végesértéki, de semilyen részintervallumban nem korlatos. (53]

Megjegyzés 2. Van a fenti, in. Cauchy egyenletnek, ({@)-nek nem linedris
(azaz itt nem-folytonos) megolddsa is. Ez a megoldds nagyon vad és a megadd-
sahoz a Kivdlasztdasi Axiomat, vagy ennek valamilyen ekvivalens formdydt,
mondjuk a Zorn lemmadt kell haszndlni. Az eldzd feladat azt mutatja, hogy
vannak nagyon vad fiigguények is. A nagyon vad fligguvények kézott vannak
ezek a furcsa megolddsok.

Definici6é 7 (Folytonossag). ...

8.4. Feladat: Tekintsiik a kdvetkezd fliggvényt:

0 ha z irracionélis

r@={1 pal

q q
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Joldefinialt-e ez a fiiggvény? Javitsuk ki a definiciot. Mutassuk meg, hogy a
fiiggvény ... [54]

8.5. Feladat: Tekintsiik a kovetkez fliggvényt:

0 ha x irraciondlis
() = g haz==Lés(pg) =1,

Mutassuk meg, hogy a fiiggvény eleget tesz a kettével korabbi kovetelményeknek.

[55]

9. Feladatsor: () Lehet-e a trigonometrikus fiiggvényeket fiiggvényegyenlettel
definialni?

Megjegyzés 7. A kérdésre adhatunk tisztdn valds ill. komplex vdlaszt is. Az
alabbiakban mindkettdre kitérink.

Az alabbi feladatokndl kicsit ovatosnak kell lenniink: Azt eqy kicsit el-
mosva fogalmazom, hogy milyen viselkedést tesziink fel a fiigguvényrdl. A valds-
ban az eqyszeriség kedvéert teqyiik fel, hogy az eqész szimegyenesen megadott
folytonos fiigguényekre gondolunk, a komplexben ugyanez az egész komplex
sikon.

9.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy az addiciés formuldk meghatarozzak a
sin z-et és a cos z-et, ha még valahogyan norméljuk is: Tekintsiik a

flx+y) = f(x)g(y) +g(x)f(y) (2)
g(x +y) = g(x)g(y) — f(x)f(y) (3)

fiiggvényegyenletrendszer ( f, g) megoldasait a (—oo, 0o)-n. Milyen norméalast,
extra kikotést adndnk meg, tudunk elképzelni, amelyikkel mar be tudjuk,
hogy a fenti rendszernek csak egy megoldésa van, és arra f(0) =0, g(0) = 1.

[56]

Megjegyzés 8. Vilagos, hogy ha f,g megoldisa a fiigguényegyenletrend-
szerinknek, akkor f(cx),g(cz) is megoldds.

9.2. Feladat: Definidljuk a trigonometrikus fiiggvényeket az addicios for-
mulékkal. [57]

9.3. Feladat: Oldjuk meg az f(x +y) = f(x)f(y) fliggvényegyenletet a
valos egyenesen. (58]

9.4. Feladat: Oldjuk meg az f(x +y) = f(z)f(y) fiiggvényegyenletet a
komplex sikon. [59]

‘ Elsadason volt ‘
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8. Konvexitas

Definici6 8. Egy C' C E" konvezx, ha valahdnyszor tartalmaz két pontot, az
Oket osszekotd szakaszt is tartalmazza.

Sziikséges ismeretek:
Konvex nyilt/zart halmaz. Esetleg szoritkozhatunk konvex (zart) sokszo-
gekre.

8.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy konvex halmazok metszete konvex.
(Rutin) [60]

8.2. Feladat: Pontositsuk az el6z6 feladatot: Mit is kérdeztem? Véges
sok, megszamlalhato, vagy akidrhany konvex halmaz metszetét? Mutassuk
meg, hogy ... darab konvex halmaz metszete konvex. (Rutin) [61]

8.3. Feladat: (Helly tétele) Ha a sikon adott n konvex zart alakzat és
barmely 3 metszete nemiires, akkor a metszetiik nemiires: van olyan pont,
amelyik mindegyikhez hozzatartozik. [62]

8.4. Feladat: (Helly tétele) Ha a sikon adott n konvex zart alakzat és
barmely 3 metszete nemiires, akkor a metszetiik nemiires: van olyan pont,
amelyik mindegyikhez hozzatartozik. [63]

8.5. Feladat: (Helly tétele) Ha az R? d-dimenzids térben (n = 2,3, vagy
akarmi) adott n konvex zart alakzat és barmely d+ 1 metszete nemiires, akkor
a metszetiik nemiires: van olyan pont, amelyik mindegyikhez hozzatartozik.

[64]

8.6. Feladat: (El6készités Young tételéhez): Mekkora az 1 oldalu szabalyos
haromszog koré irt kor sugara? [65]

8.7. Feladat: (Young tétele): Egy sikbeli 1 &tmérGjii ponthalmaz lefedhetd
egy 1/4/3 sugart zart korlemezzel. [66]

9. Polinomok

Sziikséges ismeretek:
Sorozatok konvergenciaja, végtelenhez tartasa

9.1. Feladat: Adott P(z) = a,2" polinomhoz keressiink olyan R-et, (az
egyiitthatok fiiggvényében) amelyikre tudjuk, hogy |z| > R esetén mar nem
lehet gyoke. [67]
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10. Feladatsor: () (Gauss tétele) Ha a P(z) polinomnak a sikon n (kiilonb6z8)
gyoke van, akkor a derivaltja minden gydke ezek konvex burkaba esik.

10.1. Feladat: ElGszor bizonyitsuk be Gauss tételét a valds esetben:
amikor P(x) valés polinomnak n kiilonb6z6 valos gyoke van. [68]

10.2. Feladat: Kell-e az el6z6 feladatban, hogy P(x) valés polinomnak n
csupa kiilonbo6z§ valos gyoke van? [69]
10.3. Feladat: Egy f fiiggvény logaritmikus derivaltja: ff/((;)) (Miért hivjuk
ezt logaritmikus derivaltnak?) Mutassuk meg, hogy a szorzat logaritmikus
derivaltja a logaritmikus derivaltak Gsszege. (7ol

Magyarazat 1. A derivdlt, vagy differencidlhdnyados ugyanaz. Polinomokra
a derivdlt definicidjihoz nincs sziikség analizisre: definialhatjuk formdlisan
igy 18:

P(2) =ag + a1z +a2® + ...+ a,z"
derivdltja

P'(2) = ay +2a2 + ... +na,z" .
10.4. Feladat: Tegyiik fel, hogy

Pz)=(z—a1)(z —as2)...(z — ay,),

(ahol a gyokok kozott lehetnek megegyezdk, azaz, tobbszordsek is). I rjuk fel
a P’/ P logaritmikus derivéaltat a gyokok segitségével [71]

10.5. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha a gyokok mind a felsg félsikban
vannak, akkor a logaritmikus derivalt gyokei is a fels félsikban vannak. 1z

10.6. Feladat: Bizonyitsuk be a feladatsor elején kimondott Gauss tételt.

[73]

11. Feladatsor: () Az algebra alaptételének elemi bizonyitasa

Ismerkedés a polinomok viselkedésével a komplex sikon:

11.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy egy n-edfokii polinom, P(z), alkalmas
A, B konstansokra eleget tesz a

|P(2)| < Alz|" + B
egyenlGtlenségnek. [74]

Alapotlet:
Kissé részletesebben:
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10. Sorozatok konvergenciija

10.1. Konvexitas fiiggvénycsaladokra

Az alabbiak motivaciéja a tébbvaltozés komplex differencidlhaté fiiggvények
elméletébél jon, de megértésiikh6z, megoldasukhoz nem kell elGismeret.

Legyen adott egy D tartoméany, és F legyen ezen értelmezett fliggvények
algebraja: vektortér, amelyik a fliggvényszorzatra is zart.

Definicié 9. Egy K halmaz F-konvex burka azon z pontok halmaza, ame-
lyekre minden f € F-re

|/ (2)| < max[f(z)].

z€D

10.1. Feladat: Az alabb egy kicsit més definiciét adunk meg és bizonyi-
tando, hogy a két definicié ekvivalens. [75]

Definicié 10 (Masodik). Minden f € D-re és ¢ > 0-ra legyen

A(fe) =A{z : [f(2)] < ¢}
Egy K halmaz F-konvex burka azon A(f,c) minden f € F-re

|f(2)] < max|[f(2)].

zeD

Ekkor eqy X halmaz F-konvex burka:

A~

X= () Ao

feF, >0

Megjegyzés 9. Valamit a fenti feladatban kell csindlnunk az iires halmazzal.
Okoz-e ez gondot? Mit csindljunk? Mondjuk, megegyezhetiink, hogy csak a
nem-tireseket tekintjik...??7

10.2. Feladat: Legyen az J,(z) fiiggvények halmaza az adott a € R"-t5l <:
vett tavolsag. Legyen K kompakt: korlatos és zart. Mi lesz K7 [76]

Megjegyzés 10. Mivel a nagyon nagy kérok jol kézelitik o félsikokat, igy
nem meglepd, hogy a fenti feladatra a vdlasz ugyanaz, mintha K-t tartalmazo
felsikok metszetét vennénk: éppen K konvex burka
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10.3. Feladat: Hogyan miikddik a fenti feladat egy nemkorléatos tartomany
lezarasaban, pl. a a jobb félsikban:

D:={z : Rez>0}
-ra? [77]

10.4. Feladat: Mutassuk meg hogy K =K. Mutassuk meg hogy nagyobb
fiiggvénycsaladra a burok nem lehet kisebb. Hogy K D K. (78]

10.5. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha a sikban az 6sszes polinomot
vessziik, akkor a a burok lehet hatarozottan kisebb mint a geometriai konvex
burok. [79]

10.6. Feladat: Jo-e a kovetkezs definicio: K akkor F-konvex, ha K = K?
Mit ad ez a definici6 pl. R%-ben, a z — a alaku fiiggvényekre, ha a tetszéleges
komplex szam? [80]

10.7. Feladat: Jo-e a kovetkez6 definicio: K akkor F-konvex, ha K = K?

[81]

Sziikséges ismeretek:
Sorozatok konvergenciaja, végtelenhez tartisa

11. Feladatsor: () Ismert fiiggvények két polinom kozé szoritasa.

12. Feladatsor: () Monoton a

sorozat?

12.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy
1 n—+ao
n
monoton novekvd, ha a < %, és monoton csokkend, ha a > % [82]

Definicié 11. Azt mondjuk, hogy a, gyorsabban tart végtelenhez, mint b,
ha a,, /b, — oc.

V]
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12.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha adott véges sok végtelenhez tarto
sorozat, akkor van egy olyan, amelyik mindegyiknél gyorsabban tart végte-
lenhez. [83]

12.3. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha adott megszamlalhat6 sok végte-
lenhez tart6 sorozat, akkor van egy olyan, amelyik mindegyiknél gyorsabban
tart végtelenhez. [84]

Megjegyzés 11. Ehhez a feladathoz az dtlos eljardst kell haszndlni: "lépé-
senként konstrudlni” meg az u,, sorozatot, gy, hogy valahonnan, eqy alkalmas
Q(n)-tdl kezdve mdr sokkal nagyobb, mint az elsé n sorozatmegfeleld tagja.

12.4. Feladat: Definidld azt, hogy egy sorozat gyorsabban tart 0-hoz,
mint a masik. [85]

12.5. Feladat: Milyen a kettével megel6z6hoz hasonlo allitas mondhato ki
a 0-hoz tart6 sorozatokra. (6]

12.6. Feladat: Vegyiik az Osszes egész szamokbol 4ll6 monoton novs
sorozatot. Igaz-e, hogy van olyan sorozat, amelyik ezek mindegyikénél gyor-
sabban tart 0-hoz. (7]

11. Konvergenciasebesség

12. Feladatsor: () Mitél irracionalis az e?

Magyarazat 2. A kévetkezd két feladat arrol szol, hogy az irraciondlis szamok
jol approrimadlhatoak reciondlisakkal, mig minden raciondlis o rosszul approz-
imdlhatoak téle kiillonbozd raciondlissal.

12.1. Feladat: Bizonyitando, hogy minden « racionalis szdmhoz létezik
olyan ¢ > 0, hogy ha p/q # « then

c
Lodf>

q

- -«
q

[88]

12.2. Feladat: Bizonyitando, hogy minden « irraciondlis szdmhoz végtelen
sok olyan g létezik, amelyre

[89]

AV
AV
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12. Leibniz sorok

12.1. Feladat: Bizonyitando, hogy ha a,, > 0 monoton csokkend, akkor <:

apg—ay+ay,—as+...+a,...
konvergens, és az
S, i =ap—ay+ay—as+...xa,
szelet (részletosszeg) hibaja az elsé elhagyott tag. [90]
Az ilyen sorokat hivjuk Leibniz soroknak.

Megjegyzés 12. Azt kell észrevenni, hogy az eqymdsutani részletisszegek
eqymdsba skatulydzott, eqyre szikild intervallum-sorozatot alkotnak. Ezeknek
van eqyetlen eqy kozos pontjuk, az a keresett hatarérték.

12.2. Feladat: Mit jelent a fenti tétel a

xn
P

sorra? [91]

13. Taylor sorok
13.1. Feladat: Legyen a, korlatos. Mutassuk meg, hogy <:

sny(z) == Z a,z"

n=1

Cauchy sorozat a |z| < 1 nyilt egységkorlemez minden pontjaban. [92]

Megjegyzés 13. Azokat az f(2) fiiggvényeket tekintjik (a polinomok utdin) a
legegyszeribb fiigguényeknek, amelyikek eqy D tartomdanyon polinomok hatdarértékei,
az alabbi értelemben: a D tartomdny minden K korldtos zdrt részhalmazdn
létezik hozzdajuk olyan polinom-sorozat, P,(z), melyekre

lim max|f(z) — P.(2)] — 0.

n—oo zeK
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14. Miiveletek sorokkal

14.1. Feladat: (Hatvanysorok szorzata, Cauchy szorzat) Mutassuk meg,
hogy ha ¢, := """ ;a;b,—;, akkor

<§: anz"> . (i bnz"> = icnz".
n=0 n=0 n=0

[93]

14.2. Feladat: (Hatvanysorok tagonkénti differencidlhatosaga) Mutassuk

meg, hogy ha
f(z):= chz",
n=0
akkor .
f'(z) = chnz" !
n=0

[94]

Megjegyzés 3. FEz a feladat értelmezést igényel. Lehet ugy értelmezni, hogy
a z € (—a,a) intervallumra gondolunk, de gy is, hogy a |z| < r kérlemezre.

Az utobbi esetben
fI<CL) — lim f(Z) - f((l)
zma 2 — @
llyenkor azt mondjuk hogy az f : C — C fiigguény komplex differencidlhato.
Ha ezt eqy nyilt halmazon tessziik fel, az hihetetleniil erés megkétés: imp-
likdlja a hatvdnysorba fejthetdséget.

15. Vegyes feladatok sorokra

15.1. Feladat: Adjunk meg olyan (szép) fiiggvénysorozatot a [0, 1]-en,

amelyikre
1

1
lim fa() dx#/ lim f,(x)dx.
0 o "

n—00

[95]

Megjegyzés 14. Visszajdtszhato a feladat arra, amikor a fiigguények 0-hoz
tartanak, de az integrdaljaik nem tartanak 0-hoz. Ez muilhat azon, hogy az
adott fligguények nem-negativak, eqyre magasabbra mennek fel eqyre révidebb
részintervallumon a [0, 1]-ben, de azért még 0-hoz tartanak, és az alattuk levd
teriletek még elég nagyok maradnak: nem tartanak 0-hoz.

Vg 10
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16. Altalanositott hatarértékek

17. Feladatsor: () Konvergens sorozatok szamtani kdzepének konvergencigja.

Miért fontos?
Hogyan altalanosithat6?

17.1. Feladat: Legyenek az (a,) sorozat szamtani kozepei a b,-ek ezek
szamtani kozepei a c¢,-ek:
1 n 1 n
b, == — ; ¢ = — ;.
n - Z a; és Cn - Z b;
i=1 i=1
Lehetséges-e, hogy ¢, konvergens, de b, nem konvergens? Lehetséges-e, hogy
¢, konvergens, de b, nem konvergens, ha még azt is feltessziik, hogy a, > 07

[96]

Megjegyzés 15. Itt arrol van szo, hogy az osszcilldicio ellene hat a konver-
gencianak, az dtlagolds eqy oszcilldlo sorozatot kisimit, de taldn eqy kisimitds
nem elég erds, kettd mdr konvergenssé teszi, de eqy dtlagoldas még nem. Probal-
kozzunk az alabbi sorozatokkal:
a, = (—=1)"; a, = (=1)"/n; a, = (—1)"n;
a, = (—=1)"ny/n;  a, = (—1)"n%;  a,=(—1)"n
a, = (—=1)"3";
Miért fontos?
Hogyan altalanosithat6?

17. Fiiggvénysorozatok konvergenciija

Definici6 12. f,(z) egyenletesen konvergdl az A halmazon f(z)-hez, ha min-
den € > 0-hoz megadhatd olyan ny(e), hogy n > ng esetén | f,(2) — f(2)] < e.

Magyarazat 3. Az egyenletes konvergencidval szemben dll a pontonkénti
konvergencia: f,(z) pontonként konvergdl az A halmazon f(z)-hez, ha min-
den z € A-ra és € > 0-hoz megadhatd olyan ny(e, z), hogy n > ny(e, z) esetén
[ful2) = f(2)| <e.

A kiilonbség lényege tehdt, hogy az no(e) az egyenletes konvergencidaban
nem fiigg a helytdl: z-tdl.

17.1. Feladat: Adjunk meg olyan fiiggvénysort, amelyik [0, 1]-en konver-
gens, de nem egyenletesen konvergens. [97]

Vg 11



Simonovits: Feladatmegoldé szeminarium,  [2009. majus 28.| 26

18. Hatvanysorok

18.1. Feladat: Adjunk meg olyan hatvanysort, amelyik konvergens az <—| Vizsga: 12
egységkorlemezen, egyenletesen konvergens, de nem konvergal sehol az egység-

koron kivil. [98]

18.2. Feladat: (Segitség az el6z6 feladathoz:) Vizsgaljuk meg azt a
hatvanysort, Y a,z"-et, ahol ha n # k!, akkor a, = 0, ha n = k!, akkor
ap = 75
2 6,24 120
f(2)21+2—2+?+?+?+...

19. Feladatsor: () (Hadamard formula) Mutassuk meg, hogy, a > a,z"
fuggvénysor egy korlemez belsejében konvergal, a kiilsejében divergal. Arrdl,
hogy a hataron mit tesz, nehéz barmit mondani. [99]

19.3. Feladat: Mutassuk meg, hogy, a > a,2" fiiggvénysor, ha konvergal
zp-ban, akkor egyenletesen abszolut konvergens a |z| < |z9| — € kirlemezben
(minden ¢ > 0-ra). [100]

19.4. Feladat: [1o1]

20. Feladatsor: () (Abel szummacid)

19. Topologia

19.1. Metrikus terek

Definici6 13. Az M halmazt eqy p(x,y) kétvdaltozds tavolsagfiggvénnyel (metrikd-
val) metrikus térnek nevezzik, ha a kivetkezd teljesiil:

1. p(z,y) > 0.

2. p(x,y) =0 akkor és csak akkor, ha v =y.

3. [Hdromszogegyenldtlenség] Minden x,y,z € M-ra

p(z,y) +ply, z) < p(z, 2).

Egy metrikus teret M = (M, p) alakban adunk meg: megadjuk a hal-
mazt, pontjainak halmazat, és megadjuk a metrikat.
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Megjegyzés 16 (Egy fontos példa). Az aldbbiakban egy olyan feladatsort
konstrudlok, amelyik a matematika eqy nagyon fontos dllitdsdat dolgozza fel.
Az dllitas rengeteg fogalmat tartalmaz, megfogalmazom, de MOST még ezt
nem kell megérteni. Allitds

Kompakt tereken a folytonos fligguények eqy teljes metrikus teret alkot-
nak. Ezen belil a Cla,b]-n, azaz, a korldtos zdrt intervallumokon folytonos
fiigguények eqy szepardbilis metrikus teret alkotnak.

Most felejtsiik el a fent megfogalmazott legdltaldnosabb formadt, csak az
utolso mondatra koncentrdlunk.

Késobb mindezeket tanuljuk, és itt nem az a cél, hogy eqy fontos témdt
kordabbra hozzunk, hanem az, hogy azt feladatsorban dolgozva fel, technikdt
szerezzunk.

Néhény definiciora lesz sziikségiink:

Definicié 14 (Metrika a folytonos fiiggvények terén). Legyen K = [a,b].
Ekkor

p(f,9) = max|f(z) - g(x)|. (4)

19.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy Cfa,b] metrikus a (Hl) tavolsaggal.

[102]

Definici6é 15 (Teljesség). Eqgy (M, p) metrikus tér akkor teljes ha teljesil rd
a Cauchy féle konvergencia-kritérium: benne minden Cauchy sorozat konver-
gens.

19.2. Feladat: Gondoljuk at, mit jelent a fenti feladat: mit jelent a Cauchy
sorozat, és mit jelent a konvergencia egy metrikus térben. [103]

Definici6 16 (Szeparabilitas). Egy (M, p) metrikus tér akkor szepardbilis,
ha van benne egy (x,) sorozat, amelyikre minden a € M-re van (x,)-nek
a-hoz konvergdlo részsorozata.

20. Feladatsor: () C|a,b]-n, azaz, a korlatos zart intervallumokon folytonos
fuggvények egy szeparabilis metrikus teret alkotnak.
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19.2. Hilbert terek

Definicié 17 (Metrikus tér). Egy X halmaz parjain megadott p(x,y) kétvdl-
tozos fligguény metrika és az X halmaz ezzel a metrikdval ,metrikus tér”, ha
(a) Minden z,y € X, esetén p(z,y) = p(y, z);
(b) minden z,y € X, x # y esetén p(z,y) > 0, viszont p(z,z) = 0;
(c) minden x,y, z € X -re teljesil a hdromszog egyenldtlenség:

pz,z) < p(z,y) + p(y, 2).

Az n-dimenzios euklideszi tér elemei a valos szam n-esek:

a=(ay,...,a,) (5)
Tavolsag:
p(a,b)? = (a; — b)) (6)
i=1
20.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy ez metrikus tér. [104]

Az euklideszi terek természetes kiterjesztése f5: az tn. “kis-f-kettd” tér:
elemei a konvergens sorozatok koziil azok, amelyeknek még a négyzetosszegei

is konvergalnak:
o

Z a? < 0o (7)
i=1
Tavolsag:
plab)? = 3 (a — ) ®)
i=1
20.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy ez metrikus tér. [105]

20.3. Feladat: Mutassuk meg, hogy ez a metrikus tér tartalmazza az
Osszes véges dimenzids euklideszi teret. [106]

19.3. Siktopolégia

Tétel 2 (Jordan gorbetétel poligonokra). Ha a sikbdl elhagyunk eqy zdrt
poligont, két tartomdny keletkezik, melyek kézil az eqyik korldtos, eqyszeresen
osszefiiggd.

21. Feladatsor: () Bizonyitsuk be Jordan gorbetételét poligonokra.

|V

(Vi 1]
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Magyarazat 4. A fenti dllitas olyan eqyszeri, hogy mdr azt is nehéz megérteni,
miért kell bizonyitani. Az egyetem 3. évében természetes bizonyitani. Most
feladatsorban dolgozzuk fel.

21.1. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy egy nyilt poligon nem vagja ketté a
sikot. [107]

21.2. Feladat: Legyen P egy zart poligon, és x egy rajta kiviil levé pont.
Jelolje b(z, P) az x-en dtmend félegyenes P-vel vald metszésszamanak par-
itasat (ahol feltessziik, hogy a félegyenes nem tartalmazza P egy szakaszat).
Mutassuk meg, hogy ez a paritds nem fiigg a félegyenes valasztasatol. s

20. Kis halmazok

20.1. Feladat: (Baire tétele) Mutassuk meg, hogy ha a [0,1] intervallumot
lefedjiik megszamlélhato sok zart halmazzal,

0.1 cJF,

akkor valamelyik F; tartalmaz egy kis nyilt («, 3) intervallumot. [100]

20.2. Feladat: (Baire tétele) Igaz marad-e az el6z6 feladat allitasa, ha a
zartsagot nem tessziik fel? [110]

21. Vegyes feladatok
21.1. Feladat: Jelolje {x} x tortrészét (v = = — [x]). Mutassuk meg, hogy <=| Vizsga: 15

ha « irracionalis, akkor a {na} szamok mindeniitt stirtin vannak a [0,1]-ben.

[111]

22. Feladatsor: () Mutassuk meg, hogy a 15-6s szadmjatékban a helyzetek
két olyan osztalyba oszthaték, ahol az egyik csoportbél korrekt tologatassal nem
juthatunk el a masikba. Megoldas: S271/ M3

[s][s][7][e]
[7][][3] [2][20][2][z2]
[2][2][ 6](29
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22. Grafelmélet

22.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy hogy ha G-ben azt a kettévagast
vessziik, amelyikre a legtobb él megy keresztbe, akkor legalabb az élek fele
keresztbe megy. [112]

23. Feladatsor: () Mutassuk meg, hogy hogy ha A egy d-regularis graf
adjacencia-matrixa, akkor a legnagyobb (abszolutértékii) sajatértéke d, és ez
akkor és csak akkor egyszeres, ha a graf osszefiiggs.

23.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha A egy d-regularis graf adjacencia-
matrixa, akkor 1 = (1,1,...,1) sajatvektor. [13]

23.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha A egy d-regularis graf adjacencia-
matrixa, akkor a legnagyobb (abszolutértéki) sajatértéke d. [114]

23.3. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha A egy d-regularis G graf adjacencia-
méatrixa, akkor a legnagyobb (abszolutértéki) sajatértéke d, és ehhez sajatérték
minden olyan 0-1 vektor, amelyik egyik értéke minden komponensen kon-
stans. [115]

23.4. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha A egy d-regularis graf adjacencia-
matrixa, akkor a d sajatérték multiplicitasa megegyezik a komponensek szama-
val. [116]

22.1. Extremalis grafelmélet

Definicio 18. Az aldbbiakban G, mindig eqy n csicsi eqyszerd grdf: nin-
csenek benne hurok-élek és tobbszoros élek. Ha adott eqy L grdaf, akkor

ex(n, L) := max{e(G,) : LZ Gy, }

azaz, az L-hez és n-hez tartozo extrém szam a lehetd legnagyobb élszdm egy
L-et nem tartalmazo grafban.

23.5. Feladat: Mutassuk meg, hogy
ex(n, Py) <n.
Mutassuk meg, hogy ez (gyakran éles) [117]

23.6. Feladat: Talaljunk egyszerii formulat

|V 19

[V 1
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Y (dw) +d(v))

weF(G)

-re. [118]

Megjegyzés 17. Ez a fokok négyzetisszege. Miért?

23.7. Feladat: Az el6z6 feladat alapjan mutassuk meg, hogy G-ben van két
olyan éllel 6sszekotott csiics, amelyek fokosszege az atlagfokszamnak legalabb
kétszerese. [119]

Definicio 19. Adott L grdfosztaly esetén

ex(n,L) = max e(Gy)
ha LEnL:

Nevezziink egy kort egy atloval teta-grafnak (mert hasonlit a gorog ©-ra).

23.8. Feladat: Legyen Lr a teta-grafok halmaza: ezek a korok egy atloval.
Bizonyitando, hogy

ex(n, L) < g(n —1).

[120]

23. Véletlen grafok

23.1. Feladat: Minden G, grathoz hozzarendelhetjiik az
e(Gh)
()
élsiirtiséget. Mutassuk meg, hogy a GG, k-szogponti részgrafjai élstiriiségeinek
atlaga éppen G,,. [121]

23.2. Feladat: Legyen n paros. Mutassuk meg, hogy van G,-nek olyan
péros részgrafja, amelyik az éleknek legalabb a felét tartalmazza és két n/2
méret szinosztallyal rendelkezik. [122]

23.3. Feladat: Majdnem minden grafban a legnagyobb teljes részgraf
kisebb (2 + ¢)log, n-nél. Es persze, a legnagyobb iires részgraf is kisebb
(2 + 6) 10g2 n-nél. [123]

23.4. Feladat: Mutassuk meg, hogy majdnem minden G,-ben nlogn éllel
van C7. Hogyan élesithetd és altalanosithato. [124]

[V 0

(Vg 2]
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23.1. A Ramsey probléma
24. Kombinatorika

24.1. Mikor és miért hasznalunk generatorfiiggvényt?

23.5. Feladat:  Szamitsuk ki a Generatorfiiggvény/Generatorpolinom
segitségeével a Y ) k(})-et. [125]

25. Vegyes megjegyzések

| Mi az a "The Scottish Book?]

Nehéz megfogalmazni, miért, de érdemes kicsit beleolvasni az alabbi fel-
jegyzésbe, a Skot konyvrsl. Lvovban, (vagy ami ugyanaz, Lemberghen) volt
egy Skot kavéhaz, és a ma mar nagyon hires matematikusok gyakran itt
talalkoztak. Gyakran adtak fel egymésnak érdekes kérdéseket, és a megolda-
sokra kisebb (alkohol) jutalmat is kittiztek.

Hogy miért érdekes ebbe a Skot Problémakdnyvbe ma is beleolvasni?
Mert, jol tiikrozi, hogy akkor mivel foglalkoztak a Funkcionalanalizis és topolo-
gia bizonyos vezetd alakjai.

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/“history/HistTopics/Scottish_Book.html

http://en.wikipedia.org/wiki/Scottish_Café

St Andrews Matematika-torténeti feljegyzések
Ha az interneten matematika-torténeti adatokra vadaszunk, gyakran botlunk
egy angol egyetem, a St Andrews home-page-ere, az itt talalhato érdekes
matematikatorténeti cikkekre.
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/$\mathaccent"707E\relax{ ~ }$history/Indexes/HistoryTopics.html

Riemann féle ( fv.

e Hol olvashatunk réla?
http://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_zeta_function

o Miért vettiik el6? Mert az egyik legfontosabb nyitott kérdés ra vonatkozik:
a Riemann sejtés, amelyik azt mondja ki, hogy a ((s) ,nem-trivialis" gyokei
aRe s = % egyenesen vannak.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/Scottish_Book.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Scottish_Caf�
 http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/$\mathaccent "707E\relax {~}$history/Indexes/HistoryTopics.html
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26. Feladatsor: () Mutassuk meg, hogy

konvergens, ha Re s > 1.

26.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha a, \, 0 és > b, konvergens, akkor
> anb, is konvergens. [126]

26.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy

flx):=) —

konvergens, ha = > 1. [127]

(Valoban, alkalmazhato az el6z6 feladat. )
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26. Megoldasok

26.1. Vazlatok az 4j feladatokhoz

Javaslat a ... feladathoz:
Legyen s, := Zzgn b;. Ekkor s, — s. Az egyszeriiség kedvéért a korrek-
cios tagokbol az elejét elhagyjuk, a végén majd fellép az

M, = api1S, — apSp_1 — 0.

Tegyiik fel, hogy |M,| < M és |s,| < S*. Abel atrendezéssel:

Z aibizzal(l_sl 1 M _'_ZSZ Z_al+1

m<i<n i<n i<n

Mn — Mm(?) + Z s(ai — ai-i—l) + Z (Si — s)(ai — ai—f—l) — 0.

m<i<n m<i<n
Ugyanis a végeén levs tagok: a,s, —a,s,_1 illetve a, s, — ani15,, tehat itt

M, = ap41S, — QpSp_1.

26.2. Aszimptotikak
Megoldas 1

Sziikségiink lenne a kdvetkezére: Ha x > 0, akkor

2 3

¥ x
log(l+z) = (2 -5 +F% )| <
og(1+x) (x 5 T 3) 1
Logaritmizaljunk
1 1 1 1 1 1
b,: = logh, = Nlog(1l + =) ~ - - 4=
og (n+ 2) og(1 + n) <n—|— 2) <n 52 T 3n3)
S I P
N on  3n®  2n  4An2 T 12n2°

26.3. Geometria
Megoldas 2.

Vegyiink ki 3 pontot, melyek nincsenek egy egyenesen: A, B,C-t. Az
Osszes tobbi az AB tengelyii véges sok hiperbolaiven van és véges sok AC
tengelytin is. I gy csak véges sok ilyen pont lehet.
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27. Figgvények

27.1. Vegyes feladatok
Megoldas 3 (15).

Teritsiik ki a 4 x 4-es tablat:

16 (8][4 ][8][a2laol[5 (6 asll o] 7][ad[2d

Ha az iires helyre beirjuk a 16-ot, egy permutacié minden pozicié. Minden

permutaciora jellemzé az inverziészama: Hényszor van két elem forditott
sorrendben, mint kellene. Ezen inverzi6szam paritasa a pozicidé paritasa.

Mutassuk meg, hogy a paritas a jaték alatt nem valtozik: INVARIANS
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