Vektor értékii normalis eloszlast valészintiségi valtozok és
Wishart matrixok.

E jegyzet témadja a Bolla-Kramli konyv 6todik fejezete, amely a tobbvaltozos
normalis eloszlasokkal kapcsolatos statisztikai problémékkal foglalkozik. E
problémak szorosan kapcsolédnak az ugynevezett Wishart matrixokhoz. A
konyvben kidolgozott bizonyitasok sok technikai részletét elhagyom, elsosor-
ban arra koncentralok, hogy a bizonyitasok hatterét, és azokat a részleteit
magyarazzam el, amelyek részletesebb kifejtést érdemelnek.

Eloszor felidézek néhany olyan eredményt a vektor értékli normalis elosz-
lasokrol és a linearis algebrabdl, amelyeket hasznalni fogunk.

Egy normalis eloszlasu véletlen vektor eloszlasat meghatarozza varhato
érték vektora és kovarianciamatrixa. A kovarianciamatrix mindig pozitiv
szemidefinit, és akkor és csak akkor van egy normalis eloszlasu véletlen vek-
tornak stirtiségfiiggvénye, ha a kovarianciamatrixa szigorian pozitiv definit,
vagy ami ezzel ekvivalens, invertalhaté. Ebben a jegyzetben csak invertalha-
t6 kovarianciamatrixi normalis eloszlast véletlen vektorokkal fogunk foglal-
kozni. Emlékeztetek arra is, hogy ha egy normaélis eloszlasi véletlen vektor
koordinatai korrelalatlanok, akkor fiiggetlenek is. (Ennél valamivel élesebb
allitas is igaz, amely a koordinatak részhalmazai altal indexelt vektorokra
allitja ugyanezt.) Ugyancsak felidézem azt a tényt, hogy ha egy normalis
eloszlasu véletlen vektort megszorzunk egy matrixszal, akkor megint normaélis
eloszlasu véletlen vektort kapunk. Ez akkor is igaz, ha téglalap alakt matrix-
szal szorzunk. Egyébként a konyvhoz hasonléan N,(m, C)-vel fogjuk jeldlni
a p dimenziés normalis eloszlast m varhaté érték vektorral és C kovarian-
cilamatrixszal.

Alkalmazkodva a konyv jeloléséhez ebben a jegyzetben oszlopvektorokkal
fogok dolgozni. A matrixokkal kapcsolatban el6szor azt az eredményt idézem
fel, hogy egy A szimmetrikus matrixnak van igynevezett spektrél felbontasa,
azaz A = UTAU alaku eléallitdsa, ahol A diagonalis U pedig ortogonélis
matrix. A A diagonalis matrixban az A matrix sajatértékei, az U ortogonalis
matrixban pedig az A méatrix hozzajuk tartozé 1 norméaju sajatvektorai van-
nak.

Felmeril a kérdés, hogy mennyire egyértelmii szimmetrikus matrixok
spektralfelbontdsa. A A matrix egyértelmiien meghatarozott, eltekintve a
matrix diagondlisdban levé A, sajatértékek sorrendjétél. Ezt rogzithetjik
példaul dgy, hogy a sajatértékeket monoton csckkend sorrendben soroljuk
fel a diagondlisban. Ha a sajatértékek kozott vannak megegyezoek, akkor



az U ortogondlis matrix megadasa nem egyértelmii. Ha az Osszes sajatérték
kiilonb6zo, akkor az U matrix el6éallitasa lényegében egyértelmii. Annyi sza-
badsagunk van, hogy a benne szereplo sajatvektorokat beszorozhatjuk =+1-
gyel.

Fogunk dolgozni métrixok nyomaval (trace). Egy négyzetes, nem feltét-
lentil szimmetrikus A métrixnak definidljuk a nyomat, amit gy jeloliink,
hogy tr A. Ez egyenlé a matrix diagonalisaban levé elemek Osszegével. Egy
matrixok nyomardl szolé fontos azonossag az, hogy matrixok szorzatanak a
nyoma nem valtozik, ha a a matrixokat ciklikusan eltoljuk, azaz ha adva van
n darab Ay, ... A, matrix, akkor

tr(AAy - Ay) = tr (ApAsss - ApA; - Ay

minden k£ = 1,...,n indexre. Ebben az azonossagban téglalap alakd matri-
xok is szerepelhetnek, az egyetlen megkotés az, hogy a matrixok mérete olyan,
hogy a szorzatuknak van értelme, és az Osszes matrix szorzata négyzet alaku
métrix. Tehat az A; métrix mérete N; x N1, 1 < j < n, é N,y = Ny

A fenti azonossag egyik kovetkezménye az, hogy szimmetrikus matrix
nyoma megegyezik a sajatértékei osszegével, mert véve egy A szimmetrikus
matrix spektralfelbontasat azt kapjuk, hogy

tr A = tr (UTAU) = tr (UUTA) = tr A.

Felidézek még néhany eredményt (négyzetes) matrixok determindnsarél
is. A konyv jelolését kovetve egy A matrix determindnsat gy fogom jelolni,
hogy |A|. Egy fontos azonossig az, hogy |AB| = |A||B|. Ezenkiviil |I| = 1,
ahol I az identitds matrix, és |[AT| = |A|. Innen |[U| = %1 egy ortogonalis
métrixra, mert |U]? = [UU?| = [I| = 1. Egy A szimmetrikus métrixra
A = UTAU spektralfelbontdssal |A| = |A] = A;---\,, ahol \;, 1 < j <n,
az A matrix sajatértékei.

Legyen adva egy A = (a;;), 1 <1,j < n, n X n méretli matrix. Vezessik
be a konyv jeloléséhez hasonléan az A matrix adj (A) adjungaltjit, amit agy
definidlunk, hogy adj (A) = ((—1)"*7]A,]), 1 < 4,5 < n, ahol |A, ;| annak
az (n —1) x (n — 1) méretil métrixnak a determindnsa, amelyet gy kapunk,
hogy az A matrixnak elhagyjuk az i-edik sorat és j-edik oszlopat. Ismeretes,
hogy

Al =Y a;;(~1)")|A;;| mindeni=1,...,n indexre. (1)
=1



Ezenkiviil .
0=3 ai;(=1)" Ay hai#i.
=1

Innen nem nehéz belatni, hogy

Afl_i

= ’A|adj (A).

Tekintsiik az |A| determindnst, mint n? valtozds fiiggvényt a; ;, 1 < 4,5 <

n, argumentumokkal. Sziikséglink lesz a kovetkezo eredményre is.
OlA| _
Oaij
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Ez az azonossdg egyszerlien kovetkezik az (1) formulabdl.

Hasznélni fogjuk azt a tényt is, hogy ha C pozitiv szemidefinit matrix,
akkor létezik olyan (egyértelmiien meghatarozott) pozitiv szemidefinit C'/2
métrix, amelyre (C¥/2)? = C. Adva egy X A, (m, C) eloszlasi p-dimenzi6s
véletlen vektor invertalhaté C métrixszal, definidljuk az Y = (CY/2)"}(X —
m) véletlen vektort. Ez az Y vektor N, (0,I), azaz standard normélis eloszla-
stu. Ezt felhasznalva nem nehéz beldtni a az 5. fejezet alabb megfogalmazott
1.3 Tételét.

1.3 Tétel. Ha X N,(m,C) eloszldsi véletlen vektor, és C invertdlhatd
mdtriz, akkor az (X —m)TC~H(X —m) valdsziniiségi vdltozd eloszldsa x*(p).

Meg akarjuk talalni az egydimenzids normalis eloszlasok statisztikai vizs-
galataban hasznalt eredmények tobbdimenziés megfelel6it. Az egyik fontos
egydimenziés eredmény a kovetkezo. Legyenek X1, ..., X, fiiggetlen norma-
lis eloszlasi valészintiségi valtozék m varhaté értékkel és o2 szérasnégyzet-
tel. Ekkor az X = %Z;;l X, atlag és % = ﬁ i (X — X)? empirikus
szérasnégyzet fliggetlen valdszintiségi valtozok, @(X —m) standard norm4-
lis, U—SZ pedig x?(n — 1) eloszldst valdszintiségi valtozo.

Ezen eredmény tobbdimenziés megfeleldjében fiiggetlen N,(m, C) elosz-
lasu Xy, ..., X, véletlen vektorokat tekintiink. Segitségiikkel definidljuk az

i X, (2)



véletlen vektort és

(X5 = X)(X; = X)" (3)

1

S:

n
]:
véletlen matrixot, és meg akarjuk hatdrozni ezek egyiittes eloszlasat. Az
egyiittes eloszlas megadasaban megjelennek a Wishart matrixok. Ezek el-

oszlésai veszik at a x? eloszldsok szerepét a tobbvaltozds eredményekben.

Wishart matrix definicidja. A p X p méreti véletlen mdtrizot p dimenzids
n szabadsdagfokid Wishart matriznak nevezink C (mdtriz)paraméterrel, ha az
el6dll W = XX alakban, ahol X olyan p x n méretd véletlen mdtriz, amely-
nek oszlopai figgetlen N,(0,C) véletlen vektorok. E W wektor eloszldsdt
p-dimenzios n szabadsdagfoki Wishart eloszldsnak hivjuk C paraméterrel, €és
ugy gelolyik, hogy W,(n,C). A W,(n,L,) eloszldst, ahol I, a p-dimenzics
identitas matrix p-dimenzids n szabadsagfoki standard Wishart eloszlasnak
nevezzuk.

Megjegyzés. Ha egy Wishart matrix W = XX alakban van megadva, ahol
X =(Xy,...,X,), és Xy,..., X, fiiggetlen N,(0,C) eloszlast véletlen vek-
torok, akkor W felirhat6 W = 37 | X; X7 alakban is. E képlet alapjdn
tekinthetjiik a Wishart eloszldsokat a x?(-) eloszldsok természetes tobbdi-
menzids altalanositasainak.

Nem nehéz az 1.3 Tételhez hasonléan belatni a kovetkezo a konyv 5.
fejezetének 4.1 tételében megfogalmazott eredményt.

4.1 Tétel. Legyen a C mdtriz szigoruan pozitiv definit. FEgy W véletlen
mdtriz eloszldsa akkor és csak akkor W,(0,C), ha C™V2*WC™'/? closzldsa
W,(0,1,).

Az alabbi a konyv 5. fejezet 4.3 tétele tartalmazza az elobb emlitett egy
dimenziods allitas tobbdimenzios megfelel6jét.

4.3 Tétel. Legyenck X, ....X,, figgetlen véletlen vektomki/\/'p(m, C) elosz-
lassal, és definidljuk segitségiikkel a (2) képletben szerepldé X véletlen vektort
és a (3) képletben szerepld S véletlen mdtrizot. Az aldbbi dllitdsok érvényesek.

(1) X N, (m, %C) eloszldsu véletlen vektor.
(2) S W,(n —1,C) eloszldsi véletlen matrix.

(3) X és S fiiggetlenek eqymdstdl.



A 4.3 tétel bizonyitasa hasonlé az egydimenzids esethez. Egy olyan n xn
méretli ortogondlis Q matrixot vesziink amelynek utolsé sora az (ﬁ, cee ﬁ)
vektor, és tekintjikk az (Yi,...,Y,)T = Q(Xy,...,X,)T véletlen matrixot.
E véletlen matrix Yq,...,Y, oszlopvektorainak a tulajdonsigait vizsgaljuk.
El6szor meghatarozzuk e vektorok eloszlasait.

Némi szamolds mutatja, hogy az Y, ...,Y, vektorok fiiggetlen normalis
eloszlasu véletlen vektorok C kovarianciamatrixszal, a varhato értékiikre
pedig teljesiil az EY; = 0, ha j # n, és EY, = \/nm azonossig. Ezen
allitasok igazolasaban felhasznaljuk, hogy a normalis eloszlasu vektorok tu-
lajdonsagai miatt elég ellendrizni a korrelalatlansédgot a fiiggetlenség bizonyi-
tasahoz. Azokat a konybben megtalalhato szamolasokat kell elvégezni, ame-
lyek szerint E(Y; — EY,)(Y; — EY;)" =C, E(Y; - EY,) (Y, - EY;)T =0,
hai#j, EY;=0,hal<i<n-1, EY, =/nm.

Tovabba, Y, = /nX, és S = Z;‘:—f YjYJT. Az utébbi allitas azért igaz,

mert
YYD = (Yo, Y (Y Y)T
j=1

= (X,...,X)Q"Q(X4,..., X,)"
- (X X)X X = XX

J
j=1

Innen
n—1 n n
YYD = Y XIXT-Y, Y =) XIXT - nXXT
j=1 j=1 j=1
= > (X;-X)(X] —X") =s.

j=1
A fenti relaciok segitségével nem nehéz belatni a 4.3 tételt.

Ezutan a konyv a varhaté érték és a kovarianciamatrix maximum likeli-
hood becslését hatarozza meg. Azt a feladatot vizsgalja, hogy adva egy
(Xy,...,X,) minta N,(m, C) eloszldssal hogyan szdmoljuk ki az m vérhaté
érték vektor és C kovarianciamatrix maximum likelihood becslését, ha mind-
kettd ismeretlen. A kovetkezo eredményt bizonyitja be.

5.1 Tétel. Legyenek Xy,...,X, figgetlen N,(m,C) eloszlisi véletlen
vektorok. Tegyiik fel, hogy a C mdtrix szigoruan pozitiv definit, ésn > p. Az
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ismeretlen m vdarhato érték vektor és C kovarianciamdtriz maximum likeli-
hood becslése e minta alapjdan

1
m=X, é C=-8,
n

ahol X a (2) és'S a (3) képletben van definidlva.

E tétel bizonyitasanak csak a vazlatat ismertetem.
Elsé 1épésben felirjuk a N,(m, C) eloszlési (X4, ...,X,) minta

fm,C(Xla"'7Xn)a X] S Rp7 ]- S j S n,

strtségfiiggvényét szamunkra alkalmasabb alakban. A sturtségfiiggvény ere-
deti alakja

fm,C(Xla c. ,Xn> = W]WGXP {—; Z(X] — m)TC*I(Xj — m)}

j=1
(4)
Belatjuk, hogy ez
1
Ry ICT ®)

exp {—;tr (C_IS)} exp {—;n(X —m)'C (X — m)}

fm,C(Xla cee 7Xn> -

alakban irhaté. Ez kovetkezik az aldbbi szamolasbél.

= itr (X; - X)"C(X; — X) + n(X —m)"C™ (X — m)
SO (X, — X)X, X+ (X - m) O (X — m)

=trC 'S+ n(X —m)"C(X — m).
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Megjegyzem, hogy a stirtiségfiiggvényt ebben a képletben a X véletlen vektor
és S véletlen matrix altal alkotott elégséges statisztika segitségével fejeztiik
ki.

A (5) formula segitségével nem nehéz beldtni, hogy az m varhaté érték
maximum likelihood becslése a m = X kifejezés. Ez nem fiigg a C métrix
értékétol. Ezt a kifejezést behelyettesitjiik a striiségfiiggvénybe, és a ma-
ximum likelihood becslésben ennek a maximuméat keressitk a C~! matrix
koordinatainak a fiiggvényében.

Jelolje ¢;; a C, és ¢"J az inverz C~! mdtrix i-ik sordnak j-ik elemét, és
legyen S = (s;,), 1 <i,j < p, a(3) formuldban definidlt matrix. A C matrix
maximum likelihood becslésében azzal a stirtiségfiiggvénnyel kell dolgoznunk,
amelyet ugy kapunk, hogy az fn, ¢ slriiségfiiggvényében elvégezziik az m =
m helyettesitést. Ez a kovetkezo alak.

1 1 1
fﬁl,C(Xh?Xn)_ (27T)TL]7/2|C|TL/26XP{_21:I(C S)}
Felirva e slirfiségfiiggvény logaritmusat, és azt derivalva a ¢/ argumentumok
szerint azt kapjuk, hogy a maximum likelihood egyenlet az ¢/ valtozdkra a
kovetkezo.

dlog |C7| .
nw—si,j, 1<4,5<p.
Masrészt,
dlog |C7| 1 -
— = NG HITew: :
e = e CDIe]

ahol C;- jl az a matrix, amelyet gy kapunk, hogy tekintiik a C~! métrixot, és
elhagyjuk annak az i-ik sorat és j-ik oszlopat. Tovabba, felhasznélva, hogy
C a C~! métrix inverze ki tudjuk fejezni a C matrix ¢;; elemét az inverzids
formula segitségével azt kapjuk, hogy

e Ly = DoslC™

7|cy " Ochi
Innen a maximum likelihood egyenlet nc;; = s; ;, ahonnan a becsléfiiggvény
¢j; = "2 = 24 Tnnen kovetkezik a tétel allitdsa. Megjegyzem, hogy a be-

csiilendd paraméterek a C~! inverz matrix ¢’ koordinatdi voltak, de ezzel
ekvivalens C métrix ¢; ; koordindtdinak a maximum likelihood becslése.
Erdemes néhény megjegyzést tenni az el6z6 szamoldsokkal kapcsolatban.
A kovetkezo feladatot oldottuk meg. Tekintsiik a p x p méretlt pozitiv de-
terminansi C matrixokat, és ezek kozott hatarozzuk meg a C matrix egy
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megadott fiiggvényének a maximumat. Ezt, mint egy p? valtozés fiiggvény
maximumat taldltuk meg parcialis derivalasok segitségével. A véltozok para-
méterei az (i,7), 1 <1i,j < p, parok. Kideriilt, hogy a megoldés specidlis tu-
lajdonsdgokkal rendelkezik. Az egy szimmetrikus (és pozitiv definit) métrix,
amelynek koordinataira ¢; ; = ¢;;. Ilyen médon megtaldltuk a megoldéast a
minket érdekld feladatra is, amelyikben az optimumot a szimmetrikus (és

1 . ., ,
P+ Jimenziés tér. Ha

pozitiv definit) matrixok terében keressiik, ami egy %5
a szimmetrikus matrixok terében dolgoznank, akkor kissé masképpen kellene

szamolnunk. (Példaul a determinédns derivalasardl szol6 képlet megvaltozik. )

A konyv 5. fejezetének a kovetkezo két tételét csak kimondom, mert a
bizonyitas meglehetésen nehéz, és az eredmények nem tartoznak szorosan
a konyv témakoréhez. Ezek az eredmények a Wishart matrix stirtiségfligg-
vényérol szélnak, illetve a Wishart matrix sajatértékeinek az eloszlasarol.
Megjegyzem, hogy Lalley

https://galton.uchicago.edu/ lalley /Courses/386/ClassicalEnsembles.pdf

interneten elérhet6 jegyzetében e téma részletesebb kifejtése taldlhatd, és
hivatkozni fogok e jegyzet bizonyos eredményeire.

5.2 Tétel. Legyenek Xy,...,X, N,(0,1), azaz p dimenzids standard nor-
malis eloszlasu véletlen vektorok, és definidljuk az X = (Xy,...,X,) p X n
méreti véletlen mdtrizot és W = XX p-dimenzids, n szabadsdgfoki stan-
dard Wishart eloszlasiu véletlen mdtrixot. Ennek striségfigguénye

trW
| W7D/ excp {— ’ }

2

ha n > p, ahol c,, egy csak az n és p paraméterektol fiiggé normalizdlo
konstans.

Megjegyzés. A Lalley jegyzet kissé élesebb eredményét fogalmaztam meg.
Ez az n > p és nem az n > p feltétel mellett mondta ki ezt az allitast.
Az n > p feltétel sziikséges, mert kilonben p-dimenzids, n < p vagy kisebb
rangu, tehat szingularis matrixokra lenne koncentralva a standard Wishart
mérték.

Kiegészités az 5.2 tétel jelentésérdl. Az 5.2 Tételben szereplé p-dimenzids, n
szabadsagfoku standard Wishart eloszlasi matrixok ugy tekintenddek, mint
olyan valészintliségi valtozok, amelyek értékeiket a p x p méretli szimmetrikus
matrixok terén veszik fel. Egy A = (a;;), 1 < 4,5 < p, p x p méretdl



szimmetrikus matrix értékét meghatarozzék az a;;, 1 < i < 7 < p, ko-
ordindtai. Ennek alapjan azt mondjuk, hogy egy véletlen A = (a(;), 1 <
i,j < p, szimmetrikus p x p méretli matrixnak van g(z; ), 1 <i < j <p),
stirtiségfiiggvénye, ha az a(; j), 1 <1i < j < p koordinataknak van g(z j), 1 <
i < j < p),egyiittes slirliségfiiggvénye a Lebesgue mérték szerint a p(p+1)/2
dimenziés Euklideszi térben, amelynek koordinétéit az (i,7), 1 <i < j <p,
szamparokkal indexeljiik.

A kovetkez6 5.4 tétel megadja egy standard Wishart métrix sajatértékei-
nek az eloszlasat.

5.4 Tétel. Legyen W egy p dimenzios n szabadsagfoki standard Wishart
mdtriz, n > p. E véletlen mdtriz \y > Xy > --- > N\, > 0 sajdatértékeinek az
eloszldsa

» (n—p—1)/2 | P
Knp (H )\j) eXp{—2Z>\j} IT =),
j=1 j=1

1<j<k<p

ahol K, alkalmas csak azn és p paraméterektol fiiggé normdlo konstans.

Megjegyzem, hogy az 5.2 tétel alapjan egy p dimenziés n szabadsagfok,
n > p, W standard Wishart matrix stirtiségfiiggvényét a kovetkezé mddon
lehet felirni a W médtrix Ay > Ay > --- > X\, > 0 sajatértékeinek a segitségé-
vel.

N o
G, Ap) = Cnyp (H /\j) exp{—QZ)\j}.
j=1 =1

A Lalley jegyzet Theorem 1 eredménye ismerteti az ugynevezett Weyl in-
tegracios formulat, amely megadja egy véletlen ortogondlis matrix sajatér-
tékeinek az eloszlasat abban az esetben, ha e véletlen matrix eloszlasanak
van slriségfiiggvénye, és az kifejezhet6, mint a sajatértékek szimmetrikus
fiiggvénye. Az 5.2 tétel alapjan e tétel feltételei teljesiilnek a standard
Wishart matrixokra, és az 5.4 tétel a Weyl integraciés formula kovetkez-
ménye.
Erdemes megfogalmazni az 5.4 tétel aldbbi kovetkezményét.

Kovetkezmény. FEgy p dimenzios n szabadsdgfoki W standard Wishart
matrix az n > p esetben 1 valdosziniséggel invertalhato.

Valéoban, az 5.4 tétel szerint ebben az esetben a W maétrixnak 1 valdszi-
niiséggel nincs 0 sajatértéke. Innen kovetkezik a Kovetkezmény &llitasa. Ha
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n < p, akkor W 1 valdszintiséggel nem invertalhato, mert ekkor W egy p
dimenzids matrix, amelynek rangja kisebb vagy egyenld, mint n < p. Meg-
jegyzem, hogy az n > p esetben a W standard Wishart matrix sajatértékei
kiilonbozoek.

Az 5. fejezet befejezd része tobbdimenziés normalis eloszldssal kapcso-
latos hipotézisvizsgalati problémakkal foglalkozik. Ezekben fontos szerepet
jatszik az aldbbi 6.1 tétel. Ez az tigynevezett Hotteling-féle T2 eloszldsoknak
adja meg az explicit alakjat. A tétel megfogalmazasa elott elszor a Hotteling
eloszlas fogalmat ismertetem.

Hotteling-féle T” eloszlas definicidja. Legyen adva egy W,(n,C) Wishart
mdtriz, n > p, és egy tble figgetlen & = (&, ...,&)" Ny(m, C) eloszldsi
véletlen vektor. FE vektor C kovarianciamadatriza és a Wishart mdtriz C pa-
ramétere megegyezik. Ekkor a

T2 _ fTw—lg

valosziniségi vdltozot Hotteling eloszldsunak nevezzik n, p, C és m paramé-
terekkel. Az n paramétert a Hotelling eloszlds szabadsdgi fokdnak nevezzik.

Ervényes a kovetkez6 eredmény.

6.1 Tétel. Ha m = 0, akkor azn, p és C paramétert T? eloszlds megegye-
zik az F(p,n —p—+ 1) Fisher eloszldssal, azaz egy olyan valdsziniiségi valtozo
eloszldsdval, amelyet gy kapunk, hogy egy x*(p) eloszldsi valdszintiségi vdlto-
26t elosztunk egy téle fiiggetlen x*(n—p+1) eloszldsi valdszindiségi vdltozéval.

A 6.1 tétel a kovetkezd két eredmény segitségével bizonyithato.

6.2 Lemma. Legyen X p X n méretd mdtriz, amelynek X;;, 1 <1 <p, 1 <
7 < n, elemei figgetlen, standard normdlis eloszldsi valosziniséqgi valtozok.
Legyen Q az X madatrixtol fuggetlen véletlen ortogondlis n X n méretii mdtrix.
Ekkor az XQ és X madtrix eloszlasa megegyezik, és az XQ madtrix is fliggetlen
Q-tol.

6.3 Lemma. Legyen az X p X n, p < n, ugyanaz a véletlen mdtrix, mint
a 6.2 lemmdban. Definidljuk az S = XX Wishart mdtrizot, és jelolje S,
azt a mdtrizot, amelyet ugy kapunk, hogy vesszik az|SS‘ matrixzot, és elhagyjuk

annak utolso sordt és utolso oszlopdt. Ekkor az s valosziniségi valtozo

eloszldsa x*(n —p +1).

A 6.2 lemma bizonyitasa egyszerii. Azt kell kihasznélni, hogy tetszéleges
i indexre az X; = (X;1,...,X; )7 vektor eloszldsanak siirliségfiiggvénye csak
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az X; vektor hosszatol fiigg, ezért minden Q ortogonalis matrixra X; és X;Q
eloszlasa megegyezik. Innen kovetkezik, hogy ha a Q véletlen ortogonalis
matrix fliggetlen az X matrixtél, akkor az XQ matrix feltételes eloszldsa
feltéve Q értékét megegyezik az X matrix eloszlasaval. Ebbol kovetkezik a
6.2 lemma.

A 6.3 lemma bizonyitasa bonyolultabb. Csak a bizonyitds vazat from
le, illetve egy megjegyzést teszek arrol, hogy hol kellett volna a konyvben
részletesebb indoklast adni.

A bizonyités lényeges része egy olyan indukciés allitds bizonyitasa, amely
szerint az % tort eloszlasa megegyezik akkor, ha X p x n matrix és ha
alkalmasan definialt (p — 1) x (n — 1) méretd matrix. Ennek érdekében
konstrudlunk olyan az (Xii,...,X1,) koordinataktdl fiiged Q ortogonalis
métrixot, amelyre (X11,...,X1,)Q = (R,0,...,0), ahol R* = 7 | X7 .
Ekkor (XQ)(XQ)" = XX = S. Jelolje X* azt a (p — 1) x (n — 1) méreti
matrixot, amelyet gy kapunk, hogy az XQ matrixnak elhagyjuk az elso
sorat és els6 oszlopat. A konyv megmutatja, hogy az X és X* matrix
segitségével kiszamitott |Si1‘| hanyados egyenlé. Ebbdl akarjuk levezetni az
indukcios allitast. Ez lehetséges, de ehhez azt is észre kell venni, hogy a 6.2
lemma és a konstrukcio alapjan az X* matrix koordinatai fiiggetlen, stan-
dard normadlis eloszlasi valészintiségi véaltozok. (Ez a 1épés hidnyzik a konyv
magyarazatabdl.)

A bizonyitas befejezéséhez még meg kell mutatni, hogy a p = 2 esetben,
ha X 2xn méretii matrix az % hanyados x?(n—1) eloszlési. (Ez az indukci6
kezd6 1épése.) Ez hasonléan torténik az indukcids 1épés bizonyitasdhoz. A

technikai részleteket elhagyom.

A 6.1 tétel bizonyitasa azon alapszik, hogy alkalmas transzformaciokkal
a T? = ¢PWI¢ kifejezést, ahol W = XX, olyan alakra hozzuk, amely
lehet6vé teszi, hogy meghatarozzuk az eloszlasat a 6.1 és 6.2 lemma segitsé-
gével.

Elészor az 1.3 Tétel bizonyitdsahoz hasonlé C~1/? transzforméciét alkal-
mazva mind a £ vektorra, mind az X matrixra a tételt redukaljuk arra a

specidlis esetre, amikor C = I,, a p dimenzids identitds matrix. Ezutan
vesziink egy olyan a £ vektortol fiigeé Q véletlen p x p méretit ortogonalis
matrixot, amelyre £7'Q = (&,...,§)Q = (0,...,0,¢) ahol t* = Y}, 5]2

Ekkor mivel Q7Q =1,

T° = ("QQ"W'Q)(Q"E) = (0,...,0,)(Q"W'Q)(0,...,0,1)",
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ami egyenld t? szorozva a QT W~1Q maétrix p-edik sordban és p-ik oszlopaban
all6 taggal. Jeldljik ezt Z,-vél. Tovébbd t* x?(p) eloszlasu valdszintiségi
valtozo, és

Q'WTQ=(Q'"WQ)™ = (Q'XX"Q)™ = (Q"X)(Q"X)") ™",

és QX olyan p x m méretli matrix amelynek elemei standard normalis
eloszasu valdszintiségi valtozok, és a 6.2 lemma némi élesitése azt adja, hogy a
QX métrix fiiggetlen a t? valészintiségi valtoz6tél. Azt kell észrevenni, hogy
a QTX maétrix feltételes eloszldsa az X métrix eloszldsdval egyenld akkor is,
ha a a £ vektor értékét és a (téle fiiggd) Q matrixot rogzitjik a feltételben. Ez
azt jelentihogy Z, fiiggetlen a ¢* valdszintiségi valtoz6todl, és egy p-dimenzids
n szabadsagfoki standard Wishart matrix inverzének a p-ik sordban és p-
ik oszlopaban levé elem. Ezért a matrixok inverzének kiszamitasarol szolo
formula és a 6.3 lemma azt adja, hogy Z%, eloszlasa x%*(n — p + 1). Innen
kovetkezik a 6.1 tétel.

Az 5. fejezet utolsd témaja annak tesztelése egy minta alapjan, hogy egy
tobbvaltozos normalis eloszlasu vektor varhaté értéke egy feltételezett my
vektor-e, illetve annak tesztelése, hogy két tobbvaltozds normalis eloszlasu
vektornak, amelyek mindegyikérdl egy mintaval rendelkeziink, és amelyeknek
megegyezik a kovariancamatrixuk megegyezik-e a varhato értékiik is. Kiilon
vizsgaljdk azt az esetet, amikor a vizsgélt véletlen vektor(ok) kovariancia-
matrixanak az értékét ismerjiik, és amikor nem ismerjiik azt. A feladat is-
mert kovarianciamatrixok esetén lényegesen egyszeriibb. Ennek targyalasat,
ami a konyvben megtalalhatd, elhagyom. Viszont ismertetem roviden az
eredményeket, majd osszehasonlitom ¢ket azokkal az ezutan targyalt eredmé-
nyekkel, amelyeket akkor kapunk, ha e feladatok azon analogonjait tekintjiik,
amelyekben a kovarianciamatrix ismeretlen.

Az m = m, nullhipotézist az n((X — my)TC~1(X — my) statisztika se-
gitségével vizsgdljuk, amely a nullhipotézis teljesiilése esetén x?(p) eloszldst.
Akkor fogadjuk el a nullhipotézist, ha e statisztika értéke egy az ¢ elsofaju
hibatdl fliggo szamnal kisebb. Latni fogjuk, hogy ismeretlen kovarianciamat-
rix esetén hasonlé eredmény érvényes, csak ekkor a felhasznalt statisztikat
megado képletben a C kovarianciamatrixot annak % maximum likelihood
becslésével helyettesitjiik, és ez a statisztika Hotteling eloszlast alkalmas
paraméterekkel.

A miésik feladat az, hogy ha adva van két fiiggetlen p-dimenziés normalis
eloszlasu vektorokbdl all6 minta n és m elemszammal, mind a kett6 ismert C
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kovarianciamaétrixszal, akkor hogyan ellendrizziik azt a nullhipotézist, hogy
a két minta elemeinek ugyanaz a varhato értéke. Ezt a kovetkezo statisztika
segitségével érdemes megtenni.

X -Y)Te(X —Y),

n-+m

ahol X és Y a két minta dtlaga. Ez a statisztika x2(p) eloszlasi a null-
hipotézis teljestilése esetén. Ha a kovarianciamatrixot nem ismerjiik, akkor
olyan statisztikat vesziink amelyben a C kovarianciaméatrixot annak ter-
mészetes becslésével helyettesitjiik, és ez a modositott statisztika Hotteling
eloszlas.

Lényegesen nehezebb a feladat akkor, ha a kovarianciamatrixot nem is-
merjiik. Ismertetem annak a feladatnak a vizsgalatat, hogy hogyan ellendriz-
zilk egy n eleml minta segitségével azt, hogy egy ismeretlen kovarianciaju
tobbvaltozds normalis eloszlasu vektor varhaté értéke egy eldirt my vektor-e.
El6szor arrdl irok, hogy milyen matematikai feladatot kell megoldani egy jé
ellenorzési eljaras kidolgozasahoz.

A kovetkez6 feladatot tekintjiik. Vegyiink egy fiiggetlen p-dimenzids
normalis eloszlasu vektorokbdl all6 Xy, ..., X,, sorozatot m varhato értékkel
és C kovarianciamatrixszal, és tekintsiik e sorozatnak az fmc(Xi,...,X,)
stirliségfliggvényét. Ezt érdemes az (5) formdban megadni.

Az ugynevezett likelihood hanyados probat alkalmazzuk. Ez a kovetkezot
jelenti.

Tekintsiik az fm.c(X1, ..., X,,) striségfiiggvény maximumat az m = my
esetben, mint a C kovarianciafiiggvény maximumat, azaz az

Ly =Ly(Xy,...,X,) = sup fmo.c(X1, ..., X,)

fiiggvényt, ahol a maximum a C kovarianciamatrixokra van véve. Definidljuk
hasonléan az
LT =Li(Xy,...,X,) =sup fmc(Xy, ..., X,)
m,C

fiiggvényt, ahol a maximum az m varhato érték vektorra és C kovariancia
matrixokra van véve.

Szamoljuk ki az L§(Xy,...,X,) és Li(Xy,...,X,) fiiggvények értékét, és
vegyik ezek
Ly(Xq, ..., X,)

A= M(Xy, .., X)) = Li(X, X,,)
1 gty n
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hanyadosat. Hatérozzuk meg a A, (X, ..., X,,) valésziniiségi valtozé eloszlé-
sat. Az m = my nullhipotézist akkor fogadjuk el, ha A\, > B(e), ahol a B(e)
szamot ugy valasztjuk, hogy az elséfaji hiba e legyen. Ahhoz, hogy ezt az
eljarast végrehajtsuk, ismerniink kell a A, valészintiségi valtozo eloszlasat.
Ezen eloszlas kiszamitasat ismertetem.

El6szor meg kell hatdrozni az Lj(Xy,...,X,,) és Li(Xy,...,X,,) valdszi-
niségi valtozdk értékét. Ezt a konyv megadja. Azt allitja, hogy
—n/2

e~/ 2,

n
Z - mo - mo)T

Jj=1

L o —np/2

S\H

és P
ls e /2

LY = (2 —np/2
1 = (2m) n

Az Lij-re adott képlet egyszertien kovetkezik a kordbbi szamolasokbol, de az
L§ mennyiségre adott képlet magyarazatra szorul.

Eloszor azt kell észrevenni, hogy a korabbi esethez hasonld szamolassal
kapjuk a sirtségfiiggvényre (4) formuldban megadott képlet segitségével,
hogy az m = my esetben a maximum a C = L3 (X —mg)(X; — my)”
helyen vétetik fel. Ezutdn az Li-ra adott formula konnyen kiszamithat6 a
kovetkezo észrevétel segitségével.

7=1 Jj=1
=) tr CH(X,; — mp)(X,; —mg)”
j=1
—trC! (Z(Xj —my) (X, — mO)T> =tr C’l(né) = ntrL, = np.
j=1

A kovetkezo szamoldsok segitségével tudjuk meghatarozni )\, eloszlasat.

—n/2
L S|
Ls |2y (X — mo) (X — mo)”|

n/2
n
Z — m[) J — mo)T

>
3
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n/2

J=1

— |S7! Zn:(Xj - X)(X; — X)) 4+ n(X — mg)(X — mO)T]

= |87 [8 + n(X — m)(X — my)"]["”
= L, + 1S~ (X — mo)(X — mg)"|""

Vegytik észre, hogy e formula utolsé soraban egy olyan matrix deter-
minansa van, amelynek egy kivételével az Osszes sajatértéke 1, mivel az
SHX — mo)(X mO)T métrix rangja 1. Ezen 1 rangi matrlxnak a nem
nulla sajatértéke tr S™(X — mg)(X — mg)? = tr (X — mg)7S (X — my) =
(X —m)TS™H(X — my). Innen

1

)\'I’L
A 4.3 tételbdl kévetkezik, hogy az n(X —myg)TS™H(X —my) kifejezés teljesiti
a 6.1 tétel feltételeit n — 1 és p paraméterrel. Ezért az F(p,n — p) elosz-
ldsu. Ezen észrevétel segitségével a A\, valdszintliségi valtozé eloszlasat is ki
tudjuk szdmolni. Tovabba a \,-t az (X — mg)TS™1(X — my) valészintiségi
valtozé monoton csokkeno fliggvényeként fejeztiik ki, ezért a javasolt teszt
eljarast igy is megadhatjuk Akkor fogadjuk el az m = my nullhipotézist, ha
(X —mg)TS™H(X — my) < Cf(e), alkalmas az ¢ elséfaju hibatdl fiiggd C(e)
konstanssal.

— 14 (X - mg)"S (X —mg)| "

A konyv megemliti az 5. fejezet végén azt a problémat, hogy hogyan
ellendrizziik azt a hipotézist, hogy két kilonbozs N,(m, C) eloszldsi fiig-
getlen valdszintiségi valtozokbdl all6 minta elemeinek a varhato értéke meg-
egyezik, feltéve, hogy azok kovarianciamatrixa egyenlo. A feladat tehat a
kovetkezd. Legyen adva fliggetlen N, (my, C) eloszldsu valésziniiségi valtozdk
Xy, ..., X, sorozata és fiiggetlen N,(mi, C) eloszldst valészintiségi valtozdk
Y., ..., Y, sorozata gy, hogy ez a két sorozat egymastol is fiiggetlen. Ellen-
Orizziik eme mintak alapjan az my = m; nullhipotézist.

A konyv megadja e feladat megoldésat bizonyitas nélkiil. A kovetkezd
eljarast javasolja. Legyen

S=8,+8, =3 (X, - X)(X £ Y, - Y.
Jj=1 J=1
Be lehet latni, hogy a nullhipotézis teljestilése esetén

T2 — (X-Y)S ' (X-Y)"

n—+m
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Hotteling eloszlasu p, n+m—2 és C paraméterekkel, ezért Fisher-féle F(p, n+
m — p — 1) eloszlasti. Ennek alapjan a null-hipotézist elfogadjuk, ha T2 <
C(e) alkalmas az e els6faji hibatdl fliggd konstanssal, amit a Fisher-féle
F(p,n+m —p—1) eloszlds segitségével hatarozunk meg.

A fent leirt médszer megalapozasat nyijto elmélet targyalasat elhagyom.
Az megtalalhaté Giri N. (1977) Multivariate Statistical inference. Acad.
Press, New York. konyvében.
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