Wiener folyamatok

A kovetkezo két feladat azt mutatja, hogy az az esemény, hogy egy sztochasztikus
folyamat folytonos trajektéridji-e vagy sem nem hatarozhaté meg a folyamat véges
dimenzios eloszlasai segitségével, de ezen eloszlasok segitségével explicite eldonthetd,
hogy alkalmas konstrukcioval megadhaté-e olyan sztochasztikus folyamat, melynek ezek
a véges dimenzids eloszldsai, és amelyik egy valdszintiséggel folytonos trajektoriaju.

1.) Legyen X(t) = X(t,w), 0 < t < 1, olyan sztochasztikus folyamat, melyre az
X (-,w) trajektoria folytonos fliggvény majdnem minden w-ra. Legyen tovabba ez
a folyamat atommentes, azaz tetszéleges folytonos f(t), 0 < t < 1, fiiggvényre
PH{w: X(t,w) = f(t)}) = 0. Ekkor létezik olyan X (t,w), 0 < t < 1, sztochasztikus
folyamat, melyre P({w: X(t,w) = X(t,w)}) = 1 tetszbleges t € [0,1]-re, és az

X (t,w) folyamat trajektoridi egy valdszintiséggel sehol sem folytonosak.

2.) Legyen B a [0,1] intervallum egy mindeniitt siiri megszémlalhaté részhalmaza,
(példaul a a [0, 1] intervallumbeli raciondlis szdmok halmaza.) Legyen X(t) szto-
chasztikus folyamat a [0, 1] intervallumban, melynek véges dimenzids

Froo (@, o zp) = P(X () <21,...,X(th) < zp)

eloszlasai ismertek tetszoleges 0 < t; < --- < t,, < 1 paraméterekre. Lassuk be,
hogy
a.) Az Fy, 4 (z1,...,2,) véges dimenzids eloszlasok egyértelmiien meghatdroz-

zék, hogy az X (t) folyamat kielégiti-e a kovetkez6 tulajdonsdgokat: Az X (t.w),
t € B trajektoridi egy valészintiséggel egyenletesen folytonosak (w-tdl fliggd
folytonossagi modulussal) az X (t) folyamat megszoritdsan a t € B indexhal-
mazra. Az X (t) sztochasztikus folyamat tetszéleges t € [0, 1]-re sztochasztiku-
san folytonos, azaz ilig P(|X(t) — X(s)| > ) = 0 minden € > O-ra.

b.) Léssuk be, hogy akkor és csak akkor 1étezik olyan X (t) sztochasztikus folyamat
a [0,1] intervallumon, melyre P(X(t) = X(¢)) = 1 minden t € [0,1]-re, és
e folyamat X (t,w) trajektoridi egy valésziniiséggel folytonosak, ha az X (t)
folyamat teljesiti az a) rész feltételeit. Az X (t) és X (t) folyamat véges dimezi6s
eloszlasai megegyeznek.

3). Legyen X (t) = X (¢,w) folytonos trajektoridji sztochasztikus folyamat az (€2, A, P)
valdszintiségi mezén. Lassuk be, hogy X (¢,w) tekinthetd egy C([0,1]) értékii va-
l6szintiségi valtozénak is. Részletesebben megfogalmazva: Jeldlje B a Borel o-
algebrat R'-en, és legyen C a Borel o-algebra a C([0,1]) téren, azaz legyen C a
nyilt halmazok altal generalt legsziikebb o-algebra a [0, 1] intervallumon értelmezett
folytonos fiiggvények terén a szuprémum norma altal generalt topoldgiaval. Lassuk
be, hogy ha a T;: (2,4, P) — (R',B), Ti(w) = X¢(w), leképezés mérhetd minden
t € [0,1]-re, akkor a T: (2,4, P) — (C([0,1]),C), T(w) = X(-,w) leképezés is

mérhetd.

Legyen X (t), 0 <t < 1, folytonos trajektoridju sztochasztikus folyamat, és definiél-
juk ennek p xeloszlasat a C([0,1]) téren a kovetkezé médon: px (K) = P(X(-,w) €
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7.)

K) minden K € C-re. Mutassuk meg, hogy a px mértéket meghatarozzak az X (t)
sztochasztikus folyamat véges dimenzids eloszlasai.

Egy Komogorovtdl szérmazé eredmény szerint, ha az X(t), 0 < ¢t < 1, szto-
chasztikus folyamat teljesiti az E|X(t) — X(s)|>*° < C|t — s|'*¢ feltételt min-
den s,t € [0,1]-re valamely 6 > 0, ¢ > 0 és C' > 0 szdmokkal, akkor létezik
olyan X (t) egy valészintiséggel folytonos trajektériagji folyamat a [0, 1] interval-
lumon, melyre P(X(t) = X(t)) = 1 minden ¢ € [0,1]-re. Altaldnositsuk ezt az
eredményt arra az esetre, amikor az X (t) sztochasztikus folyamat a t € [0,1]* van
értelmezve. Ennek megfogalmazdsiahoz vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: Ha A =

k
[a1,b1] X -+ X [ag, bx] C [0,1]% egy k-dimenzids téglatest, akkor |A| = [] (b; — a;),
j=1
az X (t) megvéltozasa a A-n X(A) = > (—1)XEte) X (4, ... 1), ahol
t;=a; vagy b;
J=1, 0k

X(t1, .. te) = #{j: t; = aj, 1 < j < k}. Ha E|X(A)*™ < C|AI'* valamely
6 > 0,e>0é C > Ora, akkor 1étezik olyan X(t) folytonos trajektoridji szto-
chasztikus folyamat a [0, 1]%-n, melyre P(X(t) = X(¢)) = 1 minden ¢ € [0, 1]*-ra.

Lassuk be, hogy a W (t), 0 < t < a sztochasztikus folyamat akkor és csak akkor

1

Wiener folyamat a [0,a] intervallumban, ha a TW(Ct) sztochasztikus folyamat
c

Wiener folyamat a [0,a/c| intervallumban, alol ¢ > 0 tetszdleges pozitiv szam.

A W (t) sztochasztikus folyamat akkor és csak akkor Wiener folyamat a [0, a] in-
1 1 1

tervallumban, ha ¥W (;) Wiener folyamat az {—,oo) intervallumban. Lassuk
a

be ennek a ténynek a segitségével, hogy a Wiener folyamatra igaz iteralt loga-

ritmus tételbol a végtelen kornyezetében kovetkezik az iteralt logaritmus tétel a

W (t
nulla kornyezetében, azaz abbdl hogy lirtll sogp m
W (t
kovetkezik, hogy lim sup ®)

= 1 1 valdészintiséggel.
t—0 " 4/2tlog |logt|

Legyen ¢1(x), @a(x), ... teljes ortonormadlt rendszer a [0,1] intervallumban (a
Lebesgue mértékkel), &1, &, ..., fiiggetlen standard normélis valészintiségi val-
tozok, és definidljuk a kovetkezd W (t) sztochasztikus folyamatot a [0, 1] interval-
lumban.

= 1 1 valdszintiséggel,

W(t)zzgk/tcp(s)ds, 0<t<1.
k=1 0

Léssuk be, hogy W(t) Gauss folyamat, EW(t) = 0, 0 < t < 1, melynek a ko-
varianciafiiggvénye megegyezik a Wiener folyamat kovarianciafiiggvényével, azaz
EW (s)W(t) = min(s,t), 0 < s,t < 1.

Léssuk be, hogy a




Osszeg véges dimenzids eloszlasai megegyeznek a Wiener folyamat véges dimenzids
eloszlasaival, ha &,, n = 0,1,..., fliggetlen standard normalis eloszlasu valdszintisé-
gi véltozdk. Hogyan lehet ezt a reprezentaciét altaldnositani méas Z(t), EZ(t) = 0,
0 <t <1, Gauss folyamatra a K(s,t) = EZ(s)Z(t), (K(s,t) = K(t,s)), kovarian-
ciafiiggvény alkalmas reprezentacidja segitségével?

Léssuk be, hogy az eléz6 feladatban definidlt W (t) sztochasztikus folyamat Wiener
folyamat. Azaz, lassuk be, hogy az ott definialt folyamatra a feladatban bizonyitott
tulajdonsdgokon kiviil az is igaz, hogy a trajektoridi 1 valdszintiséggel folytonosak,
az alabbi részfeladatok segitségével.

Léssuk be, hogy tetszéleges 1/2 > ¢ > 0-ra és minden elég nagy n-re

P(A,)=P sup sup > 97 ne/2

an<p<2ntl 0<s,t<1,
[t—s|<2~ (teIn

< const. 27 "(1+e)

sin k:7rt P sin kﬂs
Z €k Z &k

k=2m =2n

Alkalmas ng kiiszobindex esetén tetszéleges n > ng, 2" < p < 2"+ 0 <t < 1-re

(St i

Definidljuk a B(n, j,p), 0 < j < 200+e)n 9n < g < ontl
> 2—n5}

B(n,j,p) = {

eseményeket. Lassuk be, hogy

ZP (n,j,p)) < oo, ZP(A

n,j,p

sin l{:mf

sm (krj2—(+en)
Z E(w
2k

k=2n

Léssuk be e relaciék és a Borel-Cantelli lemma segitségével, hogy a W, (t) =
(fo + Z £, S8 kﬂ), 0 <t < 1, sztochasztikus folyamatok egy valdszintiséggel

egyenletesen konvergdlnak a 7. feladatban definidlt W (t), 0 < ¢ < 1, folyamathoz,
ezért ez utobbi egy valdszintiséggel folytonos trajektoridjua folyamat.

Legyen W(t), 0 < t < 1, standard Wiener folyamat, és definidljuk a kovetkez&
By (t) folyamatot: By(t) = W (t) —tW(1). Lassuk be, hogy By(t) 0 varhaté értéki
(folytonos trajektériaji) Gauss folyamat EBg(s)Bo(t) = min(s,t) — st kovarian-
ciafiggvénnyel. A By(t) folyamat és a W (1) valdsziniiségi valtozd fiiggetlenek
egymastol.



b.)

c.)
10.)

11.)

12.)
a.)

b.)

13.)

Megjegyzés: A fenti By(t), 0 < t < 1, folyamattal megegyez$ véges dimenzids
eloszlasu folytonos trajektériaju folyamatokat Brown bridge-nek nevezik.

Legyen By(t) Brown bridge, 0 < r < 1 fix szdm. Lassuk be, hogy a

1

L(B()(Tt) — tB()(’I“)) éS 1=

\/7_,.

folyamatok fiiggetlen Brown bridge-ek, melyek fliggetlenek a Bg(r) valdsziniiségi
valtozétdl is.
Ha By(t) Brown bridge, akkor By(1 — t) is Brown bridge.

Legyenek &7, ..., &, fliggetlen a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasi valo-
sziniiségi véaltozok. Definidljuk az F,(t) empirikus eloszlasfiiggvényt, F,(t) =

1
—#{&: & < t,1 <k <n}, 0 <t <1 Léssuk be, hogy a standardizalt em-
n

pirikus eloszldsfiggvény K, (t) = /n(F,(t) — t) kovarianciafiiggvénye megegyezik
a Brown bridge kovarianciafiiggvényével, és F K, (t) = 0 minden ¢ € [0, 1]-re. Mu-
tassuk meg, hogy tetszéleges 0 < t1 <ty < --- <t < l-raa (K,(t1),..., K,(tx))
véletlen vektor eloszldsban konvergal a (Bg(t1), ..., Bo(tx)) véletlen vektorhoz, ha
n — 00, ahol By(t) Brown bridge.

(Bo(r+ (1 —n)t) — (1 —t)Bo(r)), 0<t<1,

<

t
Legyen W (t) standard Wiener folyamat, és definidljuk a Z(t) = %, —00 <
t < oo folyamatot. Léssuk be, hogy EZ(s)Z(t) = e 1*=51/2, EZ(t) =0, A Z(t) és
Z(t+a), —oo < t < 00, folyamatok eloszlasa megegyezik tetszéleges —oo < a < oo-
re. Legyenek sp < 51 < -+ < 8, < tgp < t; < .-+ < t, rogzitett szamok. A
(Z(to), ..., Z(t,) feltételes eloszldsa a Z(sg) = x1,...,2Z(s,) = x4 feltétel esetén
megegyezik e véletlen vektor feltételes eloszlasaval a Z(s,.) = z feltétel esetén.
Hatarozzuk meg ezt a feltételes eloszlast.

Megjegyzés: A Z(t) folyamattal megegyez6 eloszlasu, folytonos trajektoridju szto-
chasztikus folyamatokat Ornstein—Uhlenbeck folyamatnak nevezik.

Legyen W (t) Wiener folyamat a [0, 1] intervallumon.
Lassuk be, hogy

lim_ > W (k2™ = W((k—1)27")]> =1 1 valészinfiséggel.

Legyen p,, a W(t) Wiener folyamat és iy, & oW (t) eloszldsa a C([0,1]) téren.
Lassuk be, hogy o > 0, 0 # 1 esetén a i, €S 15, mértékek szinguldrisak egymasra
nézve.

Legyen a W (t) +mt, 0 <t < 1, ahol m fix valds szdm és W (t) a Wiener folyamat,
eloszlasa a fiy, m mérték a C(]0,1]) téren. Lassuk be, hogy a piy.,, mérték abszolut
folytonos a p,, mértékre nézve, és szamoljuk ki a Radon—Nikodym derivaltjat.



Megoldasvazlatok

1.)

2.)

Vezessiik be a kovetkez6 ekvivalencia relaciot [0, 1]-en: x ~ y akkor és csak akkor, ha
x — y raciondlis szam. Definidljuk a P = [0, 1]/ ~ ekvivalencia osztdlyok halmazat
a fenti reldcié szerint. Mivel mind a folytonos fliggvények Q halmazanak mind
a P halmaznak a szdmossaga kontinum, ezért 1étezik egy T: Q — P kolcsonosen
egyértelmii leképezés. Egy folytonos f fiiggvényre definidljuk a U(f) = f fiiggvényt
a kovetkezé médon: f(t) = f(t), hat & T(f),és f(t) = f(t)+1hat € T(f). Legyen
X(t,w) = f(t), ha X(t,w) az f(t) folytonos fiiggvény. Ekkor X (t) trajektéridi egy
valoszinliséggel sehol sem folytonosak, mert a U leképezés egy folytonos fiiggvényt
egy sehol sem folytonos fiiggvényre képez. Masrészt, P(X(t) # X(t)) = 0 min-
den rogzitett ¢ € [0,1]-re, mert a ¢ pontban egyetlen folytonos fiiggvény értéke
valtozik meg, nevezetesen a t pontot tartalmazé ekvivalenciaosztdly képe a T~}

transzformacid szerint.

a.) Legyen B = {x1,22,...,} és B, = {x1,...,2,}. Definidljuk az
A(n,e,0) ={w; | X(t,w) — X(s,w)| <e, Vs,te€ B,rehals—tl <d}

eseményeket. Legyen

A(e,0)=JAm,e0), Al)=JA9), A=()A()

6—0 e—0

Ekkor az 0Osszes A(g,0), A(e) és A esemény valészintisége kiszamithaté az
Fy . oo, (x1,...,zp) eloszldasok segitségével, igy ezek ismeretében eldénthetd,
hogy az A esemény valdszintlisége 1-gyel egyenlé-e. De az A(e,d) esemény azt
jelenti, hogy az X (-,w) trajektoria megszoritdsa a B halmazra olyan, hogy
a deltandl rovidebb intervallumokon e fiiggvény ingadozasa kisebb mint e,
A(e) azt jelenti, hogy van olyan w-tdl fliggé hossz, hogy az ennél révidebb
intervallumokon a trajektéria ingadozdsa (megszoritva a ¢ € B halmazra)
kisebb mint €. Végiill az A halmaz tartalmazza azon w-kat, melyekre az
X (t,w) trajektoria megszoritdsa a B halmazra egyenletesen folytonos. Mivel a
P(|X(t) — X(s)| > €) esemény valészinliségét meghatarozzak a véges (két)
dimenzids eloszldsok, igy ezek az eloszldsok meghatdrozzak, hogy az X (t)
folyamet sztochasztikusan folytonos-e.

b.) Ha teljesiilnek az a) részben felsorolt tulajdonsigok, akkor az

X(t,w) = selérglqt X(s,w)

trajektoria majdnem minden w-ra jol definidlt, mert az X (¢, w) folyamat egyen-

letesen folytonos a B halmazon. Tovabba P(X (t) = X(t)) = 1 a sztochasztikus
folytonossag miatt. A feltételek sziikségessége nyilvanvalé.
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3.)

Azt kell beldtni, hogy tetsz6leges mérheté C € C halmazra T~1(C) mérhetd hal-
maz, azaz eleme a A o-algebranak. Elég ezt az allitast nyilt halmazokra beldtni,
mert ebbdl kovetkezik, hogy az &llitdas igaz a nyilt halmazok &ltal generdlt o-
algebrara is. Miért? Tovabb lehet redukdlni az alltast a kovetkezd tipusu hal-
mazokra: Ha x = z(t) € C([0,1]), ¢ > 0, akkor legyen S(z,e) = {y:y €
C([0,1]), sup |z(t) — y(t)| < €}. Elég belatni, hogy az S(x,e) tipusi halma-
te[0,1]

zok &sképei mérhetéek minden x € C([0,1]) és € > O-ra, mert tetszéleges nyilt
halmaz eloallithaté megszamlalhaté sok ilyen halmaz tnidjaként, és egy nyilt hal-
maz Osképe megegyezik az 0t el6allité inidban résztvevé halmazok Osképének az
uniéjaval. A kvetkez§ meggondolds mutatja, hogy S(z,e) mérheté halmaz. Jel6lje
@ a raciondlis szamok halmazat a [01, 1] intervallumban. Ekkor

T-15(z, ) = [j N {w: X (r,w) — 2(r)] < (1— %) s}

n=1 \reQ

(Miért?) Ebbédl a reprezentdciobdl latszik, hogy T~1S(x,e) mérhetd halmaz.

Az eléz6 érvelés megmutatta, hogy az {X(t1) € Ay,...,X(tx) € Ay} alakd hal-
mazok, ahol t1,...,t; tetszéleges pontok a [0, 1] intervallumban, Ay, ..., Ay tet-
sz6leges mérheté halmazok R'-en, olyan algebrét alkotnak, amelyik generélja a C
o-algebrat. Mivel ezeknek a halmazoknak a mértéket meghatarozzik az X (t) folya-
mat véges dimenzids eloszlasai, ezért e véges dimenzids eloszlasok meghatarozzak
a C o-algebra halmazainak a mértékét is.

Annak bizonyitasahoz, hogy amennyiben W (t) Wiener folyamat, akkor az 1j folya-
matok is azok, elég ellendrizni azt, hogy az 14j folyamatok kovarianciafiiggvénye az

1 1 1
eldirt alakd. E%W(cs)%W(ct) = EEW(CS)W(Ct) = min(s, t),

sl (1) (2) = minien.

Az eredeti folyamatot kifejezve a transzformalt folyamat segitségével kapjuk, hogy
ezek a feltételek sziikségesek is.

Be kell latni, hogy EW (s)W (t) = min(s,t). A &, véltozdk korreldlatlansidga miatt

EW (s)W(t) :k; /0 o(u) du /0 o(u) du .

A Parseval formula szerint tetszéleges négyzetesen integralhaté f és g fiiggvényekre

/ g =3 | e [ gtwpetn) du
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Legyen f(u) a [0, s], g(u) pedig a [0.t] halmaz indikétorﬁiggvénye Ekkor a Parseval
formula az el6z6 azonossiggal adja, hogy EW (s = [ f(u)g(u) du = min(s, t).

Az po(t) = 1, p,(t) = cosnnt fliggvények teljes ortonormalt rendszert alkotnak a
[0, 1] intervallumon. Miért? Igy az el6z feladat eredményébél kovetkezik az allités.
Az altalanos esetbeli reprezentaciét megkaphatjuk, ha a K (s, t) korrelaciéfiiggvényt
fel tudjuk {rni

= Z )\ngpn(s)gpn(w

alakban, ahol ¢, (t) teljes ortonormélt rendszer a [0, 1] intervallumban, és A,, > 0.
Ekkor az

= > V(1)

ahol &,, n =1,2,..., fliggetlen standard normalis valészintliségi valtozok, 0 varhatd
értékil és K(s,t) = EX(s)X(t) kovarianciafiiggviiyii Gauss folyamat Miért?

A kivant reprezentdcié lehetséges. Definidljuk a Kf(t) fo s)ds in-
tegraloperatort a négyzetesen integralhaté fliggvények terén. A funkmonalanahzls
eredményei alapjan K egy kompakt (Hilbert—Schmidt) 6nadjungalt operator, ezért
létezik olyan teljes ortonormaélt ¢, (¢) rendszer, melyre

:ZAnSOn(t)/O wn(s)f(s)ds:/o K(s,t)f(s)ds

ahol K(s,t) = Z An@n(8)en(t). Mivel az integréloperator magfiiggvénye egy-

értelmiien meghatarozott ezért megkaptuk a kivant reprezentaciét. Be kell még
latni, hogy a képletben szereplo A, sajatértékek nem negativak. Ehhez elég azt
beldtni, hogy fol fol K(s,t)f(s)f(t)dsdt > 0 tetszbleges négyzetesen integralhaté
f(t) fiiggvényre. Miért? Viszont

/01/01 K(S,t)f(s)f(t)dsdt:/ol /OlEX(S)X(t)f<S)f(t)d8dt
= (/Olf(S)EX(s)ds)2 >0,

Kérdés: Hogy szdl a felhasznalt funkcionalanalizisbeli eredmény véges dimenzids
linearis algebrai véltozata?
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a Csebisev egyenlGtlenség alapjan.

sin kﬂ't
b.) Azn = Z &
k=2n
valtozo, amelylknek a szorasa kisebb mint 27". Ezért egy a normalis eloszlas
farokeloszldsara adott ismert becslés alapjan (1d. példdul a t6bbdimenziés normalis
eloszlasrél sz616 feladatsor 7. feladatat) kapjuk, hogy P(|n| > 27"¢) = P(2"/?|n| >

2(1/2—E)n) < eXp{—Z(l_QE)n/Q}.

valészintliségi valtozd 0 varhato értékli normalis valdszintiségi

_J
2(1+e)n
valasztassal. Mivel rogzitett n-re 2274 ilyen eseményt definidltuk, ezért a b.) rész
becslésébél kovetkezik az els6 Osszeg konvergencidja. Az a.) részbdl kovetkezik a
masodik 0sszeg konvergencidja. A Borel-Cantelli lemmabdl és az elobbi relaciokbdl

c.) A B(n,j,p) esemény valésziniiségét a b.) részben megbecsiiltik ¢ =

9. sint
kovetkezik, hogy n > n(w)-ra | sup > —fk
0<t<1 k=p

> 4-27" ha 2" < p,q < 2"+

nt
Ebbol kovetkezik, hogy a Z %fk fliggvények egy valdszinliséggel egyenletesen
k=1

konvergélnak a Z %ﬁk fiiggvényhez. Ebbdl kovetkezik az allités.
k=1

9.)
a.)

E[W(s) — sW(D][W(t) — tW(1)]
= EW (s)W(t) — sEW ()W (1) —tEW (s)W (1) + stEW (1)? = min(s,t) — st

b.) Legyen 0 < s,t < 1. Ekkor
" B[Bo(sr) — sBo(r)][Bo(tr) — tBo(r)]

1
= —[rmin(s,t) — r?st — s(tr — tr® — t(sr — sr?) + st(r — r?) = min(s, t) — st,
”



11.)

E[By(sr) — sBo(r)]Bo(r) = sr — sr®> —sr(1—1) =0,
E[Bo(r+ (1 —7)s) — (1 —8)Bo(r)|Bo(r) =r —r[r+(1—7)s] — (1 —8)(r—72) =0,

E[By(sr) — sBo(r)][Bo(r + (1 — r)t) — (1 — t) Bo(r)]
= EBy(sr)[Bo(r+ (1 —r)t) — (1 — t)Bo(r)]
— sEBy(r)[Bo(r+ (1 —r)t) — (1 —t)Bo(r)] =0,
E[Bo(r+ (1 —=r)s) — (1 —s)Bo(r)]|[Bo(r+ (1 —r)t) — (1 —t)Bo(r)] = 0.
E relaciékbdl kovetkezik az allitas. Miért?
EBo(S)Bo(t) = EBo(l - S)Bo(l - t) = 0.

1 n
Fo(t) = —
NORES SR
k=1
ahol I(A) az A halmaz indikéatorfiiggvényét jeloli. Ezért EF, (t) =t, és
1
BEFn(s)Fa(t) = EFn(s)EFu(t) = no (P(& < 5,6 <t) = P& <s)P(&1 < 1))
1
= —(mi t) — st
(min(s, ) — st)
tetszbleges 0 < s,t < 1-re. EbbOl kovetkezik az éllitds a K, (t) kovarianciafiggvé-

nyére.
A hatareloszlastétel bizonyitasahoz elég beldtni azt, hogy tetszoleges c1, . . ., ¢ valds
k k
szamokra Y ¢; K, (t;) eloszlasban konvergdl a > ¢;Bo(t;) valészintiségi véltozo-
j=1 j=1
hoz, ha n — oo. (Lésd pl. a 10"). feladatot a normalis eloszlds feladatsorban.)
Viszont

Y En(t) =—=> > ;i (I({& < t;}) — P(& <))

j=1 p=1j=1

-

k n

és az allitas kovetkezik a centrdlis hatareloszlastételbdl, ha azt az

k
npzzcj(j({§p<tj}>_P(€p<tj))a p=1...,n,
j=1
fliggetlen valdszintiségi valtozokra alkalmazzuk.

EZ(s)Z(t) = e—(s+t)/2EW(65)W(et) _ o (s+t)/24min(s,t) _ —|t—s]/2

A (Z(t1),...,Z(tr)) vektor eloszldsa megegyezik a (Z(t1+a),. .., Z(tr+a)) vektor
eloszlasaval, mivel mind a ketté 0 varhaté értékii normadlis vektor ugyanazzal a
kovarianciamatrix-szal.



Az Ornstein—Uhlenbeck folyamatnak a Wiener folyamat szerinti reprezentacidjat
alkalmazva irjuk fel a

(Z(th), ..., Z(t,)) = (e_tl/Q(W(etl) CW(eE)), ... et (W (etr) — W(eSr)))

(e W), e AW ()

azonossagot. Mivel a Wiener folyamat fiiggetlen novekményti folyamat, ezért a
jobboldal els6 tagja fliggetlen a

(Z(30), ..., Z(sp)) = (e™°/2(W (), ... e /2 (W (e*))

valoszinliségi valtozotol, mig a masodik tag annak fiiggvénye. fgy a keresett vektor
feltételes eloszlasa a normaélis eloszlas

(ma,...,mp) = (e”/2 ... e /)W (e*)

= (e7B/2 et/ g e/t = g (el Tt/2 L el /2))
varhato értékkel és D = (d; ) kovarianciamatrix-szal, ahol

dj,]g — 6—(tj+tk)/2 min(etj o eST,etk, o esr) — e_|tj|/2+sr_(tj+tk)/2 )

12.)

a.) Az éllitds a nagy szamok torvényének egy viszonylag egyszerii alakja. A Csebisev
egyenltlenség alapjan tetszéleges € > O-ra
> k2™ - W((k—1)27") — 1| > 5)

(&
(S (- 2 e () ()

< 3g227

2n

Mivel > 3e227" < 0o, a Borel-Cantelli lemmabdl kovetkezik az 4llitas.
n=1

b.) Definidljuk a folytonos fiiggvények kovetkez6 K halmazat a C([0,1]) téren.

2

K={f:feC(0,1]), lim » [f(k27") ~ f((k—=1)27")]" =1.
k=1

(Ez gy értendd, hogy a fenti limesz 1étezik.) Ekkor az a.) rész eredménye szerint
o (K) =1 68 pgy (K) = 0. Ezért a két mérték szinguldris egymasra nézve.
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13.) Legyen pi a (W(k2™™), k=1,...,2") uv(ff}n a(W(k2™"+mk2™"), k=1,...,2")

vektorok eloszldsa az R?" térben. Legyen f(z1,...,Ton) = w(ml, ey Ton), 68
w

vezessiik be a kovetkez6 T: C([0,1]) — R leképezést: Ha g € C([0,1]), azaz g(x)
egy a [0, 1] intervallumon folytonos fiiggvény, akkor legyen T(g) = f(g(27"),g(2 -
27™),...,g(2™ - 27™)). Legyenek ﬁ&??n és ﬂgL) a fy,m €s i, mértékek vetiilete a
{k27" k = 1,...,2"} koordinatakra a C([0,1]) téren. Azaz egy K € C([0,1])
halmazra legyen ,Dq(f)m(K) = ,uq(];lzn(U(K)) és ﬂ&n{(K) = ugu")(U(K)), ahol U

1

a C([0,1]) mérhetd részhalmazait képezi le az R?" mérhetd részhalmazaira, és
o (9) =

ds)”

U(K) ={(z1,...,x9n): Jg € K;g(k27") =y, k=1,...,2"}. Ekkor
T(g). Miért? Ekkor

f(z1,...,29n) = exp {—2" (Z(afk —zp-1+27"m)* + Z(wk - xk—1)2/2> }

k=1 k=1
= exp{mzon —m?/2},

S

s
dpny”
Ezért a Radon—Nikodym derivalt definicigjat felhasznalva meg lehet mutatni, hogy

é (g) = em9()=m*/2 Ey 3 Radon-Nikodym derivalt nem fiigg az n indextéL.

d_w m <7
g%(g) = em9(D)=m*/2 \igrt?
Hw
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