Linedris mdodszerek a tobbdimenzids statisztikaban.

E jegyzetben a Bolla-Kramli konyv hatodik fejezetének az eredményeit is-
mertetem. Ez egy feliiletes ismertetés, amelyben csak a legfontosabb ered-
ményekrdl és fogalmakrdl {irok. A bizonyitasokat elhagyom.

Az elso szekcid témaja a fékomponens analizis. Itt a kiindul6 probléma a
kovetkezd. Legyen adva egy p-dimenzids normaélis eloszlasi X véletlen vektor
C kovarianciamatrixszal és m varhaté értékkel. Irjuk ezt

X=UZ+m (1)

alakban, ahol U ortogondlis méatrix, Z pedig olyan p-dimenziés normaélis
eloszlasu vektor, nulla varhaté értékkel, amelynek koordinatéi fliggetlenek.

E probléma megoldasarol szél az 1.1 tétel. A bizonyitas a szimmetrikus
matrixok spektralfelbontdsan (diagonizalasan) alapul, illetve ennek kapcso-
latan egy szimmetrikus matrix sajavektoraival, és ezeknek a sajatvektoroknak
a tulajdonsigain. Az (1) képletben szereplé Z vektort hivjdk az irodalom-
ban fokomponensvektornak, koordinatédit pedig fokomponenseknek. Az 1.2
allitas azt mondja ki, hogy ha a normélis eloszlasu X vektort megszorozzuk
egy ortogonalis vektorral (elforgatjuk), akkor fékomponensei nem véaltoznak.

Az 1.3 tétel azzal a kérdéssel foglalkozik, hogy, ha adva van egy N,,(0, C)
eloszlasu X vektor, akkor adott £ < p szdmra, mi az X vektor legjobb k-
dimenziés kozelitése. Azaz olyan k-dimenzids A linedris transzformaciét
keresiink, amelyikre az F||X — AX||? kifejezés a lehetd legkisebb. Az 1.3
tétel szerint ez az optimalis k-dimenzios A leképezés a C kovarianciamatrix
k legnagyobb sajatértékhez tartozé sajatvektor altal kifeszitett altérre vald
vetités.

Az elso szekcié még egy eredmény megfogalmazédsat tartalmazza bizonyi-
tas nélkiil. Ebben az eredményben ismertetik azt a prébat, amely lehetové
teszi, hogy eldontsiik egy minta segitségével, hogy egy nulla varhaté értéki
véletlen normélis eloszlasu vektor kovarianciamatrixanak a k legkisebb sajat-
értéke megegyezik-e.

A masodik szekcié témaja a faktoranalizis. Azzal a problémaval foglal-
kozik, hogy mikor és hogyan lehet egy N,(C,m) eloszldsi X vektort fel-
bontani viszonylag kis k-dimenziéju standard normalis eloszlasi véletlen f
vektor linedaris transzforméacidja plusz egy tole fliggetlen e normalis vektor



plusz egy determinisztikus m vektor osszegére tgy, hogy az e normalis vek-
tor koordinatai fliggetlenek. Képletben kifejezve az X vektor kovetkezo alaku
eloallitasat keressiik.

X=Af+e+m. (2)

ahol A p x k méretii matrix, f k-dimenziés statndard normalis eloszlasu

valdszintiségi valtozd, f az e vekortdl fiiggetlen p-dimenzids normalis eloszlasu

vektor, amelynek a koordinatai korrelalatlanok és 0 varhaté értékiiek. Az f

vektort kozos faktornak az e vektort egyedi faktornak nevezik az irodalomban.
Az e és f vektorokra tett feltételek igy fogalmazhatéak meg.

Ef =0, EffT =1,
FEe =0, Fee’ =D
FEef’ =0

ahol D diagonalis métrix. A (2) formuldbdl kovetkezik, hogy
C=AA"T+D. (3)

A 2.1 tétel szerint a (3) egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg egy px k
méreti A matrixszal, ha létezik olyan D diagonalis matrix nem negativ ele-
mekkel, amelyre C — D pozitiv szemidefinit matrix, és rangja nem nagyobb,
mint k.

A valédi feladat, nem egy ismert C kovarianciamétrix felbontdsa a (3)
alakban, hanem az, hogy van egy N,(C,m) eloszldsi mintank ismeretlen
C kovarianciamétrixszal és m varhato értékkel. Ezutan keressik a C =
AA” 4+ D alakii kovarianciamétrix maximum likelihood becslését (rogzitett
k paraméterrel.) Fel szoktdk tenni az egyértelmii eléallitds kedvéért azt, hogy

ATD™A is diagonalis matrix.

A konyv ismerteti ennek a feladatnak a megoldasat bizonyitas nélkiil, il-
letve javaslatot tesz arra, hogyan kell a szamolasokat végrehajtani szamitégép
segitségével.

A harmadik szekcié témaja a tobbvaltozds regresszidanalizis. A linedris
regressziéval foglalkozunk. E feladatban egy Y (fiiggd) val6sziniiségi valtozo-
nak keressiik a legjobb linedris becslését X, ..., X}, (fliggetlen) valészintiségi
véaltozok segitségével. Ismerjitk az EY és EX;, 1 < j <k varhaté értékeket



valamint a Var Y szérasnégyzetet és a Cov (X;,Y) és Cov (X;, X;) kovari-
ancidkat, 1 <i,5 < k.
A feladat a
BE(Y = (a1 X1+ -+ apX,) = b)° (4)

minimumaénak a meghatarozasa az a, . .., a, és b egyiitthatok fiiggvényében.
E feladat megoldasat tartalmazza a 3.1 &llitds. Ennek megfogalmazésahoz
vezessilk be a kévetkezo jeloléseket. Legyen C = (Cov (X;, X)) , 1 <14,j <
p, d = (Cov (X1,Y),...,Cov (X,,Y))T, a=(ay,...,a,)". Ezzel a jeloléssel
igaz a kovetkezo allitas.

3.1 Allitas. Legyen a C mdtriz invertdlhatd. Ekkor a (4) kifejezés opti-
mumdt az

a=C"d,

b=EY — aEX, — - — a,EX,
paraméterekre veszi fel.

Vezessiik be az [(X) = a1 X7 + -+ + a, X, + b valdsziniiségi valtozot.
Ennek segitségével definialjuk az Y (fiiggd) és Xy, ..., X, (fiiggetlen) valtozdk
kozotti ry(x,,....x,) tObbszords korrelaciot, mint az ry(x, .. x,) = Corr(Y, (X))
korreldcidt. Ezzel jél lehet mérni az [(X) kozelités ¢ = Y — [(X) hibajat.
Nevezetesen, mivel Var (Y') = Var (I(X)) + Var (¢),

Var (¢) = Var (Y)(1 — 7’32/(X1,...,Xp))-
A 3.2 allitds a tobbszoros korrelacié egy optimumtulajdonsigat fogal-
mazza meg.
3.2 Allitas. Az Xi,..., X, valészintiségi valtozok tetszéleges h(X) linedris
kombinacidjara
7y (X1, | = [Corr (Y, 1(X))] = [Corr (Y, h(X))].
Megjegyzem, hogy a konyv hibds bizonyitast kozol erre az allitasra. Olyan

h(x) figgvényt kellett volna venni, amelyre E(Y — h(X))h(X) = 0. Ezutén
meg kell érteni a h(X) = [(X) fliggvénynek az optimum tulajdonsigat.

A negyedik szekcié téméja szintén egy linedris regresszié tipusu probléma.
Adva van egy p valtozds y = ax1 + - - - + a,x, linedris leképezés, és az ebben
a leképezésben szerepl6 ay,...,a, egyiitthatékat szeretnénk meghatarozni
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mérések segitsagével. A mérések szama n, de az egyes méréseket csak hibaval
tudjuk elvégezni. Masrészt a determinisztikus p-dimenzids (z;1,...,2;,),
1 < 5 < n, mérési pontokat mi véalaszthatjuk meg. Az egyes mérések ¢;,
1 < i < n, hibéja fiiggetlen nulla varhaté értékii o? szérasnégyzeti normalis
eloszlasu valészintliségi valtozé. Elvégziink n mérést, és keressiik az aq, ..., a,
paramétereknek azt a becslését, amelyre a hibak négyzetosszegének a varhato
értéke a leheto legkisebb. Feltessziik, hogy a mérések n szamaéara n > p.

A feladat pontos matematikai megfogalmazasa a kovetkezo. Legyen a =
(a,...,a,)7T, jeldlje az n mérési eredményt illetve annak hibdjét az

Y =(Y,...,. V)" és e=(eq,...e0)"

vektor. Legyen tovabba X az az n X p méreti matrix, amelynek i-edik oszlopa
az X; = (T14,...,2ni)7, 1 <4 < p, vektor. Akkor a méréseink eredményét
az

Y =Xa+e¢

képlet mutatja meg. Ekkor
E(Y —Xa)(Y — Xa)" = Eee” = 0?1,
és az a vektornak azt az a = (ay, ..., a,) becslését keressiik, amelyre az
Y —Xa||? = (Y — Xa)(Y — Xa)”

minimalis. Ez a feladat megoldhato, és azt kapjuk, hogy a keresett a vektor
az
X"Xa=X"Y

egyenlet megoldédsa. Ezt az egyenletet hivjak Gauss—féle normalegyenletnek.

A konyv ismerteti ennek az egyenletnek egy geometriai levezetését is. En-
nek részleteit nem irom le, de megadom azon mennyiségek definiciojat, ame-
lyek ebben az indoklasban megjelennek, mivel azok fontos szerepet jatszanak
késobbi formulakban is.

Legyen F' C R" az az altere az R" térnek, amelyet az x, ..., x, vektorok
feszitenek ki, és legyen P az ortogonalis vetités az R™ térben az F altérre.

A Gauss-féle normalegyenletnek mindig van megoldasa, de az nem feltét-
leniil egyértelmii. Egyértelmii a megoldds akkor, ha az X7X métrix rangja
r=np. Altalaban ezzel az esettel fogunk foglalkozni. Ekkor

a=(X"X)"'x'y. (5)
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A 4.1 allitas tartalma az, hogy az r = p esetben az a becslés torzitatlan, és
ez az eredmény megadja e becslés kovarianciamatrixat is.

4.1 Allitas. Har = p, ése N,(0,0%1,) eloszlisi, akkor a N,(a, o?(XTX)™")
eloszldsi.

A 4.2 tétel tartalma az, hogy a az a vektor legjobb torzitatlan becslése.

4.2 Tétel (Gauss—Markov tétel). Legyen r = p, és a az a vektor torzi-
tatlan becslése. Ekkor

Cov(a) < Cov(a).
Ez az egyenldtlenség azt jelenti, hogy Cov(a) — Cov (&) pozitiv definit mdtriz.
A kovetkezo eredmény a Gauss—Markov tétel kovetkezménye.

4.3 Allitas. Har = p, akkor tetszoleges b € RP vektorra az a becslés segitsé-
gével definidlt bTa kifejezés a bTa paraméter torzitatlan becslése, és az ilyen
becslések kizott a legkisebb szdrdsnégyzetii. (Ezt dgy hivjik, hogy BLUE
(Best linear Unbiased Estimate).

A kovetkezé pontban a konyv a o? szérasnégyzet becslésével foglalkozik.
Bevezeti az
S? = ||Y — Xa|* = (Y — Xa)"(Y — Xa)

kifejezést, amit rezidudlis variancianak neveznek.
A koényv megmutatja természetes geometriai meggondoldsok segitségével,
hogy o? természetes becslése r = p esetben

2
6’2 _ SE

n—p

?

és ez 02 torzitatlan becslése. Tovabba %g n — p paraméterti x? eloszlasu valé-
szinfiségi valtozé. Azt is allitja a konyv, hogy alkalmas feltevések esetén 62
o2 legkisebb szérasnégyzetii torzitatlan becslése.

A kovetkez6 4.4 allitas kissé mas problémaval foglalkozik, mint ez a
szekcid. Azt a kérdést vizsgdlja, milyen b € RP vektorokra létezik a b'a
paraméterfliggvénynek torzitatlan becslése. Megmutatja, hogy akkor és csak
akkor, ha a b vektor az A sorvektorai altal kifeszitett altérben van. Ez r = p
esetben minden b € R? vektorra teljestl.

A 4.5 allitasban a konyv megadja az a vektor és o
becslését.

2 maximum likelihood



4.5 Allitdas. Ha ¢ N,(0,0°L,) eloszdsi, akkor akkor a mazimum likeli-
hood becslése a (5) képletben megadott a kififejezés, a o® mazimum likelihood
becslése pedig

A negyedik szekcid utolsé témaja annak a nullhipotézisnek az ellenérzése,

hogy
Hy: ap = Ay =+ -+ = Q.
Meghatarozza e nullhipotézis tesztelési eljarasat, ha a likelihood hanyados
probat alkalmazzuk. Azt kapja, hogy az eljaras a kovetkezo.
Vegyiik az
YTPY
- YTI-P)Y
hényadost, ahol I az identitas operator, P pedig a kordbban bevezetett P
projekcié. Ekkor F' F(p,n — p) eloszlast kovet, azaz eloszldsa megegyezik
két fiigggetlen p és n — p paraméterti x? eloszldsi valészinliségi valtozd
hanyadosanak az eloszlasaval. Akkor utasitjuk el a nullhipotézist, ha F' > ¢,
alkalmas ¢, szammal.

F

Az 6todik szekcid téméja a varianciaanalizis. Harom 6 részbdl dll. Az els6
rész téméja az egyszempontos varianciaanalizis, a masodiké a kétszempontos
varianciaanalizis interakcié nélkiil, a harmadiké a kétszempontos variancia-
analizis interakciéval. A konyv csak réviden emliti a tobbszempontos vari-
anciaanalizist.

A feladat a harom esetben a kovetkezd:

a) Egyszempontos varianciaanalizis,
Van k csoport, az i-edik csoportban n; megfigyelés. Ezek eredménye

Xi; N (b;, 02) eloszlasu valdszintiségi valtozo, 1 <1 <k, 1 <7 <n;.

Becsiiljiik meg a legkisebb négyzetek modszerével a b;, 1 < ¢ < k, paraméte-
reket. Vizsgaljuk a becslés tulajdonsdgait.

b) Kétszempontos varianciaanalizis interakci6 nélkiil,
Vannak (i, j) paroknak csoportjai, 1 <i <k, 1 < j < p. Mindegyik (1, )
parra 1 megfigyelést végziink. Legyen ez

Xi,jzm—i—ai—l—bj—l—am, (izl,...,k,jzl,...,p>,
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olyan a; és b; szdmokkal, amelyekre

k p
bj =0, (6>
i=1

=1 J

ahol az ¢, ; valésziniiségi valtozok fiiggetlenek N(0,0?) eloszléssal. (o2 is-

meretlen.)
Becsiiljik meg a legkisebb négyzetek modszerével az a;, 1 < i <k, és b,
1 <7 < p, paramétereket. Vizsgdljuk a becslés tulajdonsagait.

c) Kétszempontos varianciaanalizis interakcidval,
Vannak (i, j) paroknak csoportjai, 1 <1i <k, 1 < j < p. Mindegyik (3, j)
parra végziink n megfigyelést. Legyen ez

Xm-,l:m+ai+bj+ci,j—|—€i,j,l, (izl,...,k, jzl,...,p, lzl,...,n),

olyan a;, b; és ¢; j szamokkal, amelyekre

bj =0, (7>

1

J

k
> ai=0,
i=1

p

k
Zci,jzoa jzlv"'7p7
i=1

p
ZCZ‘J‘:O, Z:]_,...,k,
J=1

ahol az ¢; ;; valoszintiségi valtozok fuggetlenek N(0,0?) eloszldssal. (o2 is-

meretlen. )
Becsiiljik meg a legkisebb négyzetek mddszerével az a;, bj és ¢; j, 1 <i <
k, 1 <j < p, paramétereket. Vizsgaljuk a becslés tulajdonsagait.

Mindharom esetben a keresett optimumot a Lagrange-féle multiplikator
modszer segitségével tudjuk kiszdamolni. Megjegyzem, hogy a (6) feltétel a
b) esetben, illetve a (7) feltétel a c¢) esetben nem jelent igazi megszoritast.
Ugyanis, be lehet latni, hogy ha valamely a;, b;, m paraméterrendszer teljesiti
a b) esetben felirt relacidkat, akkor ezek alkalmas lineéris transzformaciéja
teljesiti mind ezeket a reldcidkat mind a (6) feltételt. Hasonléan, ha valamely
a;, bj, ¢;;, m paraméterrendszer teljesiti a c) esetben felirt relacidkat, akkor
ezek alkalmas linedris transzformaciéja teljesiti mind ezeket a relacidkat mind



a (7) feltételt. Tovabbd, ha alkalmazzuk a Lagrange-féle multiplikdator méd-
szert, és elhagyjuk azokat a folosleges egyenleteket, amelyek a tobbi egyen-
let kovetkezményei, akkor egy olyan egyenletrendszert kapunk, amelyben a
valtozdk szama megegyezik az egyenletek szamaval. Megadom, hogy hogyan
kell definidlni az a;, b; és ¢; ; mennyisageket a c) esetben.

Ebben az esetben eredetileg olyan m' a;, b} és c; ; mennyiségek vannak
megadva, amelyekre

Xiga=m'+a; +V;+c;+eigy, (G=1,....k j=1,...,p l=1,...,n).

s . . ’ J 1 k / 1 P / _
Definialjuk e mennyiségek segitségével az a, = T iy Gy, b= 5 > =1 b, ¢ =

1 5P / _ 1<k /4 _ 1 k D / e A

5 2j=1Cijs Cj = 5 2i=1Cij € C.= 15 2lim1 2 =1 Cijj kifejezéseket. Ekkor az
m=m'+a +b +c,a =a—-a+c —d,bj=0-b+c;—c. és
Cij = C; — ¢ — cj + ¢ mennyiségek teljesitik mind az

Xi,j,l:m+ai+bj+ci,j+5i,j,l7 (izl,...7k}, j:1,...,p, lzl,,n)

mind a (7) reldciét.

Az a) esetben érdemes megfogalmazni a feladatot kissé kiilonb6z6 médon.
Irjuk fel a b; szamokat b; = a; + m alakban, 1 < ¢ < k 1ugy, hogy
>%  nsa; = 0. Ekkor a megfigyeléseink

Xi,j:ai—i—m—kai,j, 1§/L§k, 1§j§nl
alakban irhatdéak. A
k  n; k n;
2 2
Y. =2 (Xij—ai—m)
i=1j=1 i=1j=1

kifejezés minimumét keressiik a 3% n;a; = 0 kényszerfeltétel mellett. A
megoldas leirasa érdekében vezessiik be a kovetkezd mennyiségeket.

1 n; n;

_ _ 1 &
Xi=—> X, X.‘ZEZZXM'

i j=1 i=1j=1

Ezzel a jeloléssel a megoldas

m=X,ésa=X, - X, i=1,...,k



A b) esetben a
kop
> (X —m—a; —by)®
i=1j5=1
kifejezés minimumét kell kiszdmolni a (6) kényszerfeltétel mellett. A megol-

das lefrasa érdekében vezessiik be a kovetkezo mennyiségeket.

_ 12
Xi. - *ZXi’j, ’izl,...,]{?,
pj:1

_ 1.k »
X] - %ZXZ,ja j:17“'7p7

. 1
X.

I
M?f L
M%

Ezzel a jeloléssel a megoldas

X, dZ:XZ—X, izl,...,k, és j:X.j—X“,j:L...,p.

hy —
A c) esetben a

k p n
Z Z Z(XL]'J —m—a; — bj — Ci,j)Q

kifejezés minimumét kell kiszdmolni a (7) kényszerfeltétel mellett. A megol-
das lefrasa érdekében vezessiik be a kovetkezo mennyiségeket.

n

p
X, fZZXJ,, i=1,...,k,
=1

j 1
B 1 k n
Xj - ZXi,j,h j: ]-7"'7p7
kn i=11=1
_ 12
i,j. *Z 4,5,0 1= 17 7k7 J = 17 y Dy
=1
B3
X = — Xiji
kpn = j=11=1
Ezzel a jeloléssel a megoldas
m:)_(,az—)_(i - X ,i=1, k, b]:)_(_j,—)_(,jzl, P



A most kapott kifejezések segitségével megadhatjuk a vizsgalt modellek-
ben természetesen felmerilé hipotézisek statisztikai vizsgalatat. Ezt csak
roviden ismertetem bizonyitasok nélkiil.

A konyv el6szor megemliti, hogy az els6 1épésben ellendrzi, hogy az adott
modellekben az m = X (vagy m = X _illetve m = X ) valészintiségi valtozd
varhaté értéke nulla-e (van-e f6hatds), és csak azzal az esettel foglalkozik,
amikor ez a varhaté érték nem nulla. Bar a konyv e varhato érték becslésével
nem foglalkozik, ez viszonylag egyszerti probléma. Azt kell ellenérizni, hogy
az X (vagy tobb pont van az indexben) normélis eloszlastu valésziniiségi
valtozé varhato értéke nulla-e. Ezt konnyen ellendrizhetjiik, ha ismerjiik az
osszeadanddk szérasnégyzetét. Ha azt nem ismerjiik, akkor azt is becsiilni
kell. Ez lehetséges a konyvben csoportokon beliili négyzetosszeg névvel defi-
nialt kifejezések segitségével.

Tekintsiik el6szor az a) esetet. Ekkor azt akarjuk ellenérizni, hogy teljesiil-
e az a Hy nullhipotézis, amely szerint

Hy: a1=ay=...=a;=0.

Be lehet ldtni, hogy a csoportokon beliili Q, = 3%, Z;‘;l(Xi,j—Xi.)? négyzet-
Osszegre % x? eloszlasi n — k szabadsagfokkal, akér teljesiil a nullhipotézis,
akar nem. A csoportok kozotti Q, = 28 | (X, — X )2 négyzetdsszegre %
a nullhipotézis teljesiilése esetén a Q. valészinliségi valtozétdl fiiggetlen 2
eloszlasu valészinliségi valtozd k —1 szabadsagfokkal. E valdszintiségi valtozo
értéke a nullhipotézis nem-teljesiilése esetén nagyobb, mert ekkor nem nulla
varhato értékii normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozok négyzetosszegét kell
tekinteni. Ezen észrevételek alapjan el lehet késziteni a tesztet. Akkor fo-
gadjuk el a nullhipotézist, ha a % hanyados nem tul nagy.

A b) és c¢) esetekben is hasonléan érveliink. Ezek pusztdn jelzésszerii
targyalasaban nem irom le a konyvben megtaldlhato kifejezések pontos for-
majat, megelégszem azzal, hogy utalok azoknak a konyvben megtalalhato
nevére.

a b) esetben a % normalizalt véletlen hiba mindig x? eloszldsu (k —
1)(p — 1) szabadsagfokkal. Az a hatdsoknak megfelelé @, négyzetisszegre
% a nullhipotézis teljestilése esetén a @), valdszinliségi valtozotdl fiiggetlen
x? eloszldsu valdszintiségi valtozé k — 1 szabadsdgfokkal. Ez lehetévé teszi a
H()a

Hoai a1:a2:---:ak:O

nullhipotézis vizsgdlatét az a) esethez hasonlé médon.
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A Hy,
Hgbi b1:b2:"':bp:0

nullhipotézist hasonlé mdédon vizsgaljuk, csak ekkor a b-hatasoknak megfelel
@y négyzetosszeg veszi at a @, négyzetosszeg szerepét.

Tekintsiik a c) esetet. Ekkor vizsgaljuk a Hy,, Hey és Ho. nullhipotézise-
ket, amelyeket a
Hoy: ay=ay=---=a, =0,

H()bl b1:b2:---:bp:0,
HOab: CZ‘J‘:O. Zzl,,kal,p

feltevések jelentenek.

Ezek v1zsgalataban felhasznaljuk hogy a Q). véletlen hlba £ négyzetossze-
gének a § normalizaltja mindig x? eloszldsi kp(n — 1) szabadsagfokkal A
Hy, fennélldsa esetén az a-hatasok ), négyzetosszegének = 92 normalizéltja x2
eloszlésﬁ k — 1 szabadsédgfokkal, és fiiggetlen a @), valoszmusegl valtozotol.
Ezért a ¢ hanyados viselkedése segitségével ellendrizhetjik a Hqo hipotézist.

Hasonloan a Hy, fennéllasa esetén a b-hatasok @, négyzetosszegének (;2”
normalizéltja x> eloszlzisfl p 1 szabadsagfokkal, és fliggetlen a (). valdszini-
ségi valtozotdl. Ezért a Q b hanyados viselkedése segitségével ellenorizhetjiik
a Hyy hipotézist.

A Hyy fennallasa esetén az ab-interakcié hatasok (). négyzetosszegének
% normalizéltja x* eloszldsi (k — 1)(p — 1) szabadsédgfokkal, és fiiggetlen
a Q. valészintiségi valtozotol. Ezért a % hanyados viselkedése segitségével
ellenorizhetjik a H,y hipotézist. ’

Valéjaban, ha a Hy 4 nullhipotézist elfogadjuk, akkor a Hy, és Hoy, null-
hipotézisek vizsgalatat masképp is elvégezhetjiik, és ezt a mddszert alkalmaz-
zak a gyakorlatban Ekkor ugyanis, mivel Q. és Q). fiiggetlenek, ezért a QC+Q6
osszeg x? eloszldsi knp — k — n + 1 szabadsdgfokkal. Ha a Hy, illetve Hob
nullhipotézis is teljesiil, akkor ez fiiggetlen a @), illetve ), négyzetosszegtol
is. Ezért ezeket a nullhipotézisket akkor fogadjuk el, ha a Qfﬁl@c illetve QﬁQc
viszonylag kicsi.

A hatodik szekcié témaja a kovarianciaanalizis. Ezt csak roviden is-
mertetem. A feladat a kovetkezo.

Megfigyeliink egy n elemt Y = (Y1,...,Y,)T véletlen vektort, amely a
kovetkezo modon keletkezik.
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Adott egy B = (b;;), 1 <i <n,1<j <k, nxkméreti struktiramatrix
valamilyen r < k ranggal és egy D = (d;;), 1 <i <n,1 < j <[, nxI[ méreti
kiséromatrix, amelynek rangja [. A D és B matrixok értékét ismerjik. A
megfigyelt Y (véletlen) vektor varhaté értéke

EY = Ba+ Dc,

valamilyen (ismeretlen) a = (ay,...,a;)" ¢ = (c1,...,¢)" vektorokkal. Eze-
ket akarjuk megbecsiilni a legkisebb négyzetek modszerével, azaz a

2
Z(Y} —bpay — - = byay — dpey — - — dyay)
i=1

kifejezés minimumanak a meghatarozasaval az aq, ..., ag, ¢1,..., ¢ paramé-

terek fliggvényében. Ez a

B'Ba+B'Dc = B'Y (8)
D'Ba+D'Dc = D'Y (9)

egyenletrendszer megoldasat jelenti.
Ennek érdekében vezessiik be az &, vektort, mint a B’Bay, = BTY
egyenletrendszer és az a;, i = 1,...,1l, vektorokat, mint a B'Ba, = B”d;

egyenletrendszer megoldasat, ahol d; a D matrix i-edik oszlopvektora.

A (8) egyenletet beszorozva a al vektorral (balrdl), majd kivonva bel8le a
(9) egyenletrendszer i-edik sorat, és ezt elvégezve minden ¢ = 1,...,[ indexre
[ darab olyan linedris egyenletet kapunk, amelyekben csak a ¢; valtozok szere-
pelnek. (Az a; valtozok hidnyoznak.) Ezek segitségével ki lehet szdmolni a ¢;
egyltthatokat, majd azok ismeretében az a; egyiitthatékat is. Azt hasznéljuk
ki ebben a szdmoldsban, hogy a (9) egyenletrendszer i-edik egyenletének elsé
tagja d/Ba = a/B’Ba. (A teljes bizonyitdsban még meg kell indokolni,
hogy az a; mennyiségeket definialé egyenleteknek van megoldasuk akkor is,
ha r = rang (B) < k. Feltessziik, hogy n > max(k,1).)

A konyv tovabbi képleteket tartalmaz e feladat megoldasardl illetve azok-
kal kapcsolatos teszt eljardasokrol. Véleményem szerint ezek részletesebb ma-
gyarazatot igényeltek volna.

A hetedik szekcié témaja a kanonikus korrelacidanalizis. Ez a kovetkezd
problémaval foglalkozik. Legyen X = (Xi,...,X,) ésY = (Y1,....Y))
két (egyiittesen) normélis eloszldsi véletlen vektor nulla varhaté értékkel.
Jelolje C;; az X vektor, Co9 az Y vektor kovarianciamatrixat, és legyen
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Cio = (EX}Y)), 1 <i<p 1<j<gq,azX és Y vektorok kozos ko-
varianciamatrixa. Definidljuk az X és Y vektorok kanonikus korreldcios
egyutthatoit, és allapitsuk meg azok legfontosabb tulajdonsdgait. Latni fog-
juk, hogy a kanonikus korrelacis egytitthaték definicidja, illetve azok tulaj-
donsagai szoros kapcsolatban vannak a (téglalap alaki) méatrixok szingularis
felbontédsaval.

A kanonikus korrelaciés egyiitthaték a Cy 1, Ca 2 és Cy o kovarinciamatri-
xok fiiggvényei. A kovetkezd kérdés az, hogy hogyan becsiiljitk meg (a maxi-
mum likelihood médszer segitségével a kanonikus korrelaciés egyiitthatokat,
ha a fenti kovarinciamatrixokat nem ismerjiik, viszont van egy n-elemii min-
tank az (X, Y) vektorparokbdl. E kérdés folytatdsa annak a probléméanak a
vizsgalata, hogy hogyan adjunk egy statisztikai proobat annak ellendrzésére,
hogy csak a k legnagyobb kanonikus korrelaciés egyiitthaté nem nulla.

A bizonyitasok részleteit nem fogom kidolgozni. Egyébként a konyv is
tulsagosan tomoren magyarazza ezt a témat.

Az els6, legnagyobb kanonikus korreldciés egytitthatét tgy hatarozzuk
meg, mint a kovetkezo szélstértékfeladat megoldasat. Keressiink olyan a; €
RP és by € R? vektorokat, amelyekre

Corr (a] X,bTY) = max Corr (a’ X,b"Y),
(a,b)eVy
ahol
Vi ={(a,b): a€ R, b € R}.
Az a; és by vektorok csak egy konstans szorzo erejéig vannak meghatarozva.
Pontosabban, a tekintett korrelacié nem véltozik, ha e vektorokat (esetleg
kiilénb6z6) pozitiv szdmokkal szorozzuk meg.

A Corr (a7 X, bTY) mennyiség az els6, legnagyobb, kanonikus korreldciés
egyiitthato.

A k-ik kanonikus korrelacids egyiitthatét, és a hozza tartozé (ag,by)
vektorpart definidljuk minden 1 < k < min(p, q) szdmra. Ezt indukciéval
tessziik a kovetkez6 moddon. Ha definidltuk a j-ik kanonikus korrelacios
egyiitthatot, és a hozzd tartozé (a;,b;) vektorpart minden 1 < j < k in-
dexre, akkor legyen

Corr (aj, X,b{Y) = max Corr(a’ X, b"Y),
(a,b)eVy
ahol
Vi ={(a,b): a€ RP, Corr (aX,a,X) =0, j=1,...,k—1,
b e RY, Corr (bY,b,;Y) =0, j=1,...,k—1},
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és (akbk) € Vk

Az a; és by, vektorok is csak egy konstans szorzo erejéig vannak megha-
tarozva. Az altaluk meghatdrozott korrelacié nem valtozik, ha e vektorokat
pozitiv szamokkal szorozzuk meg. Ezt a tényt felhasznédlva jogunk van olyan
a; és by vektorokat tekinteni, amelyekre

akTCLlak =1 és kaCQ72bk = 1, k= 1, c. ,min(p, q)
Tekintsiink ilyen ay;, és by vektorokat, és definidljuk segitségiikkel az
qf = C%,/lzak és Bk = C;é%bka k= 17 < ,min(p, q)

vektorokat. Az (ag, k) vektorparok meghatérozasa ekvivalens az (ag, by)
vektorparok meghatdrozdsdaval. Az (oy, Bx) parok meghatdrozasa egy olyan
szélsoérték feladat megoldasat jelenti, amely ekvivalens a

D = C;,/°C,,Cp "

métrix D = VSU” szingularis felbontdsénak megadéséval. Ugyanis ||oy|| =
1, /Bk = 1, és
ap Dy = omax DSy
aTaj:BTBj:O,jzl ,,,,, k—1

Itt a V= (vq,...,vp) és U = (uy,...,u,) matrixok szingularis vektorai
kozil az els6 min(p, q) tag adja az ay, By vektorokat. Az S métrixnak csak
a diagondlisdban vannak nem nulla elemek. Ezek a diagonalisban levo s; >
S > ... 2 Smin(pg) Szdmok megegyeznek a megfeleld kanonikus korrelacios
egyiitthatokkal. Ha csak az elsé [ elem nem nulla ezek koziil az s, egytitthatok
koziil, akkor csak az els6 | kanonikus korrelacios egytitthatordl érdemes be-
szélni.

Van a kanonikus korrelacios egytitthatéknak egy maésik hasznos jellem-
zése. Tekintsiik az (Xi,...,X,,Y:,...,Y,) p+ ¢ dimenzids vektort. Ennek

kovarianciamatrixa a
Ci1 Cip
Cy1 Copo

matrix, ahol Cq; = C{Q. Megadjuk ennek egyszeriibb, tigynevezett kano-
nikus alakra hozasat a D = Cl_j/zCLQC;;/Q méatrix D = VSU” szinguldris
felbontasanak segitségével.
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Legyen A = C11/*V és B = C,,/°U. Definidljuk segitségiikkel az
ATX és BTY vektorokat. Irjuk fel ezek egyiittes eloszldsénak a kovarian-
ciamatrixat. Ez

ATC,A ATCL,B) ([ VIV VDU\ (I, S
B’C,,A B’C,,B | — |\ U'D’V U'U ST 1,

Vegyiik észre, hogy nemcsak az I, és I, matrixok diagonalisak, hanem az
S matrix is. Ennek diagonalis elemei a kanonikus korrelacios egyiitthatok.
Ezek mérik, hogy milyen erds a kapcsolat az X és Y vektorok kozott.

A kovetkezd probléma az, hogy hogyan becsiiljiik meg a kanonikus korre-
laciés egytitthatokat, ha nem ismerjik a C; 1, Cyo és C; o kovarianciamat-
rixokat, viszont van egy n-elemii (Xy,Yq),...,(X,,Y,) mintank az (X,Y)
vektorra. A természetes hozzddllas az, hogy megbecsiiljiik a minta segitsé-
gével a C; 1, Cyo és Cy o kovarianciamétrixokat, és ezekkel a becslésekkel
szamolunk.

A konyv jeloléséhez alkalmazkodva legyen F = (Xy,...,X,)7, és G =
(Yy,...,Y,)T. Ekkor az Cy;, Cya és Cpo méatrixok maximum likelihood
becslése

- 1 A 1 A 1
Cl,l = *FTF, 0272 = *GTG, CLQ = *FTG.
n n n

Ennek segitségével meg tudjuk hatarozni a D = Cl_&/2C1,2C2_21/2 métrix D =
éi/ ZCLQCQ_;/ ® maximum likelihood becslését. Készitsik el a D = VSUT
szingularis felbontdshoz hasonléan a D = VRU7? szingularis felbontast, ahol
R felel meg az S diagondlis matrixnak. Feleljen meg az S matrix s; elemének
a R matrix r; eleme.

Ezen kifejezések segitségével el tudjuk késziteni a likelihood hényados
préobat arra az allitdsra, hogy 6sszesen k& < min(p, ¢) nem zér6 kanonikus kor-
relacios egytitthatd van. Ez ekvivalens azzal az éllitdassal, hogy S diagonalis
méatrix diagondlisdban s; # 0, és s; =0, ha j > k.

E feladat megoldasanak érdekében eldszor felirjuk az

(X1, Y1), (X, Ya))

minta striségfiiggvényét. Ezt meg tudjuk tenni, felhasznalva, hogy meg
tudjuk adni az Y; véletlen vektor feltételes eloszlasat a X; = x; feltétel
mellett. Ez a feltételes eloszlas a normalis eloszlas Qx; varhato értékkel, és
C, 21 kovarianciamatrixszal, ahol

—1 T -1
Q = 02,10171; C2,2,1 = C2,2 - 01,201,101,2-
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(Lésd példaul a kényv 5.1.7 Allftsat.)
Erdemes lenne az

(ATX,,B7Y)),...,(A"X,,B"Y,))

minta striségfliggvényét is megadni, de a konyv ezt nem teszi. Viszont azt
allitja, hogy e stiriségfiiggvény maximuma akkor, ha s; # 0, j < k-ra, és
s; = 0 7 > k-ra megegyezik az éltala megadott képlettel. Ezt érdemes lett
volna részletesebben megindokolni. Ha ezt az eredményt elfogadjuk, akkor
nem nehéz latni, hogy a maximum likelihood hdnyados préba a kanonikus

/////

eljarassal.
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