Hipotézisvizsgalat.

Ez a jegyzet csak rovid attekintést ad a Bolla—Kramli konyv Hipotézsvizs-
gélat cimi konyv 4. fejezetérol. A legfontosabb fogalmakat és eredményeket
ismertetem, és egyes helyeken, ahol ezt hasznosnak tartom, teszek néhany
megjegyzést az eredmények bizonyitasardl is.

Az alapfeladat a kovetkez6. Megfigyeliink egy mintat, azaz fliggetlen,
egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok valamilyen X, ..., X, sorozatat.
Feltessziik, hogy az X, j = 1,...,n, val6sziniiségi valtozok az R* Euklideszi
térben veszik fel az értékiiket. A konyv 4. fejezete csak a &k = 1 esettel
foglalkozik. Azt akarjuk ellendrizni a minta alapjan, hogy a megfigyelt va-
16szintiségi valtozok eloszlasa rendelkezik-e bizonyos tulajdonsagokkal. Pon-
tosabban megfogalmazva, van eloszlasoknak egy valamilyen modon definialt
csaladja, és azt akarjuk ellendrizni, hogy az altalunk megfigyelt valoszintiségi
valtozdék eloszlasa ebbe a csaladba esik-e. Azt a feltételezést, hogy ez igy
van, nevezzik nullhipotézisnek. Van az eloszldsoknak egy masik, a fel-
adat jellegétol fiiggd ettol diszjunkt csaladja, és tudjuk, hogy a megfigyelt
valészintségi valtozok eloszldsa e két eloszlascsalad valamelyikébe esik. Azt
a feltételezést, hogy a minta elemeinek az eloszlasa ebbe a masik csalddba
esik nevezziik ellenhipotézisnek. A megfigyelt minta alapjan déntést hozunk
arrol, hogy szerintiink teljesiil-e a nullhipotézis. Ha egy minta elemeinek az
eloszlasa teljesiti a nullhipotézist, és mi olyan dontést, hozunk, hogy nem
teljesiti azt, akkor olyan hibat kovetiink el, amit az irodalomban elséfaju
hibdnak neveznek. Azt a hibat, amit akkor kovetiink el, ha egy olyan
minta elemeinek az eloszlasardél, amelyik nem teljesiti a nullhipoézist azt
mondjuk, hogy teljesiti a nullhipotézist masodfaji hibanak nevezik. Célunk
természetesen az, hogy olyan dontést hozzunk, amelyiknek mind az elséfaji
mind a maésodfaji hibdja kicsi. De az elséfaju hiba csokkentésének az az
ara, hogy a masodfaji hiba no. Ezért ezt a feladatot pontosabban meg kell
fogalmazni.

El6szor néhany egyéb terminoldgiat vezetek be. Ha mind a null mind
az ellenhipotézisben szerepld eloszlasok egy Euklideszi tér részhalmazanak
a pontjaival vannak indexelve, akkor paraméteres prébarol beszéliink. Ha
ezen eloszlasok csaladja sokkal gazdagabb, és ezért elemeit nem lehet ilyen
modon indexelni, akkor nem paraméteres probardl beszéliink. E jegyzetben
a paraméteres prébakrol szélo eredményeket ismertetem, bar a konyv tar-
talmaz néhany eredményt nem paraméteres probakrol is. Egy teszt abbol
all, hogy a minta lehetséges értékeinek a halmazat két diszjunkt részre egy



X, elfogadasi és egy A kritikus halmazra osztjuk. Ha a minta az X, hal-
mazba esik, akkor elfogadjuk, ha az A} halmazba esik, akkor elutasitjuk
a nullhipotézist. Bizonyos esetekben ennél kissé altalanosabb eljarast al-
kalmazunk. Nevezetesen, a minta bizonyos értékei esetén, egy a mintatol
fliggetlen kisérletet tesziink, és ezen kisérlet eredménye alapjan p valészini-
séggel elfogadjuk, és 1 — p valdszintiséggel elutasitjuk a nullhipotézist. Az,
hogy milyen valészintiséggel utasitjuk el a nullhipotézist az X, és X}, halmazok
megvalasztasaval, fligg attol, hogy a nullhipotézis melyik eleme kovetkezett
be. Akkor mondjuk, hogy a préba ereje €, ha a legkellemetlenebb esetben is az
els6faju hiba értéke nem nagyobb, mint €. Formaélisan, jelolje { Py, ¥ € O}, a
nullhipotézis altal kijelolt eloszlasok csaladjat, ahol © valamilyen paraméteter
tartomany. Akkor mondjuk, hogy az X, és X} halmazok altal meghatarozott
préba ereje €, ha supyee Py((X1,...,X,) € &) = . A kényv az ilyen tu-
lajdonsagi probakat e terjedelmi probdknak nevezi. A tipikus statisztikai
feladatok azt jelentik, hogy rogzitiink egy e hibahatart, és olyan probat
kerestink, amelynek az ereje kisebb vagy egyenlo e, és a masodfaju hibaja
(ami természetesen fligg attdl, hogy az ellenhipotézis melyik eloszldsa jelenik
meg) viszonylag kicsi.

A konyv 4. fejezetének az elsd fontos eredménye a Neyman—Pearson
lemma. Ez azzal a specialis esettel foglalkozik, amikor mind a nullhipotézis
mind az ellenhipotézis egyetlen elembdl, egy Py, illetve Py, valdsziniiségi
mértékbol all. Rogzitiink egy € > 0 szamot. A Neyman—Pearson lemma
megadja azt, hogy hogyan néz ki az a préoba, amelynek elséfaju hibaja kisebb
vagy egyenlo ¢, és eme megkotés mellett a masodfaju hibaja a lehet6 legki-
sebb. Ezen eredmény megfogalmazasa érdekében bevezetiink néhany jelolést.

Jelolje X = (X1,...,X,,) a megfigyelt mintat. Legyen adva egy olyan pu
mérték, amelyre nézve mind a Py, mind a Py, mérték abszolit folytonos, és
legyen a siirtiségfiiggvényiik ezen p mérték szerint py,(x) és py, (x). Jeldlje
Ly (X) = [Tj=1 Poo (X;) a Py, és Ly, (X) = ITj—; ps, (X;) a Py, mérték szerinti
likelihoodfiiggvényét az X = (X1, ..., X,) mintanak.

A X = (Xy,...,X,) minta egy csak 0 vagy 1 értéket felvevé ¢ (X)
fiiggvényét probafiiggvénynek nevezziik, amely a kovetkezo prébat hatarozza
meg. A nullhipotézist fogaduk el abban az esetben, ha ¥(X) = 0, és az
ellenhipotézist fogadjuk el abban az esetben, ha $(X) = 1. Erdemes a
prébafiiggvényt kissé altalanosabban definialni, és olyan definiciét bevezetni,
amelyben bizonyos mintak megjelenése esetén 1 — p valdszintiséggel a null-
hipotézist, és p valészintiséggel az ellenhipotézist fogadjuk el. Ennek alapjéan,
legyen 0 < (X) < 1, és (X) = p esetén 1 — p valdsziniiséggel a null-
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hipotézist és p val6sziniiséggel az ellenhipotézist fogadjuk el (egy a mintétol
fiiggetlen kisérlet alapjan). Egy préba definicija a ¢ (X) prébafiiggvény
megadésat jelenti, amelynek segitségével a fent megadott médon hozzuk meg
a dontésiinket. Egy 1(X) prébafiigvény édltal meghatérozott préba elséfaju
hibdja Ey,(1 — (X)), masodfaji hibdja Ey,1¥(X). A most bevezetett fogal-
mak és jelolések segitségével megfogalmazzuk a Neyman—Pearson lemmat.

Neyman—Pearson lemma. Legyen adva egy X = (Xo,...,X,) minta a
nullhipotézis szerint Py, az ellenhipotézis szerint Py, eloszldssal, Py, # Py, .
Minden 0 < € < 1 szamhoz létezik olyan c = c(¢) >0 ésp=p(e), 0 <p < 1,
szam, hogy a segitségikkel definidlt (X) = 1. ,(X) probafiggvény, amelyet
a

Lo, (X)
0 ha LZ;(X)<C,

Lo, (X)
Nl L
1  ha Lz;(x) > c

képlet definidl teljesiti a Fy,(1 — ¢(X)) = € azonossdgot, azaz a P(X) pro-
bafiigguény dltal megadott préba elsdfaji hibdja €. Mdasrészt, ha egy V' (X)
probafigguény dltal meghatdrozott probanak az elséfaji hibdja kisebb vagy
eqyenld e, akkor e préba mdsodfaji hibdja nagyobb vagy egyenld, mint a
(X)) probafiggvény dltal meghatdrozott proba mdsodfaji hibdja. Képletben
kifejezve: Ha Eg,(1 — /(X)) < ¢, akkor Ey, ' (X) > Ey,(X).

Eltekintek e lemma bizonyitasatol, csak egy rovid heurisztikus magya-
razatot adok arra, hogy miért igaz ez az eredmény. Ha adva van két X =

. . Loy (X) _ Lo, (X!
(Xy,...,X,) és X' = (X7,..., X)) minta, amelyekre LZ;Exg < L:;EX,;, akkor

az X minta megjelenése esetén inkabb dontenénk a nullhipotézis mellett,
mint a X’ minta megjelenése esetén. Ez azt sugallja, hogy olyan prébat

valasszunk, amelyben egy alkalmas ¢ > 0 konstanst valasztunk, és ﬁzl g; <
0
c esetén a nullhipotézis, ﬁzl g; > ¢ esetén az ellenhipotézis érvényessége
0

mellett dontiink. A c¢ konstanst ugy akarjuk valasztani, hogy az elséfaju

hiba pontosan ¢ legyen. Lehetséges, hogy a valasztand6 ¢ szam olyan lesz,
L01 (X)
Loy (X)

esetén véletleniteni kell, bizonyos valdszintiséggel a nullhipotézist, és bizonyos
valészintiséggel az ellenhipotézist kell valasztani annak érdekében, hogy az
elsofaji hiba pontosan e legyen.

hogy a Py, ( = c> valoszintiség pozitiv. Ezen esemény bekovetkezte

Tekintlink statisztikai modelleket a kovetkezo tulajdonsagokkal. A H
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nullhipotézis olyan Py valdszintiségi mértékekbol all amelyek ¥ indexére ¥ €
O valamely O indexhalmazzal, a H; ellenhipotézis olyan Py valdszintiségi
mértékekbdl all, amelyekre ¥ € ©1 egy mésik ©; indexhalmazzal, ezek az in-
dexhalmazok diszjunktak, azaz ©yNO; = (). Tovabb4 ezeknek a mértékeknek
van kozos dominalé mértékiik, azaz bevezetve a © = Oy U Oy jelolést, van
olyan p mérték, hogy minden Py, ¥ € ©, mértéknek van py(-) stirliségflige-
vénye e szerint a p mérték szerint. A konyv bevezet ilyen modellekben egy
prébat, amit likelihood hanyados prébanak nevez. Ez egy plauzibilis eljaras,
és bar a konyv nem ismertet olyan eredményeket, amelyek e modszer elényos
tulajdonsagairol szélnak, mégis érdemes ezt ismertetni. A kényv tébb olyan
statisztikai feladatot targyal, ahol a jo statisztikai probat tugy taldljuk meg,
mint az adott modellben megjelend likelihood hédnyados prébat.

Vezessiik be az Ly(X) = [T, ps(X;) likelihood fiiggvényt minden X =

(X1,...,Xp) (n-elemil) mintara és Py, ¥ € O, valdszinliségi mértékre. Defi-
nialjuk a
)\n(X) _ SUPﬂe@o Lﬂ(X)
SuPyee Lo(X)

kifejezést. Ekkor 0 < \,(X) < 1, és azt véarjuk, hogy természetes modellek-
ben, akkor lesz ez a kifejezés nagy, azaz kozel 1 nagy valdszintiséggel, ha
¥ € ©g. Ugyanis Ly (X) = exp {Z}l:l logpﬁ/(Xj)} ~ exp{nEylogpy(Xi)}
minden ' € © paraméterre a nagy szamok torvénye alapjan, és azt varjuk,
hogy természetes modellekben, abban az esetben, ha az X = (Xy,...,X,)
minta elemei Py eloszldsiak, és Osszehasonlitunk két ¥ € © és ¢ € O,
¥ # ') paraméterhez tartozd Py és Py mértéket, akkor Eylogpy(X;) >
Eylogpy (X1). Ez azt sugallja, hogy akkor fogadjuk el a nullhipotézist, ha
An(X) > ¢, ahol a ¢ = ¢(e) konstanst ugy vélasztjuk, hogy az els6faji hiba
e legyen. A most leirt mddszer alapjan kapott probakat hivjak likelihood
héanyados prébanak.

A Neyman—Pearson lemmaban a kovetkez6 probléméval foglalkoztunk.
Megfigyeliink egy mintat, azaz fliggetlen egyforma eloszlasi valdszintiségi
valtozok egy sorozatat, amelyiknek elemeirdl tudjuk, hogy az eloszlasuk két
ismert eloszlas valamelyike, de nem tudjuk melyik. A minta ismerete alap-
jan errdl akarunk donteni. A Neyman—Pearson lemmaban megadtuk, hogy
melyik az a dontési eljaras, amelyben megkoveteljiik, hogy az elsofaju hiba
(az a hiba, hogy abban az esetben, amikor a minta az elsé eloszlasbdl jott, mi
mégis gy itéljiikk meg, hogy az a masodik eloszlasbdl jott) valdsziniisége egy
el6irt szamnal kisebb legyen, és a masodfaju hiba (az a hiba, hogy abban az
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esetben, amikor a minta a masodik eloszlasbol jott, mi mégis ugy itéljiik meg,
hogy az az els6 eloszldsbdl jott) valdszintisége eme feltétel teljesiilése esetén
a lehet6 legkisebb. Most ennek a problémanak egy valtozatat targyaljuk.

Ebben a problémaban is két ismert eloszlas van, és el akarjuk donteni,
hogy egy minta elemei e két eloszlas melyikébdl szarmaznak. Most is meg
tudjuk figyelni a minta elemeit, de azok elemszama nem egy fix szam, hanem
elkezdjiik a minta elemeit figyelni, és mi dontjiik el, hogy mikor hagyjuk
abba a megfigyelést. Természetesen minél tobb elemet figyeliink meg, annal
jobb dontést tudunk hozni, jé dontési eljaras esetén anndl kisebb els6faji és
masodfaji hibat fogunk elkovetni. Most olyan médszert kivanunk kidolgoz-
ni, amelyikben mind az els6faju mind a masodfaju hiba kisebb, mint egy
el6irt szam. Ezt azédltal tudjuk elérni, hogy sokaig figyeljiikk a minta ele-
meit. Viszont a célunk az, hogy a megfigyelt minta (véletlen) elemszéma
legyen minél kisebb. Ezt az elvarast pontositani kell. Mikor tekintiink egy
véletlen elemszamot kicsinek? Azt varjuk el, hogy a megfigyelt elemek szé-
manak a varhato értéke legyen kicsi. De még ezzel az elvarassal sem fogal-
maztuk meg a feladatot pontosan. Milyen eloszlas szerinti varhaté értéket
kivanunk kicsivé tenni? Két természetes jelolt van. Az a két eloszlds, ame-
lyek valamelyike megegyezik a megfigyelt minta elemeinek az eloszlasaval. Az
alabb ismertetett eredménybdl ki fog deriilni, hogy egy olyan eljarast tudunk
kidolgozni, amely szerint mind a két mérték szerint minimalis a varhaté
értéke a javasolt dontési modszerben megfigyelt minta elemszamanak azon
dontési modszerekben megfigyelt minta elemszama kozott, amelyekben mind
az elsofaju mind a mésodfaju hiba kisebb, mint ebben a moédszerben.

Ebben a feladatban tgynevezett szekvencialis eljarasokkal foglalkozunk.
Minden egyes mintaelem megjelenése utédn (a nulladik mintaelemtol kezdve)
dontést hozunk, és az haromféle lehet.

1.) Ugy déntiink, hogy elfogadjuk a nullhipotézist, és befejezziik a minta
megfigyelését.

2.) Ijgy dontiink, hogy elutasitjuk a nullhipotézist, és befejezziik a minta
megfigyelését.

3.) Ugy dontiink, hogy megfigyeljiik a kovetkezé mintaelem értékét is.

Az, hogy az n-ik lépésben az 1.), 2.) és 3.) lehet6ségek koziil melyiket
véalasztjuk az X, = (Xi,...,X,) véletlen vektor értékétdl fiigg. Részlete-
sebben megfogalmazva, jelolje N azt a véletlen idopontot, amikor befejezziik



a mintaelemek megfigyelését. Tekintsiikk az {w: N(w) > n — 1} eseményt,
amely az X,, = (X1,...,X,), (valdjdban csak az X,, 1 = (X1,...,X,1))
véletlen vektortdl fiigg, és vegylik ennek a halmaznak egy olyan harom A,
B és C' halmazbdl all6 particigjat, amelyikre ezen harom halmaz mindegyike
mérheté a o(Xy, ..., X,) o-algebra szerint. A szekvencidlis eljaras n-ik 1épése
abbol all, hogy defindlunk harom olyan A, B és C halmazt, amelyek teljesitik
a fenti feltételeket, és az A halmaz bekovetkezése esetén az 1.), a B halmaz
bekovetkezése esetén a 2.), a C halmaz bekovetkezése esetén a 3.) lehetdséget
valasztjuk.

Célunk olyan szekvencidlis eljaras kidolgozédsa, amelyikben mind az elso-
faji mind a masodfaji hiba kisebbb, mint egy el6irt szam, és a megfigyelt
mintaelemek szdmanak a varhaté értéke (a minta elemszamainak mindkét
lehetséges eloszldsa szerint) viszonylag kicsi.

Bevezetem a Wald-féle valoszintiséghanyados prébakat, amelyek szekven-
cialis probak, és tartalmaznak bizonyos paramétereket. Ezek alkalmas meg-
valasztasaval megkapjuk a kivant tulajdonsdgd kis hibaji, nem til nagy
szamu megfigyelést tartalmazé tesztelési eljardasokat. Annak érdekében, hogy
ezeket ismertessem, el6szor be kell vezetni néhany jelolést.

Legyen adva egy (92, A.P) valdsziniiségi mezén fiiggetlen, egyforma el-
oszlasu valészinliségi valtozok egy X1, X, ..., sorozata, amelyeknek a stri-
ségfiiggvénye egy p domindlé mértékre nézve a Hy nullhipotézis szerint egy
(ismert) fyg, () fliggvény, a Hy ellenhipotézis szerint pedig egy (ismert) fy, (-)
fliggvény. Feltessziik, hogy ez a két stirtiségfiiggvény kiilonboz6. Definidljuk
minden n = 1,2,... indexre és X,, = (Xi,...,X,) mintdra az L (X,) =
IT5= fo,(X;) és Lo, (X,) = ITj—; fo,(X;) likelihood fliggvényeket, valamint a

o Lﬁl (Xn)

n=12...

valoszintiségi valtozokat. Rogzitsiink két 0 < A < 1 < B < oo szamot,
és definidljuk segitségiikkel a kovetkez6 szekvencialis probat. Ezt nevezziik
Wald-féle valészintiséghanyados prébanak. Az n = 1,2,..., indexre egymas
utén a kovetkezé eljarast kovetjiik egészen addig a (véletlen) indexig, amikor
ugy dontiink, hogy befejezziik a minta megfigyelését.

1.) Ha V,(X,) < A, akkor tigy dontiink, hogy elfogadjuk a nullhipotézist,
és befejezziik a minta megfigyelését.



2.) Ha V,(X,) > B, akkor gy déntiink, hogy elutasitjuk a nullhipotézist,
és befejezziik a minta megfigyelését.

3.) Ha A < V,(X,,) < B, akkor gy dontiink, hogy megfigyeljiik a kovetkez6
mintaelem értékét is, és folytatjuk az eljarast.

A Wald-féle valdszintiséghanyados proba javasolasa hipotézisek vizsgala-
tara hasonlé elven miikodik mint a Neyman—Pearson lemma indoklasa. Ha

a Vi = Va(X,) = 725 hényados kicsi, akkor valészinii, hogy a null-
hipotézis teljesiil, tehét érdemes elfogadni azt, ha ez a hanyados nagy, akkor
valészintileg az ellenhipotézis teljesiil, tehat érdemes a nullhipotézist eluta-
sitani. Ha ez a hanyados se nem tul nagy se nem tul kicsi, akkor érdemes
1j mintaelemet kérni, hogy nagyobb biztonsdggal tudjunk j6 dontést hozni.
Ha elég sok mintaelemet figyeltink meg, akkor olyan allapotba jutunk, hogy

tudunk dontést hozni. Ennek indoklasara elég megmutatni, hogy

lim log Vo(X,) = —oo 1 valdszintiséggel,

ha a nullhipotézis teljesiil, és

lim log Vo(X,,) = oo 1 valdszintiséggel,
ha az ellenhipotézis teljesiil.

Ezen 4lllitas kovetkezik a nagy szdmok torvényébol, ha azt a log V,(X,,) =
" 1o fo,(X5)
§=1798 £, (X))

osszegre alkalmazzuk, és megmutatjuk, hogy

fﬁl (XJ)

og fﬁ1 (XJ>
fﬁo (XJ)

% o0 (X))

By, 1 >0, és FEy,l < 0.

A 4.1. tétel egy olyan eredményt fogalmaz meg, amelybdl kévetkezik,
hogy a Wald-féle valészintiséghanyados probdkban a megfigyelt elemek sza-
manak a varhato értéke minden 0 < A < 1 < B < oo paramétervalasztas
esetén véges mind a nullhipotézis mind az ellenhipotézis mértéke szerint,
sot ugyanez elmondhaté a megfigyelt elemek szamanak tetszoleges momen-
tumardl. A 4.2. tétel, az in. Wald-azonossag egy olyan azonossigot fo-
galmaz meg, amely lehetOséget ad ezen varhatéd érték aszimptotikajanak a
meghatarozasara. (Lasd a konyv 4. fejezetének (4.3) képletét.) E jegyzetben
csak a 4.2. tételt fogalmazom meg. Ezutan beszélek e tétel bizonyitasanak a
héatterérol.



4.2. Tétel. Wald azonossag. Legyenek Zi,Z,, ... fuggetlen egyforma
eloszldsi valdszindségi vdltozok, amelyekre E|Z;| < oo, N megdlldsi szabdly,
amelyre EN < oco. Ekkor

N
E (Z Zj) — ENEZ,.
j=1

Ez az azonossdg tipikus martingalokrél szl eredmény. Az
U,=>(Z,—EZ,), n=0,12,...,
j=1

sorozat martingal. Ezért szép N megallasi szabalyokra FUy = 0. Ez
igaz példaul akkor, ha olyan megallasi szabalyt tekintiink, amelynek értéke
egy valdszintliséggel kisebb egy adott szamnal, példdul az N, = min(N, k)
megallasi szabdlyt tetszéleges k = 1,2,... szdmmal. A tétel feltételelei
lehet6vé teszik, hogy k — oo hataratmenettel megkapjuk az EUy = 0
azonossagot. Innen kovetkezik a Wald azonossag.

Erdemes a 4.2. tételt a Z; = log ;jfl((();)), 7 = 1,2,..., valasztassal al-
0 J

kalmazni a Py, vagy Py, mértékkel, tovabba azt az N megélldsi szabalyt
venni, amelyiket a Wald-féle valdszintiséghdanyados probaban alkalmaztunk.
Ez a most bevezetett Z; valdszinliségi valtozokkal ugy is megadhato, mint a
legkisebb olyan n szdm, amelyre vagy 37, Z; < log A vagy >_7_; Z; > log B.
Ilyen vélasztasal kapjuk a (4.3) relaciét a = log A és b = log B jeldléssel. (Ha
abban az N = n idépontban, amikor a >°7_, Z,, dsszeg kilép az (a, b) interval-
lumbél ennek az 6sszegnek az értéke mindig pontosan a vagy b volna, akkor
pontos azonossagot irhatnank. Az altalanos esetben csak kozelité azonossag
érvényes. Megjegyzem, hogy a gyakorlatban érdekes esetekben e nagyon
kicsi, ezért az |a| és b szdmokat nagyra kell vélasztani. Ezért van a (4.3)
formuldban kozelité azonossag.

A 4.3. tételben megadnak egy j6 becslést arra, hogy hogyan kell az A és B
konstansokat vélasztani a Wald-féle valészintiséghanyados probaban, ha azt
akarjuk, hogy az elsofaji hiba e, a masodfaju hiba €, legyen. Pontos értéket
nem tudunk megadni, de az ismertetett eredmények gyakorlati szempontbol
elegendbéek. Ismertetem ezeket az eredményeket, és megadom a vazlatos
bizonyitasukat.



4.3. Tétel. A Wald-féle valosziniséghdnyados probdban a 0 < &1 < 1
elséfaji és 0 < eo < 1 mdsodfaji hibdja valamint a proba definiciojiban
szerepld A és B konstansok kézott a kovetkezd reldcid érvényes:

1—¢
ées B< ey

1—81 S

g
A>3

A fenti tételnek van a kovetkezd hasznos kovetkezménye.

A 4.3. Tétel kovetkezménye. Adva az €1 és ey jeloltek az elsdfaji és
mdsodfaji hibdra definidljuk segitségiikkel a kivetkezd A’ és B' konstansokat,
amelyek vdalasztisa a Wald-féle valdsziniséghdanyados prébdaban az in. (1, &3)
stratégidat adja.
= ¢s B' = 1= 3

1-— &1 €1

P

Az A’ és B’ konstanssal konstrudlt Wald-féle valdsziniséghdnyados préba €
elsdfaji és e, masodfaji hibdja teljesiti az ) + €l < €1 + &5 valamint az

€9 €1

ey < és € <

1—51 1—52

eqyenlitienségeket.

A 4.3. tétel bizonyitdsa. Jelolje N azt a véletlen idépontot, amikor befejezziik
a minta megfigyelését. Ekkor Py, (N) < 00) =1, Py, (N) < 00) =1, és

az a halmaz, ahol a nullhipotézist elfogadjuk, és

LX), )

fv = {“" Lo (Xn(w)

az a halmaz, ahol a nullhipotézist elutasitjuk.

Ezért PﬁO(EN) = 1—81, PﬁO(KN) =é&1, Pﬁl (EN) = &9 és Pﬁl (KN) = 1—62.
Tovébbd, Ly, (Xy(w)) > BLy,(Xn(w)) a Ky halmazon, és integralva ezen
egyenldtlenség mindkét oldalat a domindld p mérték szerint azt kapjuk, hogy
Py, (Kn) > BPy,(Ky). Hasonléan, Py, (Ey) < APy,(En). Ez azt jelenti,
hogy Bey <1 — ey, és ey < A(1 — €1), és ezt kellett bizonyitani.



A kovetkezo Wald—Wolfowitz tétel bizonyitasa érdekes gondolatokat tar-
talmaz. Ezért, bar a részletes bizonyitast nem dolgozom ki, elmagyarazom
annak legfontosabb lépéseit. A tétel azt mondja ki, hogy a Wald-féle valo-
szinliséghanyados probak optimélisak a kovetkezo értelemben. Tekintsiink
egy Wald-féle valdszintiséghanyados prébat valamilyen A és B paraméterrel.
Ha egy masik szekvencidlis prébanak mind az els6faju mind a masodfaju
hibdja nem nagyobb, mint ennek a prébanak, akkor a probaban felhasznélt
mintaelemek szaménak a varhato értéke nagyobb vagy egyenlo, mint a te-
kintett Wald-féle valészintiséghanyados prébaban. Ez igaz mind a Py, mind
a Py, mérték szerint vett varhato értékre.

4.4. Tétel. Wald és Wolfowitz tétele. Rogzitsink eqy 0 < A < 1 <
B < oo szdmpdrt, és tekintsik az dltala meghatdrozott Wald-féle valészini-
séghanyados probat. Legyen e proba elsdfaji hibdja €1, és masodfaji hibdja
g9. Jelolje a proba sordn megfigyelt elemek szamat N. Tekintsiink eqy masik
szekvencialis probdt, amelyiknek az elsdfaji hibdaja kisebb vagy egyenld €1, és
mdasodfaju hibdja kisebb vagy eqyenlo 5. Jeldlje az e proba sordan megfigyelt
elemek szamdt N'. Legyen Ey (N') < 0o és By, (N') < oo. Ekkor Eg,(N) <
Eﬁo(N,)f és Eﬁl (N) < Eﬂl (N/)

E feladat megoldésa érdekében tekintiink egy alkalmasan megfogalmazott
optimalis dontési eljarasrél szolo feladatot, és vizsgaljuk annak megoldasat.
Ez nagy segitséget nyijt Wald és Wolfowitz tételének a bizonyitasaban. Ezt a
feladatot a valdszinliségszamitas klasszikus nyelvén fogalmazom meg, amely
jobban megvildgitja a probléméat, mint a konyv statisztika nyelvén megfogal-
mazott targyaldsa.

Az optimalis dontési eljarasrol szolo feladatban két fiiggetlen, egyforma
eloszlasu Y1,Ys, ... és 21, Zy ... valoszintiségi valtozokbdl allé sorozatot te-
kintiink egy (2,4, P) valészintiségi mezén. Az Y, Y, ... sorozat elemeinek
az eloszlasa Py,, a Z1, Zs,...sorozat elemeinek az eloszldsa Py,. Ezt a két
Py, és Py, mértéket a tovabbiakban rogzitjik. Adjunk meg ezenkiviil egy
0 < 7 < 1 szamot, és legyen adva egy olyan U valdszinliségi valtozd, amelyre
PU=0)=1—7, P(U=1)=m,és U figgetlen az Y1,Ys,...,és Z1, Zs....
sorozatoktol. Legyenek ezenkiviil rogzitve bizonyos ¢ > 0, wy; > 0 és wy > 0
szamok, és definialjuk e paraméterek segitségével a kovetkezo feladatot.

Van egy rendszer, amelyik a 0 allapotba keriil, ha U = 0, és az 1 allapotba
kertll, ha U = 1. Ha a rendszer a 0 allapotban van, akkor kibocsdjtja egymés

utan az Y7, Ys, ... valoszintiségi valtozokat, ha a rendszer az 1 allapotban
van, akkor kibocsijtja egymaéas utan a 7y, Zs,... valészintiségi valtozdkat.
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Ismerjiik a 7 szdmot, és a Py, és Py, eloszlasokat, de nem ismerjiik az U,
Y1,Y5,... és Zy,Z,, ... valoszintiségi valtozok értékeit. Lehetdségiink van
megfigyelni a rendszer altal egymas utéan kibocsajtott valdszintiségi valtozok
értékét, azaz az Y1,Ys, ... sorozat egymads utani elemeit, ha a rendszer a 0
allapotban van, és a Z1.Z,, ... sorozat egymas utani elemeit, ha a rendszer
az 1 allapotban van, de minden egyes megfigyelésért ¢ forintot kell fizetni.
Jogunk van eldonteni, hogy mennyi ideig folytatjuk a megfigyelést. Ezutéan
meg kell tippelniink, hogy a rendszer a 0 vagy az 1 allapotban van-e, de a
helytelen tippért fizetni kell. Annak a hibanak, hogy a 0 éllapotra tippeltiink
az 1 allapot helyett w; forint az ara, annak a hibanak, hogy az 1 allapotra
tippeltiink az 0 allapot helyett wy forint az ara. A feladat az optimalis
dontési eljarasnak, azaz annak az eljarasnak a megadasa, amelyre az elébb
leirt procedura koltségének a varhato értéke minimalis.

Erdemes megérteni e feladat kapcsolatat a szekvencidlis probak vizsgala-

taval. Vezessiik be az X,,, n = 1,2,..., valdészinliségi valtozokat az X,, =Y,
haU =0,¢és X, =2,,hal =1, n=1,2,..., képletekkel. Ezzel a jeloléssel
az X1, Xo,... valészintiségi valtozokat figyeljiik meg. Megadjuk e sorozat

feltételes eloszlasat feltéve az U valdszintiségi valtozo értékét. Az U = 0 eset-
ben ez a feltételes eloszlds megegyezik fliggetlen Py, eloszlasu valoszintiségi
valtozok sorozatanak az eloszlasaval. Az U = 1 esetben ez a feltételes eloszlas
megegyezik fiiggetlen Py, eloszlasi valdszintiségi valtozdk sorozatdnak az
eloszlasaval. Egy dontési eljaras megadasa azt jelenti, hogy eloszor megadunk
egy az X1, Xo, ... sorozat elemeinek értékétdl fiiggd N megallasi szabalyt azaz
az egy olyan pozitiv egész értéket felvevo N valdszintiségi valtozot, amely-
re {w: N(w) =k} € o(Xy,...,Xx) = 0(X)) minden k£ = 1,2,... indexre,
majd definidlunk egy olyan 7' = T(X1, ..., Xyw) = T(Xn() valésziniiségi
valtozdt, amelyre T' = 0 vagy T = 1. A T valdszintiségi véaltozot dontési
fiiggvénynek nevezziikk. A T = 0 esemény bekovetkezésekor arra tippeliink,
hogy a rendszer a 0 allapotban van, mig a 7' = 1 esemény bekovetkezésekor
arra tippeliink, hogy a rendszer az 1 allapotban van. Tesziink még egy
technikai kiegészitést a definicioban. Megengedjiik azt is, hogy a nulladik
idopontban, azaz az X, mintaelemek megfigyelése nélkiil hozzunk dontést,
ami vagy a determinisztikus 7' = 0 vagy a determinisztikus 7' = 1 fliggvény.
Formadlisan, legyen X, az lires sorozat, az dltala generalt o(Xg) a trividlis
{0,Q}, o-algebra. Az N(w) megéllasi szabély a nulla értéket is felveheti, de
{w: N(w) =0} € 0(Xy), és a T dontési fiiggvény is konstans az {w: N(w) =
0} halmazon.

Egy N megallasi szaballyal és T' dontési fliggvénnyel megadott dontési
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eljaras koltségének a varhato értéke

K(N,T) = K(N,T, ) = 7(cEg,(N) + w1 Py (T = 1)) (1)
+(1 - W)(C(Eﬂl (N) + w2P191 (T = ))7

és a feladat annak az (N,T) parral megadott dontési szabdlynak a meg-
taldldsa, amelyre K (NN, T") minimélis.

Egy szekvencialis prébat hasonléan egy az X;, X, ... sorozat szerinti N
megalldsi szabdllyal és egy T'= T(X1,..., Xy) 0 vagy 1 értéket felvevd va-
16szintiségi véaltozoval adunk meg. A kilonbség az, hogy ebben az esetben
minket a Py, (T = 1) els6faji és Py, (T' = 0) masodfaji hiba nagysaga érdekel,
illetve az Ey,(N) és Ey, (N) varhato értékek, amelyek a megfigyelt mintaele-
mek szamanak a varhato értékével egyenloek a Hy nullhipotézis illetve a
H; ellenhipotézis teljesiilése esetén. Azt a feladatot vizsgaljuk, hogy ha
csak olyan szekvencidlis probdkat vélaszthatunk, amelyekben a Py (T = 1)
elséfaju és Py, (T = 0) mésodfaju hiba kisebb, mint két eléirt szam, akkor
milyen kicsi lehet Ey,(N) és Ey, (N) alkalmas proba valasztasa estén. Az
optimalis dontési szabaly keresésérdl szolo feladat valdjaban azt jelenti, hogy
olyan szekvencidlis prébat kerestink, amelyre a Py, (T = 1), Py, (T = 0),
Ey,(N) és Ey,(N) mennyiségek valamely linedris kombindcidja minimadlis
értéket vesz fel.

Informalisan azt mondhatjuk, hogy a fent megfogalmazott optimalis don-
tési eljarasrol szolo feladatban ugyanazokat a stratégidkat vizsgaljuk, mint
a szekvencialis prébdkban, csak ezeket a stratégidkat masképpen értékeljiik
ki. Olyan eljarasokat tekintiink, ahol el6szor eldontjiik meddig folytatjuk
a minta megfigyelését, aztan a megfigyelések alapjan megtippeljiik, hogy
melyik allapotban vagyunk. Ezért az optimalis dontési eljarasrél szolo ered-
mények hasznosak lehetnek a szekvencidlis probak vizsgalataban is. Az els6
fontos eredmény az optimalis dontésrol szélo feladatban, az a 4.5. lemmaban
megfogalmazott allitas, amelyik azt mondja ki, hogy minden 0 < 7 < 1,
c>0ésw; >0, wy > 0 paramétervalasztas esetében az optimalis stratégia a
Wald-féle valdszintiséghanyados préba olyan alkalmas A és B konstansokkal,
amelyek a fenti paraméterektol fliggnek. Egy masik fontos eredmény szerint
minden 0 < 7 < 1 paraméter és 0 < A < 1 < B < oo konstansok esetén a
c>0és w; > 0, wy > 0 paramétereket megvélaszthatjuk gy, hogy az op-
timalis dontés a vizsgélt feladatban megegyezik az ezen A és B konstansok
altal meghatarozott Wald-féle valészintiséghanyados prébéaval. Feltehetjiik
azt is, hogy a w; és wy konstansokat tugy valasztjuk, hogy wy + wy = 1.
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Bar a konyv csak implicit médon tartalmazza ezt az eredményt, én meg-
fogalmazom explicit médon az alabbi 4.4’. tételben. A 4.4. tétel ezen &llitas
egyszerli kovetkezménye.

4.4'. Tétel. Legyenek adva bizonyos 0 < A< 1< B<ooésO<m<l1
szamok. Meg tudunk vdlasztani olyan ¢ > 0, és wy > 0, wy > 0 szdmokat,
amelyekre wy + we = 1, és ha az el6bb definidlt optimdlis dontési eljarasrol
szolo feladatot ezekkel a w, ¢, wy €s wy paraméterekkel tekintjik, akkor az
optimdlis dontési eljards e feladatban megegyezik a Wald-féle valosziniiséghd-
nyados probaval 0 < A <1 < B < oo paraméterekkel.

A 4.4. tétel bizonyitasa a 4.4'. tétel segitségével. Rogzitsiink egy 0 < w < 1
szamot, és valasszuk a ¢ > 0, wy; > 0, wy > 0, wy + wy = 1 paramétereket
oly médon, hogy ezzel a valasztassal a korabban definidlt optimalis dontési
eljarasrol szol6 feladat optimalis dontési eljarasa megegyezik a Wald-féle valo-
szinliséghanyados probaval a 4.4 tétel megfogalmazasaban szereplo 0 < A <
1 < B < oo paraméterekkel. Tekintsiik azt az N megallasi szabalybol és T’
nulla vagy egy értéket felvevs dontési fliggvénybdl allé (N, T) part, amely
meghatérozza ezt a probat. Ekkor Py (T = 1) = &1, és Py, (T = 0) =
g9. Tekintsiink egy mésik valamilyen (N',7") megallasi szabdly és dontési
fiiggvényparral definidlt szekvencidlis prébat. Legyen Py (1" = 1) = £]. és
Py (T" = 0) = £,,. Ekkor mind az (N,7T) mind az (N’,7") par meghatdroz
egy dontési eljarast, és az (N, T') par altal megadott dontési eljardsnak a 4.4’
tételben megfogalmazott optimalitasi tulajdonsagabol kovetkezik az alabbi
egyenlOtlenség.

’/T(CEﬂO (N) + wlel) + (1 — W)(C(qul(N) + ’LUQEQ)
< (cEy,(N') +wiel) + (1 — ) (c(Ey, (N') + wash).
A 4.4. tételben olyan (N’,T") parok altal meghatérozott szekvencialis

prébat tekintettiink, amelyre €] < g és ¢ < g9, llyen esetben a fenti
egyenlttlenséghdl kovetkezik az alabbi egyenlttlenség is.

7TE790<N) + (1 —W)Egl(N) S 7TE790(N/> + (1 —7T)E791(N/).

Mivel ez az egyenl6tlenség minden 0 < 7 < 1 paraméterre igaz, innen
kovetkeznek az Ey,(N) < Eg,(N') és Ey,(N') < Ey,(N) egyenlétlenségek
is. A 4.4. tételt belattuk.

A 4.4. tétel bizonyitasanak legfontosabb lépése az optimalis stratégia
megtalalasa az elébb megfogalmazott optimalis dontési eljarasrél szélo fel-
adatban. A konyv csak vazlatosan ismerteti ezen probléma megoldasat.
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Ezért én is megelégszem azzal, hogy megadjam annak legfontosabb gon-
dolatait, illetve megfogalmazzam a legfontosabb megoldandé matematikai
problémakat. Eloszor megadom a keresett optimalis stratégiat.Ennek érde-
kében bevezetem a kovetkezd mennyiségeket.

Jeloljon (a konyv jeloléseit kovetve & egy lehetséges (N,T') dontési el-
jarast, és jelolje D az Osszes olyan lehetséges § = (IV,T) dontés halmazat,
amelyre Ey,(N) < 00, és Ey,(N) < oco. Legyen minden 6 = (N,T) € D
dontés koltsége r(m,d) = K(N,T,n) az (1) formuldban definidlt K (N, T, )
fiiggvénnyel. Jelolje Dy azon § = (N,T) dontési eljarasok halmazat, ame-
lyekre P(N > n) =1, és legyen

o) = jn r(m,0). )
Mint a kényv megmutatja, a p(w) fiiggvény alulrél korlatos, konkav, ezért
a (0,1) intervallumon folytonos fliggvény. (Vegyiik észre, hogy az r(m,0)
fiiggvény folytonos minden § € D dontési eljarasra. Ezt felhasznédlva meg
lehet mutatni, hogy p(7) mérhetd fiiggvény.) Nem nehéz beldtni, hogy
lim p(7) = lim p(7) = c.

A p(+) fiiggvény segitségével meg tudjuk mondani, milyen 7 paramétereknél
allunk le az optimalis dontési eljarasban az els6 megfigyelés elott, azaz a
nulladik 1épésben, és ebben az esetben milyen dontest hozunk.

Legyen &g = (No, Tp), ahol Ny =0, Ty = 0, és 6; = (Ny, 1), ahol Ny =0,
Ty = 1. Ekkor r(m,dp) = mwy és r(m,01) = (1 — m)wy. Minden 0 < 7 < 1
paraméterre az optimélis stratégia a dg, 01 és az optimalis § € D; stratégia
valamelyike, (ez utébbi koltsége p(7)), és ezek koziil azt kell valasztani, ame-

lyiknek minimalis a koltsége. Ez azt jelenti, hogy ha p( i ) > Wi

w 3 w witwz ) — witwsy’
akkor a m < L— esetben a dp, és a m > —“— esetben a 0; stratégiat
w1 +ws w1tws2

alkalmazzuk. Ha p (wf‘fw) < 2, akkor van egy olyan 0 < 7 < P
szdm, amelyre 7'w; = p(7'), és egy olyan =2 < 7 < 1 szdm, amelyre
(1 — 7wy = p(n”). (Lasd a konyvben a 4.1 dbrat.) Ebben az esetben az
optimélis stratégia a dy stratégia, ha # < #’, a 0; stratégia, ha = > #”, mig a
7' <7 < n” esetben N > 1, és meg kell keresni a legjobb ¢ € D; stratégiat.

[lyen modon megadtuk az optimalis stratégia nulladik 1épését. A tovabbi
lépések megtaldlasa hasonld elveken alapul, bar kidolgozasuk technikailag

bonyolultabb. Ahhoz, hogy ezeket megadjuk be kell vezetni a kovetkezo
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feltételes valészintiségeket, amelyeket a konyv aposteriori valdszintiségeknek
nevez.
Definidljuk minden X,, = (X3, ..., X,,) sorozatra a
T =m(X,) = P(U=1|Xy,...,X,), n=12...

feltételes valészintiségeket, és legyen mg = w. Be lehet latni, hogy

. . 7TL191<X,1> .
T = Tn(Xp) = Lo (X (L= ML (X, n=12,..., (3)

ahol Ly, (X,) = ITj=; fo,(Y5), s Ly, (Xy) = ITj=; f9,(Z;). Innen kovetkezik

az aldbbi rekurziv formula.

Tn—1(Xn—1) fo, (Xn)

T (X,) = )
) ) o (X)L 7 (K oo ()

Ki tudjuk szamolni az U és X,,, X,,11, ... valoszinliségi valtozok egyiittes
feltételes eloszlasat is feltéve az X, = (Xi,...,X,) véletlen vektor &ltal

generalt o-algebrat. Azt kapjuk, hogy

P(U=0,Xpi1 € B, Xny2 € B, ... | X1,..., X,)

= (1 = 7,(X)) Py (X1 € B1)Pyy(Xo € Bs) -+,
P(U=1,Xp1 € B, Xny2 € Ba, .. .| X1,..., X,)

= 10 (X)) Py, (X1 € By) Py, (Xo € By) - +-

B1, B, ... mérheto halmazok minden sorozatara.

Ez azt jelenti, hogy minden n = 1,2,... idopontban a jovébeli X, 1,
Xnio,. .., valoszinliségi valtozok egytittes feltételes eloszlasa feltéve a multbe-
li Xq,...,X, valészintiségi valtozok értékeit megegyezik az eredeti X1, Xo, ...

valészintiségi valtozdk egyiittes eloszlasdval, ha annak definicigjaban az U =
1 esemény 7 valdszintiségét a m,(X,,) feltételes valdszintiséggel helyettesit-
jik a feltételes eloszlas kiszamoldsaban. Ez azt sugallja, hogy az optimalis
stratégia n-ik 1épésében hasonlé eljarast kell folytatni, mint a kiinduld 1épés-
ben, csak a 7 valdsziniiséget a m,(X,,) feltételes valészintiséggel kell helyet-
tesiteni. Az aldbbi 4.5. lemma fogalmazza meg a fenti heurisztikus érvelés
pontos jelentését és helyességét.

4.5. Lemma. Tekintsik a kordbban definidlt optimdalis dontési eljardsrol
szolo feladatot valamilyen 0 < m <1, ¢ > 0, wy; > 0, wy > 0 paraméterekkel
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és Py, és Py, eloszldsokkal. Tekintsik a (2) formuldban a segitségiikkel de-
finialt p(m), 0 < ™ < 1, fugguényt, és legyen ©' és " a mw' = p(n’) és
(1 —7")wy = p(7") egyenlet megolddsa, feltéve, hogy van ilyen megoldds. Ha
ezen eqyenleteknek van megolddsa, akkor a keresett optimdlis dontési eljaras
a kovetkezd. Tekintintsik a 7,(X,), n =0,1,2,..., feltételes valdsziniiségek
sorozatdt, és legyen N az a legkisebb index, amelyre vagy mn(Xy) < 7 vagy
mn(Xy) > 7", és legyen T =0, ha nny(Xy) < 7', T =1, ha my(Xy) > 7.
Ha a fenti egyenleteknek nincs megolddsa, akkor N =0, és T =0, ha m <

w1 5 _ w1
witws €8 T=1, ha™> P

A valészintiségszamitasban kidolgoztak az optimalis megéllasok elméletét.
A kovetkezé probléméat vizsgaltak. Tekintiink egy (diszkrét idejii) szto-
chasztikus folyamatot, és amennyiben egy adott idépontban a folyamatot
megallitjuk, akkor fizetni kell egy a megallitds idopontjatol és a sztochasz-
tikus folyamat ezen idépontbeli és multbeli allapotaitdl fliggd koltséget. A
feladat annak az optimalis megéllasi idének a megtalalasa, amelynek vélasz-
tasa esetén koltségiink varhaté értéke minimalis. A most targyalt feladat te-
kinthetd ilyen tipusu feladatnak, mert a f6 probléma az N megéllasi idépont
megtalalasa. Az N idopontbeli megallashoz tartozé jé T dontési fiiggvény
megtaldlasa és a felmeriilo koltség meghatarozasa egyszerii.

A most emlitett elmélet eredményeinek és az itt targyalt formulak, ész-
revételek segitségével be lehet bizonyitani a 4.5. lemmat. Errol teszek majd
néhany észrevételt, de a részletes bizonyitdst nem targyalom. Viszont ér-
demes a 4.5. lemméban definidlt N megallasi szabalyt olyan ekvivalens
formaban megadni, amelyik mutatja e megoldas kapcsolatat a Wald-féle va-
l6szintiséghdnyados préobaval. Az N megallasi szabaly masik megadéasat a
feltételes valdszintiség kiszamitasarol szolo (3) formula segitségével tessziik
meg.

A (3) formuldban definidlt m,(X.,) felithaté ,(X) = 50— alak-

banis a V,(X,) = izlg"i fiiggvénnyel. E formula segitségével a 7, (X,,) < 7’
0 n

egyenlétlenség tgy frhaté, hogy Vi(X,) < =27 és a m,(X,) > 7"

T 1—7'?

egyenlétlenség tgy frhato, hogy V,,(X,,) > == 1’:;,,. Ez azt jelenti, hogy a 4.5.
lemmaéaban a 7’ és " szamok segitségével megadott optimélis dontési eljards
megegyezik a Wald-féle valoszintiséghdnyados probéval az A = 1’7”12, és

B = 1%11@/ paramétervalasztdssal.
Sziikségiink van még egy eredményre, amelyik azt biztositja, hogy az

optimalis dontési eljarasrol szolo feladatban a paramétereket meg tudjuk
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valasztani a szamunkra megfelel6 médon. Ez a konyv 4.6.lemmaja. E lemma
bizonyitasaval a konyv nem foglalkozik. Ehelyett Lehmann E. L. Testing sta-
tistical hypotheses, John Wiley and Sons, New York—London 1959., kényv
3.12. paragrafusara hivatkozik.

4.6. Lemma. Legyen adva eqy 0 < m < 1 szam. Minden olyan ©', 7"
szampdarhoz, amelyre 0 < ' < m < 7" < 1, léteznek olyan ¢ > 0, w, > 0,
wy > 0, wy + wy = 1 szamok, hogy a (2) formuldban a segitségiikkel definialt
p(m), 0 < m < 1, figguényre és ezekre a ©' és ©" szamokra teljesiilnek a
mw' = p(n') és (1 — 7" wy = p(n”) egyenletek.

A 4.4, tételt nem nehéz belatni a 4.5. és 4.6. lemmak segitségével.
Legyenek adva valamilyen 0 < A < 1 < B < 00 és 0 < 7 < 1 szamok.
Tudunk valasztani olyan ©’ és 7”7 szdmokat, 0 < 7’ < w < 7" < 1, amelyekre
A = I_Tﬁlf;r, és B = I_T’Tlf:r,,. Viélasszunk olyan ¢ > 0, wy > 0, wy > 0,
w1 + wy = 1 szdmokat, amelyekre ezek a 7’ és 7" szamok teljesitik a 4.6.
lemmaban megfogalmazott egyenleteket. Ezutdn alkalmazzuk a 4.5. lemmat
ezekkel a 0 <7 <1, ¢ > 0, wy; > 0 és wy > 0 paraméterekkel. Az igy kapott

optimélis dontési eljaras teljesiti a 4.4". tételt.

Végiil teszek néhany megjegyzést a 4.5. lemma bizonyitdsarol. A lemma
felhasznalja a kovetkezo gondolatot. Ha eljutottunk egy &llapotba valaha-
nyadik 1épésben, akkor el kell donteni, figyelembe véve az eddig 0sszegytijtott
informaciokat, hogy mit érdemes csinalni. Erdemes-e azonnal ledllni és defi-
nialni az optimalis T" dontésfliiggvényt, vagy elonyosebb-e egy 1j mintaelemet
kérni, és azutan annak figyelembe vételével keresni az optimalis stratégiat a
kovetkezo 1épésben. Az optimalis stratégia ezen két lehet6ség koziil a jobbik
valasztasa, és annak feltételes varhato értéke e két stratégia feltételes varhato
értékének a minimuma. Meg kivanjuk fogalmazni ezt az allitast pontosabban
is.

Ezen allitas pontos megfogalmazasa lehetséges, de az 1j fogalmak beve-
zetését és azokkal kapcsolatos eredmények bizonyitasat igényli. A nulladik
1épésben ezt az elvet alkalmaztuk a (2) formuldban bevezetett p(m) fiiggvény
segitségével. Ez a fliggvény varhatd értékek infimuma volt, és az infimum-
ban tébb mint megszamlalhatd elem szerepelt. A késobbi 1épésekben hasonld
definiciot kellene bevezetni, de ott megszamlalhatonal tobb feltételes varhaté
érték infimumat kellene venni. Ez problematikus. E probléméat a lényeges
szuprémum és lényeges infimum bevezetésével és egy veliik kapcsolatos tétel
bizonyitasaval lehet megoldani. Ebben a definiciéban azt hasznaljuk ki, hogy
két valdszintliségi valtozot, amelyek egy valoszintiséggel megegyeznek azonos-
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nak tekintiink, és akkor mondjuk, hogy egy valdszintliségi valtozé nagyobb,
mint egy masik, ha egy valdszintiséggel nagyobb néla.

Lényeges szuprémum és lényeges infimum definicidja. Legyen adva &,
t € T, valdszintiségi vdltozok halmaza egy (2, A, P) valésziniiségi mezén, ahol
T tetszbleges indexhalmaz. Akkor mondjuk, hogy az n valdsziniiségi vailtozo a
&, t € T, valdszindiségi vdltozok lényeges szuprémuma, (lényeges infimuma),
ha P(n > &) =1, (P(n < &) = 1), minden t € T indexre, és ha P(n >
&) =1, (P(n <&) =1), minden t € T indexre, valamely n' valdsziniiségi
vdltozora, akkor P(n' >n) =1, (P( <n)=1).

Tétel a lényeges szuprémum és lényeges infimum tulajdonsagairadl.
Legyen adva &, t € T, valdsziniiségi vdltozok halmaza egy (2, A, P) valdszi-
niségi mezon, amelyek értékeiket a 0o pontokkal kibovitett szamegyenesen
veszik fel. Létezik a &, t € T, valosziniségi vdltozoknak n lényeges szupré-
muma, (lényeges infimuma), és ez az n lényeges szuprémum, (lényeges infi-
mum), elédllithaté a kéovetkezd mddon. Létezik olyan Ty = {t1,ta,...} C T
megszamlalhatd halmaz, amelyre n = sup,eq, & (n = infien, §).

Megadom azt az eredményt az optimalis megallasi feladatok megolda-
sarol, amely segit a 4.5. lemma bizonyitasdban. Ebben infimum helyett
szuprémumot keresiink, de —1-gyel val6 szorzassal a feladat visszavezetheto
ilyen problémara.

A feladat a kovetkez6: Legyen adva egy (&,, Fn), n =0,1,2, ..., rendszer
egy (9,4, P) valdsziniiségi mezon, ahol Fy C F; C Fo C --- C A novekvd
o-algebrak sorozata, &, JF, mérhetd valoszintiségi valtozd, jelentése a nye-
remény értéke az n-ik lépésben. Olyan 7 megallasi szabalyt kerestink erre
a novekvo o-algebra rendszerre, amelyre az E&, nyeremény a leheté legna-
gyobb. Feltessziik, hogy £ min(&,,0) > —oco minden n = 0,1,2,... indexre.
Olyan rekurziés azonossagot keresiink, amely kapcsolatot teremt azon op-
timalis megallési szabdlyok nyereménye kozott, amelyekben csak az n-ik és
azok kozott, amelyekben csak az n + 1-ik 1épés utan allhatunk meg.

Megadunk egy ilyen rekurziés formuldt, amelyik nagyon hasznos a vizs-
galatokban. Annak érdekében, hogy ezt megfogalmazzuk bevezetjik a ko-
vetkezo jeloléseket.

C,, = {m: 7 megalldsi szabdly, P(t >n) =1, B¢ < oo}, n=0,1,2,...,

Tn = €88 Sup o, B(&[Fn),
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ahol ess sup lényeges szuprémumot jelol, és

v, = sup F¢&..
TECn

A kovetkezo tétel érvényes.

Az optimalis megallas rekurzios tulajdonsagairdl sz6l6 tétel.

Tn = max(§n7E<7n+1|]:n))7 n:O71727”'a
vy, = FEv,, n=012....

A 4.5. lemmaban ezt az eredményt a kovetkez6 szereposztassal alkalmaz-
wuk. Fo={0,Q}, F,=0(X1,...,Xpn), n=1,2,..., és

& = min(wym, we(1 — 7)),
&= —cn — 11141715{1 (w1 (P, (X1,...,Xy) € A) +wa(Py, ((Xq,...,X,) € B)),

n = 1,2,..., ahol a minimum az olyan (A, B) halmazpéarokra vétetik fel,
amelyek az X, = (X7,...,X,,) véletlen vektor értékkészletének F,, mérhet6
particiéi. Erre a (§,, F,), n =0,1,2,... rendszerre keresiink maximélis nye-
reményt biztosité 7 € Cy megallasi szabalyt.

A&, n=1,2,... valoszintiségi valtozok definicidéjat egyszeriibb alakra
lehet hozni. Be lehet latni, hogy

& = —cen —minfwym, (X)), we(1 — m (X)), n=1,2,....

A tovabbiakban X, = X,(7), X, = X,(7), 7 = (1), v, = v,(71)
jelolést fogunk hasznalni akkor, ha azt a jegyzetben konstrualt modellt te-
kintjiik, amelyikben P(U =0) =1 —w, P(U = 1) = w. Tekinteni fogjuk ezt
a modellt minden 0 < 7 < 1 paraméterre. Legyen tovabbd F,, = o(X,,(7)).

Ezzel a jeloléssel p(m) = —wvi(m) a (2) formuldban definidlt p(7) fligg-
vénnyel. Be lehet latni, felhasznélva a m,(X, (7)), Xpi1(7), Xpio(m),...)
vektornak a o(X,,) o-algebra szerinti feltételes eloszldsarél megfogalmazott
allitast, hogy

E(nt1(Xns1 (1)) Fn) = —p(ma(Xa () — c(n = 1). (4)

Specidlisan, E(v,+1(Xn11(m))|Fn) a m (X, (7)) valdsziniiségi véltozé fliggvé-
nye.
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Legyen 7’ és " a mw’ = p(n’) és (1 — 7")wy = p(7") egyenlet megoldasa.
Foglalkozzunk egyelore csak azzal az esettel, amikor ezen egyenleteknek van
megoldasa. Vezessiik be a kovetkez6 1) megdllasi szabalyt.

70(w) = min(n: n >0, m,(7)(w) < 7' vagy m,(7)(w) > 7").

Tudjuk, hogy 79 € Cy. Be akarjuk latni, hogy 79 az optimdlis megallasi
szabaly, azaz vg = ETg.

Vezessiik be a D,, = {w: 1o(w) = n} és F,, = {w: 19(w) > n}, halmazokat,
0 <n < oo. Azt éllitom, hogy

Ym (W) g, (W) = E(&y (W) (M), (w)|Fn)(w), 0<m < oco.

Ezen azonossdg bizonyitasaban felhasznéljuk a (4) formulat, az optimalis
megallds rekurziés tulajdonsagairdl szolé tételt és a p(-) fiiggvény (2) defi-
niciojat, illetve annak tulajdonsagait. Ezek segitségével be lehet latni, hogy
Yn(w) = & (w) a D, halmazon, és v, (w) = E(vn41|Fn)(w) az F,,41 halmazon.
(Az F,+1 halmaz F, mérheté.) Tovabba

Tm(W)Ip, (W) = E(&u|Fm)(w)Ip,(w), han=>m.
Ezeket az egyenleteket 6sszeadva n = m,m + 1, .. .-re kapjuk, hogy

(W E,, (W) = E (&, ()| Fm) (W)E, (W) = E(&, ()5, (W) Fn) (W),

ahogy allitottam. A kapott azonossdgot alkalmazva m = 0O-ra, és varhaté
értéket véve kapjuk a 4.5 lemma allitasat abban az esetben, ha a mw’ = p(n’)
és (1 — 7wy = p(n”) egyenleteknek van megolddsa. Ugyanis azt kapjuk,
hogy vy = Evyo = E&,,. (Megjegyzem,hogy Fy = 2.)

Az optimalis T' dontési fiiggvény vélasztdsa, (amelynek valasztédsaval a
nyereményfiiggvényiink &,, n = 0,1,2,...) viszonylag egyszeri. T(w) =
T, (w) = 0, ha 79(w) = n, és m,(w) < 7. Mésrészt T'(w) = T,,(w) = 1, ha
To(w) =n, és m,(w) > 7.

Ha a fenti egyenletnek nincs megoldasa akkor N = 0 az optimalis meg-
allasi szabdly, és szintén a 4.5 lemmaban megfogalmazott stratégiat kell al-
kalmazni. Ennek az esetnek a vizsgdlata egyszeriibb, (és valéjdban erre az
eredményre nincs szitkségiink).
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