A Secretary problem. Optimalis valasztas megtalalasa.

A Szindbad probléménak van egy szintén klasszikusnak tekinthetd, taldan természe-
tesebb viszont nehezebb viltozata. Ez a koévetkezd ,,Secretary problem”-nak nevezett
kérdés: Egy allasra ismert n szamu jelolt jelentkezik, akik véletlen sorrendben jelennek
meg a felvételi interjura, és minden lehetséges sorrend egyforma valdszinli. Legyen
a legjobb jelolt rangja 1, a masodik legjobb jelolt rangja 2, és a k-ik legjobb jelolt
rangja k, k =1,2,...,n. A felvételi interju soran az éppen jelentkezo felvételizo josdgat
Ossze tudjuk hasonlitani az addig megjelentekkel, azaz meg tudjuk mondani az addig
megjelentek kozotti relativ rangjat. Ezutan eldontjiik, hogy a jeloltet elfogadjuk vagy
elbocsijtjuk, és ezt a dontést késébb nem valtoztathatjuk meg. Célunk az, hogy mi-
nimalizaljuk a kivalasztott jelolt rangjanak a varhato értékét. Kérdés, hogy ez a rang
optimalis vélasztas esetén végtelenhez tart-e, ha a jeloltek n szama tart a végtelenhez.
Be lehet latni, hogy optimdlis valasztas esetén létezik véges hatarérték, és annak értéke

is ismert. Ez a
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szam. Ennek a ténynek azonban nincs olyan egyszeri indoklasa mint annak, hogy
Szindbad problémajaban a sikeres valasztas valdszintisége jo stratégia esetén nem tart
nulldhoz n — oo esetén.

A | Secretary problem”-nak csak részleges megoldasat irom le. Megadom min-
den rogzitett n-re az optimadlis stratégiat, illetve azt a rekurziét, melynek segitségével
kiszamithaté az optimalis stratégia esetén a kivalasztott jelolt rangjanak a varhato
értéke. Ennek segitségével megmutatom, hogy ennek a varhato értéknek az értéke
minden n szamra kisebb mint 8. Annak bizonyitasa, hogy létezik a fent megadott
hatarérték a rekurzié alaposabb vizsgalatat igényli. Ez meglehetdsen faraszto, a vald-
szinliségszamitashoz kozvetleniil nem kapcsolddd probléma. Ezért ennek részleteit nem
targyalom, csak egy heurisztikus indoklast adok, mely felhasznalja az optimalis megoldas
megadasahoz sziikséges szamsorozat néhany természetes, de bizonyitasra szorulo tulaj-
donsagat. Az érdekloddk a részleteket kidolgozd, teljes bizonyitast megtalalhatjak Y.
S. Chow, S. Moriguti, H. Robbins és M. Samuels Optimal Selection Based On Relative
Ranks (“the Secretary Problem”) cimi az Israel Journal of Mathematics (1964) 81-90
ujsdgan megjelent cikkében.

A secretary problem sokban hasonlit a Szindbad problémahoz. Az ott tanultak
nagyon hasznosak, és lényegében elegendd informéaciét adnak az optimalis stratégia
kidolgozasahoz.

Legyen Z1,...,7Z, az egymés utan megjeleno jeloltek a megjelenés pillanataban
ismeretlen rangja, és legyen &; az i-ik jeliilt (megjelenése utan megismert) relativ rangja
az elso i jelolt kozott. Ekkor, mint azt a Szindbadd probléma megoldasaban lattuk a

1
&1, ..., &, valdszinliségi valtozdk fiiggetlenek, és P(§; = j) = — minden 1 < j < 4
7

szamra. Tovabba ki tudjuk szamolni annak feltételes valdszintiségét, hogy a i-edik jelolt
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rangja egy adott k szdm feltéve az els6 ¢ megfigyelés értékét. Ez a

(k:—l) (n—k>
P(Z; =FK|& = g1, 6im1 = Jim1, & =) = ik VA - (1)

(0

Ezt az azonossagot példaul a kovetkezoképp lathatjuk be:

érték.

P& =g1,..,&-1=Ji-1,&G=17) =

aminek egyik lehetséges indoklasa a kovetkezd: A jeloltek Osszesen n! sorrendben je-
lenhetnek meg, és minden sorrend egyforman valészinti. Az olyan sorrendek szama,

melyekre teljesiilnek a & = ji,...,&_1 = ji—1,& = j feltételek n (n —1)!, mert (n)
i i

féle modon vélaszthatjuk meg az elso ¢ lépésben megjeleno jeloltek halmazat, ezek belso
sorrendjét egyértelmiien meghatarozza a & = j1,...,& -1 = Ji—1,& = 7 feltétel, és
ezutan a maradék n — i jelolt (n — i)! sorrendben jelenhet meg. Mésrészt

Gl

n!

P(Zi=k& =7d1,...,6-1=Ji—1,& =17) =

Ez az azonossag az el6z6hoz hasonléan indokolhaté. Azt kell megérteniink, hogy ekkor

kE—1 k

a lehetséges megjelenési sorrendek szama ( , 1) (n )(n — ). Ugyanis ekkor az
J— 1=

els6 i lépésben megjelend jeloltek kozott ott lennie annak a jeloltnek, akinek a rangja

k, és ennek a relativ rangja az els6 i jelolt kozott j kell, hogy legyen. Ez azt jelenti,

hogy a legjobb k — 1 jelolt koziil 7 — 1 és a legrosszabb n — k jelolt koziil pedig ¢ — j
E—1 —k

résztvevo jelenik meg az elso i 1épésben. Ez ( ) 1) (n ) modon lehetséges. Ezutan
J— J—1

az;=k<& =g1,.-.,&-1 = Ji—1,& = j feltétel egyértelmiien meghatarozza az elso ¢

jelolt belso sorrendjét, a maradék n — i jelolt pedig (n — i)! médon jelenhet meg.

Az (1) relaci6 specidlisan azt is jelenti, hogy
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Ezért

L6

E(Zi|& =11, .81 = Ji—1,& =7) = n
Za0

(

(3)

1 & (BN /((n+1)—(k+1) (?Ll) n+1
_@;j(j)<<i+n—@+n>_i ") i

a (2) relacié alapjan (az n, i és j paraméterek helyett az n+ 1, i+ 1 és j + 1 paraméter
valasztassal.

Feladat: Adjunk a (2) azonossagra kozvetlen kombinatorikus bizonyitast. Egy lehet&ség:
Szamoljuk 0ssze, hany olyan n + 1 hossztusagu fej-irds sorozat van, melyben az n + 1-ik
tag az @ + 1-ik fej. Szamoljuk ezt Ossze gy is, hogy eldirjuk a sorozatban szerepld j-ik
fejdobas helyét, majd Gsszegeziink ennek a helynek a lehetséges értékeire.

Egy masik lehetséges indoklds: (A negativ binomidlis eloszlasrdl tanultak alapjén)
irjuk at a (2) kifejezésben szereplé tagokat mint alkalmas (negativ szdmokat is megen-
gedd) binomidlis egyiitthatokat.

M —(1+1
Példaul: (”) - ( " > - (-1)%( i+ )>. Ezutén alkalmazzuk az (1 —
i n—i n—1i

)t = (1 — 2)*(1 — x)? azonossagot, illletve annak kovetkezményét e fiiggvények
hatvanysorainak egyiitthatéira alkalmas « és 3 véalasztassal.

A fenti eredmény, illetve a Szindbad probléma megoldasdban tanultak alapjan
a Secretary problem ekvivalens a kovetkezo kérdéssel: Legyenek &1, ...,&, fiiggetlen

1
valésziniiségi valtozok, melyek eloszlasat a P(&§; =j) = —. 1 < j <i, 1 <i < n képlet
i

1
adja meg. Vezessiik be a v;(j) = v;,(j) = j% koltségfiiggvényt. Keressiikk meg azt
i

az optimalis 7 megéllasi szabalyt, mely minimalizalja a koltségfiiggvény Fv, (&, ) varhaté
értékét. Azt is megtargyaltuk, hogyan kell ezt a feladatot megoldani. Definialjuk a

n+1 n+1
n— _ETL n -
Cn—1 vn(&n) Zjn+1
I ~( . (n+1 |
ci_le(mm( £z,cl)>:g;(m1n(i+—1],ci)), t=n—1n—-2,...,1

(4)

szamsorozatot. Ekkor az optimalis megallas az lesz, hogy a i-ik idopontban allok meg,

1
1 < i < n—1, ha nem alltam meg elébb, és v;(§;) = n fz > ¢;. Az n-ik 1épésben

mindenképp megallok. A koltség varhato értéke pedig (az optlmahs stratégia esetén) cg.
Ezek utan a feladat a (4) rekurziv eljarassal megadott az n megengedett 1épésszamtol
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is fliggd ¢; = cl(-n) sorozat kiszamolasa és a C' = lim c(()") hatarérték meghatarozasa
n—oo
(feltéve, hogy ez a hatéarérték létezik).
N , . i+ 1 . ,
A ¢; sorozat vizsgdlataban érdemes bevezetni a t; = ?ci, 0<i<n-—1,¢és
n
s; = [t;] mennyiségeket, ahol [z] jeloli az x szdm egész részét. Ezekkel a jelolésekkel a

(4) rekurziés formula némileg egyszer(ibb forméban {rhaté fel:

1 /n+1 . 1 /n+1s;(s;+1 .
Ci122(i+1(1+"'+si)+(2_3i)ci):Z<z‘+1 1(22 )+(2_Si>0i>’

ést; =8+ a;, 0 < a; <1 jeloléssel

- Si(Si + 1) + Qti(i — Si)
b1 = 2(i + 1) ’ (58)

_ tl(l + 27 — tz) _ 04(1 — Oé)
tir = 2(i + 1) 20i+1)° (5)

A t; — t;_1 transzformaci6é viselkedésének jobb megértése érdekében vezessiik be az

annak a f6 részét leird
1+ 27—
T(z) = T)(z) = m
201+ 1)

transzformaciét. Egyszeri szamolas adja, hogy

142¢—-2 1
T'() = — " >, ha 2 <i+ o,

2(i+1) —
ezért T'(x) monoton né = < i+ 3 esetén. Tovabba (5) alapjan

T(t;) > t;—1. (6)
A fentiek alapjan bizonyithaté a kovetkezo
Lemma.

2n
< — .
" n—1+3

A lemma bizonyitasa el6tt mutassuk meg annak egy érdekes kévetkezményét.

Kovetkezmény:
co < 8,

azaz a vdrhato nyeremény optimalis stratégia esetén barmely n szdmra kisebb mint 8.
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A kovetkezmény bizonyitdsa. A c; sorozat definicigjabdl kiolvashatd, hogy az monoton

n
no. Ezért valasztva az 1 = [5} szamot kapjuk a Lemma felhaszndalasaval, hogy

n+1t <n+1 2n <2n(n—|—1)

PSS - < 8.
i+1 i+1ln—i+3 %(%+3)<

co < ¢ =

n  2n
A Lemma bizonyitdsa: A Lemma allitasa érvényes ¢ = n — 1-re, mert t,,_1 = 5= 1

Ezért elég belatni, hogy amennyiben az érvényes 1 < ¢ < n — 1-re, akkor érvényes
i — 1-re is. Ezt igy bizonyitjuk, hogy felhasznéljuk a (7)-es formuldt a mar bizonyitott
paraméterrel, a (6) egyenl6tlenséget valamint azt, hogy a T'(z) transzformacié monoton

o1 .
not<i+ 3 esetben. Tovabba, mivel a ¢; sorozat monoton no, ezért

7 < 7 1 n—+1
C; = Cp—1 —
n-+1 + n+1 !

7
n+1 2 2

; 2

Ez a becslés tul durva, mégis hasznos. Ugyanis vagy teljesiil az % < % azZonossag,
n—1

és az indukciés feltevés teljestil i — 1-re is, (ez csak nagyon kis i indexre lehetséges) vagy
i 2n , 1 2n ) ) ) 2n ,
— > ——— ésekkori+—- > ———  ezért mind a t; mind a ———— > t; szamok
2 n—i+4 2 " n—14+3 n—1+3
beleesnek abba az intervallumba, ahol 7'(-) monoton né. Ezért

ti—lST(ti)ST( 2n ):”{(1+2")(”—i+3)—2n}< 2

n—i+3 (i +1)(n—1i+ 3)2 “n—i+4’

ami azt jelenti, hogy igaz az indukcios feltevés i — 1-re is. Az utolsé azonossag azért
igaz, mert az ekvivalens a

(n—i+3)2+(2n—2i—10(n —i+3)+2n>0
egyenlotlenséggel, ami nyilvan érvényes n — i > 1, azaz 1 < n — 1 esetén.

A lim ¢ hatarérték meghatarozasa.

n—oo

A részletek kidologzdsa nélkuil.

Vezessiik be az i = i,g") mennyiségeket a kovetkezé modon:
i = A legkisebb j pozitiv egész szam, melyre t; > k.

Az i, mennyiségeket azért érdemes bevezetni, mert segitségiikkel vizsgalhaté az op-
timalis megallasi szabdly. Ez a kovetkez6: Az els6 i1 — 1 jeloltet mindenképpen elu-
tasitjuk. Az ip < j < ix41-ik megjelent jeloltet akkor fogadjuk el, ha annak & relativ
rangja kisebb vagy egyenlé mint k. A fenti megjegyzésbdl az is kovetkezik, hogy

COZCIZ"':Cil—l-
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(Emlékeztetdiil, a ¢; mennyiség annak a varhaté értéke, hogy mekkora a koltségfiigg-
vényem, ha az els6 j lépésben nem &llhatok meg, és ezen feltétel mellett az optimalis
stratégiat folytatom.)

:(n)
7
Be lehet latni, hogy hogy léteznek az ay,_1 = lim —£— hatdrértékek, ag < o < -- -,
n—oo N
ar < 1 minden £k =0,1,... szdmra, és klim ar = 1. Erdemes kiilon hangsilyozni, hogy
— 00

az ag > 0 szigoru egyenlotlenség érvényes.

Ezenkivill a t; = tg.n) szamok a j index megvaltozasaval keveset valtoznak. Pon-
tosabban megfogalmazva, tetszoleges 0 < a < 3 < 1 szamra

(n) _ 4(m)
£ —

lim sup ( ) =0.

% an<j<pn

A fenti relacié azt sugallja, hogy a t;, ~ t;, —1 ~ k kozelitéssel kis hibat kovetiink el.
Specidlisan,

Co=C = " =Cyh=1= - ~ —,
7 11
ezért )
n
lim c(()n) = lim — = —. (8)
n— 00 n— 0o Z(”) (o7))
1
(n)
Ezért a feladat megoldasa érdekében elég a lim sz = aj_1 mennyiségeket meghata-
n—oo

rozni. Azért, hogy ezeket a hatarértékeket kiszamoljuk vezessiik be a
vizti—i, ha iy <i<ipyr azaz k<t; <k+1

mennyiségeket, és irjuk fel mit jelentenek a t; mennyiségekre fennallé rekurzids formuldk
a v; mennyiségekre. Azt kapjuk, hogy

ko ok(k+1)+26—-k)(v=5) k& v —k
Vi-1+ 5 = ( ) .(Z )(U 2) :—+U. Vi,
2 2(i +1) 2 i+41

ahonnan
1+ 1
1 —k

Vi = v,—1 hai, <1< ik+1. (9)

(Hogyan lehet rajonni, hogy a fent definidlt v; mennyiségekre ilyen egyszerii rekurziés
formula érvényes?)
Alkalmazva a (8) relaciét szukcessziven a i < i < ixy1 szdmokra azt kapjuk, hogy
vj J+1—-k)---(j+1

) o
v (+l—Fk)-(i+r1) SIS (10)
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Alkalmazzuk a (10) formuldt ¢ = iy, j = ip4+1 vélasztdssal. Azt kapjuk, hogy egyrészt

V.(n) Z-(”) ktl k+1
lim —ktL — i [ Bt _ 9k
n— oo Uigcn) n—oo Z,(fn) Af—1 ’

masrészt
k
R Gt ) Y SE T B PE
lim lim N = = o
n—oo V.(n) N—00 Y
ch ) (tigcn) — §> 2
Innen .
k+2 . g +
ko a1 7
ezért

és k — oo hataratmenettel (felhasznalva, hogy klim ai = 1) kapjuk, hogy
— 00

lim 1—:a0:H(,—> .
n—oo n i i —+ 2

Innen és a (8) formudbdl kovetkezik, hogy a keresett varhaté érték valoban a megadott
szam.

A fenti heurisztikus érvelés pontossa tétele érdekéban néhany becslésre van sziikség.
Ezek koziil a legfontosabb az, hogy a t; mennyiségekre ne csak (viszonylag durva) fels6

becslést adjunk (ezt tettiik meg a Lemmdban), hanem megfelelé alsé becslést is bi-
:(n)
zonyitsunk. Ez kell példaul ahhoz, hogy tudjuk: lim inf )

n—oo M
A t; mennyiségre adott felsé becslés bizonyitdsa azon alapult, hogy az (5) formula
segitségével viszonylag egyszerti, de j6 t;_1 < T'(t;) alaki becslést tudtunk adni. Hasonld
elven egy alsé becslést is lehet bizonyitani. Be lehet latni, hogy

t; t;
tig > —— (1 - 2],
i+ 1 200+ 1)

| 3(i+1)
‘T 2(n—i+2)

és ennek alapjan

A bizonyitas részleteit elhagyjuk. Az megtaldlhat6 az emlitett cikkben.



