Poisson folyamatok, exponencialis eloszlasok

Azt mondjuk, hogy a & valészintliségi valtozd Poisson eloszldasi A\, 0 < A < oo, paramé-
/\k

terrel, ha £ nem negativ egész értékeket vesz fel, és P(§ = k) = ﬁe*’\, kE=0,1,....

1.) Legyen & és n két fiiggetlen Poisson eloszldsu valdszintiségi valtozo, € A és n u pa-

raméterrel. Akkor £ + 7 Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozé A\ + p paraméterrel.

A kovetkezo feladat célja az, hogy egyszerti modon konstrudljunk Poisson folyamatokat.

2.)

a) Legyen adva k darab urna, és ezekbe dobjunk be véletlen £ szdmu golyét, ahol £
Poisson eloszlast valészintliségi valtozo A > 0 paraméterrel. Legyenek az egyes
dobdsok eredményei egymastol és a £ valdszinlségi valtozétdl fiiggetlenek.
Tegytik fel tovabbd, hogy minden egyes dobasnal a goly6 az j-ik urndba p; > 0

k
valdszintiséggel esik, j = 1,...,k, > p; = 1. Jelolje n; a j-ik urndba esd
j=1

golyok szdmét. Bizonyitsuk be, hogy az n;, j = 1,..., k valésziniiségi valtozok
fiiggetlenek, és n; Poisson eloszldst Ap; paraméterrel, j =1,... k.

b.) Legyen adva egy (X,.4) mérhetd tér, és azon egy p valésziniiségi mérték.
Legyen ¢ Poisson eloszlasu valészintiségi véaltozo A > 0 paraméterrel, Va-

lasszunk egyméstol és a £ valészinliségi valtozotdl fiiggetleniil x4, ... , z¢ pon-
tokat az X téren ugy, hogy P(z; € A) = p(A) minden A € Aésj=1,...,¢
re. Lassuk be, hogy tetszéleges diszjunkt A; € A, ..., Ay € A halmazokra

az e halmazokba es6 kivalasztott x; pontok szama egymadstol fiiggetlen, és az
egyes Aj, j = 1,...,k, halmazokba es6é pontok szama Ap(A ;) paraméterii
Poisson eloszlasi valdszintliségi valtozo.

c.) Legyen adva egy (X, B) mérheté tér és rajta egy v o-véges mérték. Az el6z6
konstrukciét felhasznalva konstrualjunk egy olyan x1, xo, ... véletlen pontrend-
szert az X téren, mely teljesiti a kovetkezo tulajdonsagot: Barmely mérhetd
véges v mértékii A halmazba esé pontok szama v(A) mértékii Poisson eloszldsu
val6szinliségi valtozo, és diszjunkt (mérhetd, véges mértékii) halmazokba esé
pontok szama egymastol fliggetlen.

Legyen adva egy (X,.A) mértéktér, és azon egy u o-véges mérték. Jelolje Z az Osszes
olyan (x1,z2,...), z; € X, j = 1,2,..., pontrendszert, és legyen F az a legsziikebb
o-algebra, melyet az z: z € Z,2(A1) = ki,...,2(A;) = k;) halmazok generédlnak, ahol
z(A), A € A, jeloli a z pontrendszernek az A halmazba es6é pontjainak a szamét;
j = 1,2,..., tovdbbad k; nem negativ egész szam, és A; € A, pu(A;) < oo, minden
1 <1 < jre. Egy (Q,B,P) téren értelmezett mérheté € : (Q,B) — (Z, F) leképezést
az (X, A) téren értelmezett pontfolyamatnak nevezik. Azt mondjuk, hogy a & pont-
folyamat Poisson pontfolyamat az (X, A) téren pu szamlalé mértékkel, ha tetszOleges
pozitiv egész k szamra és diszjunkt A; € A, pu(A;) < oo, j = 1,...,k, halmazokra
az Aj, j = 1,...,k, halmazokba es6 pontok szdma egyméstdl fliggetlen valdszinliségi
valtozok, és az A halmazba es6 pontok szdma Poisson eloszlasi valészintiségi valtozo
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1(A) paraméterrel. Az eloz6 feladatbdl kovetkezik, hogy tetszoleges (X, A, 1) mérhetd
tér esetén o-additiv p mértékkel létezik e téren értelmezett Poisson pontfolyamat p
szamlalé mértékkel.

Egy X(t), 0 <t < T sztochasztikus folyamatot a [0, 7] intervallumon Poisson folyamat-
nak neveziink \ paraméterrel, ha

(i) Az X (t) folyamat fiiggetlen névekményti, azaz tetszéleges 0 < t1 < to < -+ <t} <
T pontokra az X (t1), X(t2) — X(t1), ..., X(tx) — X (tx—1) valdsziniiségi valtozék
fliggetlenek.

(ii) X (t) — X(s) Poisson eloszlasi A(t — s) paraméterrel.

(iii) Az X (-, w) trajektéria szigorian monoton, balrdl folytonos egész értékii fliggvény.

Ha &(w) Poisson pontfolyamat a [0, T'] intervallumon a p = Ax Lebesgue mérték szamlalé
mértékkel, akkor X (t.w) = & pontfolyamat pontjainak szdma a [0,t) intervallumban
Poisson folyamat A paraméterrel a [0, 7] intervallumon.

Egy ¢ valdsziniiségi valtozé exponencidlis eloszlasi A\, A > 0 paraméterrel, ha P({ <
r) =1 — e minden z > O-ra.

3.) Léssuk be a kovetkezd azonossigot: P(§ > =z + yl¢ > y) = P(§ > ), ha a &
valoszinliségi valtozd exponencidlis eloszlasi. Ezt az azonossagot az exponencidlis
eloszlas orokifju tulajdonsidgéanak nevezik. Léassuk be ennek az allitasnak a kovetke-
z6 altalanositasat is: Legyen adva egy F C A o-algebra az (2, A, P) valdsziniiségi
mezon. Legyen ezenkivill adva egy n F mérheto és egy £ az F o-algebratol fliggetlen
A paraméterii, exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtoz6. Ekkor

P(&+n > 2|F)(w) =e 1) ha g > p(w)

(és P(E+n > z|F)(w) =1hax < nw).)

Tegyiik fel, hogy a &, n valdszinliségi valtozdk és F o-algebra teljesitik az el6z6
allitds feltételeit. Tegyiik fel tovabba, hogy n(w) < x egy valdszintliséggel. De-
finidljuk a B = {{(w) + n(w) > 2} eseményt, és az F = o(F,0{B,Q \ B})
o-algebrat. (Azaz, F a (A1 NB)U (A2 N (Q\ B)), Aj, Ay € F, alaki halma-
zokbdl all.) Valasszunk egy z > x szdmot, és mutassuk meg (az el6zé azonossig
felhasznalasaval,) hogy

e Az=2) haweB

P41 > 2|F)(w)) =

crn>aP@) =0 Tl

4.) Bizonyitsuk be, hogy ha egy £ valdszintliségi valtozo eloszlasfiiggvénye teljesiti az
orokifju tulajdonsagot, azaz P(§ > x4yl > y) = P(§ > x) minden x > 0ésy > 0
szamra, akkor & exponencialis eloszlasu.

5.) Legyenek &, ... ¢ ifliggetlen exponencidlis eloszlasi valdszintiségi valtozok A >
k

0 paraméterrel, és S, = > ;. Lassuk be, hogy S} striisagfiggvénye f(x) =
j=1



“gk=le=* ha 2 >0, f(z) = 0 ha x < 0, és eloszlasfiiggvénye

_ io)g.xj -

haxz>0és F(z) =0hax <0.

Legyen X(t), 0 <t < oo, A paraméterti Poisson folyamat, és definidljuk a (o = 0,
Cp = inf{t: X(t) > k}, k = 1,2,..., valészinliségi véltozékat. Lassuk be, hogy
a (r — (p—1 valészinliségi valtozok fliggetlen exponencidlis eloszlasu valdszintiségi
valtozok A\ paraméterrel, (azaz P(Cx — (p—1 < ) < 1 —e~** minden x > O-ra.

Legyenek n;, j = 1,2...., fiiggetlen A\ paraméterti exponenciélis eloszlasu valo-

szinliségi valtozdk, és definidljuk az Y(t) = sup? k: Z n; < k}, 0 <t< o
J_
sztochasztikus folyamatot. Lassuk be, hogy Y (¢) A paraméterti Poisson folyamat.
Legyen &5, 7 = 1,...,ny valdszinliségi valtozdk szériasorozata, melyek rogzitett
k-ra fliggetlenek. Tegyiik fel ezen kiviil, hogy
(i) A &, ; valészintiségi valtozokra P(r; =1) =1 —P(&; =0) = A j, 1 <j <
ng.

(ii) lim sup Ax,; =0
k*)ool<.]<’nk

(iii) kli)n;o Z Aej — A>0
j=

Ekkor az S = Z &k,j valoszinliségi valtozok eloszldsban konvergdlnak egy Poisson
j=1

eloszlasu valdszintiségi valtozohoz \ paraméterrel.

Léssuk be, hogy az allitas igaz marad, ha az (i) feltételt a kovetkezo gyengébb (i)

feltétellel helyettesitjiik.

(1) A &, ; valdszintiségi valtozok nem-negativ egész értékeket vesznek fel, P(& ; =
1) = Aij, P(€; > 2) =0(Mi;), 1 < j < ny, és aof-) egyenletes j-ben.

Legyen &, k = 1,...,n, n darab fiiggetlen exponencidlis eloszlasu valdszintiségi
k

valtoz6 ugyanazzal a A > 0 paraméterrel, és definidljuk a S, = > &, k=1,...,n
i=1

részletosszegeket. Lassuk be, hogy az (S1,5s,...,S5,-1) vektor feltételes eloszlasa

az S, = x feltétel mellett megegyezik egy n — 1 elemii a [0,z] intervallumban

egyenletes eloszlasi rendezett minta eloszldsaval. (Azaz, legyen ny,..., 0,1 n —1

fiiggetlen a [0, z| intervallumban egyenletes eloszlasu valészintiségi valtozo, és az

m*x <n5--- <k _; n—1elemi rendezett minta ezen 7 szamok monoton sorendbe

val6 dtrendezése. A fenti feltételes eloszlds megegyezik ezen n; valdszinfiségi val-

tozdk egyiittes eloszlasaval.) Léssuk be a kovetkezd (a fenti &llitdssal ekvivalens)

allitdst is: Az (ﬂ Sn_1

Yy vektor fliggetlen az S, valdoszinliségi valtozotol,
Sn Sh
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és eloszlasa megegyezik egy a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasu rendezett
minta eloszlasaval.



Megoldasok
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minden k > O-ra. Innen kovetkezik az allitas.
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tetszoleges [1 > 0, ..., I > 0 egész szamokra. Innen adédik az allités.
k
Legyen Ap1 =X\ U Aj, pj = p1i(Aj),j=1,...,k+1. Ekkor a feladat a.) része
j=1

szerint az egyes A; halmazokba esé pontok szdma egymadstdl fliggetlen Ap(A ;)
paraméterii Poisson eloszlast valdszintiségi valtozoé.

Tekintsiik az X halmaznak egy particiéjat, mely rendelkezik a kovetkez6 tulaj-

donsagokkal: X = |J Xj, az X, j = 1,2,..., halmazok diszjunktak, pu(X;) =
j=1

Aj < oo. Konstrudljunk a b.) feladat felhaszndldsdval mindegyik X; halmazon
egy olyan pontrendszert (véletlen szamu pontot dobva le p(X;) paraméterd Pois-
son eloszlassal egymastol fiiggetlentil ugy, hogy egy pont egy A; C X; halmazba
1(Ay)
1(X;)
1(A ), paraméterti Poisson eloszldst valészintiségi valtozd, és diszjunkt halmazokba
egymastdl fliggetlen szamui pont essék. Legyen a kiilonboz6 X; halmazokba es6
pontok szama egymastol fiiggetlen. Mivel fliggetlen Poisson eloszlast valoszintiségi
valtozok 0sszege Poisson eloszlasi, és az 6sszeg paramétere egyenlo az 0sszeadanddk
paraméterének az Osszegével, ezért az itt leirt konstrukciéban tetszéleges p(A) < oo
mértékil halmazba p(A) paraméterii Poisson eloszlasi valésziniiségi véltozd esik,
és diszjunkt halmazokba es6 pontok sziama egyméstdl fiiggetlen. (Lassuk be, hogy
végtelen sok fliggetlen Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozé osszege is Poisson
eloszlasu, és az Osszeg paramétere megegyezik az Osszeadanddok paraméterének
az Osszegével, feltéve, hogy ez az Osszeg véges. Ennek bizonyitasanal érdemes
észrevenni, hogy ebben az esetben az Osszeg 1 valdsziniiséggel, ezért eloszlasban
is konvergal.)

valoszintiséggel essék), hogy egy A ; C X; halmazba esé pontok szama legyen



3.)

e_A(w'i‘y)

P >xz+yll >2) = = = e~*. Az altalanosabb &llitds bizonyitdsdhoz

hasznaljuk fel a feladatok feladatsor 3. feladatanak az eredményét. Definialjuk az
flu,v) = I(u+v > z) fliggvényt. Ekkor

e~ ME=n@) ha g > n(w)
{ 1 ha z < n(w)

Az utolsé allitas igazoldsdhoz azt kell belatni, hogy P(2\ B) N A N{{(w) +n(w) >
z}) =0és PBNAN{{(w)+nw) >z}) = [, e dP = e =2 P(A N B)
minden A € F halmazra. Az els§ azonossag nyilvanvals, mivel Q \ B) N {{(w) +
n(w) > z}) =0, és a masodik azonossdg igaz, mivel

P(B AN {) + 1) > 2}) = PAN{g(w) +1w) > 2}) = [ e Cap

_ Az—a) / e~ Ae=n@)gp = ¢=A=2) p(A N B) .
A

Els6 megoldds

Mutassuk meg, hogy az Si valdszinliségi valtozok karakterisztikus fliggvényei kon-
vergalnak egy \ paraméterii Poisson eloszldsu valészintiségi valtozé karakterisztkus
fiiggvényéhez.

ng Nk
EeitSk — H(l — A,y + )\k,jeit) = H exXp {)\kd(eit —-1)+ O()‘z,3>}
i=1 7=t

Nk Nk
—expd @ 1) [ Son | +0 [ 3ox2, ] b o expfacet — 13
j=1 7j=1

és egy 1 A paraméterii Poisson eloszlasu valdszinliségi valtozé karakterisztikus

. o \k . .
figgvénye Ee' = 3 ye”‘“kt = exp{—\ + Xe"'}.
k=0 K

Az altaldnosabb allitas bizonyitasahoz, amikor az (i’) feltétel teljesiil, vezessiik be

a &, ; valdszinliségi véltozdkat a kovetkez8 médon: & ; = &k ha & j; = 1, és
ng

§; =0, hade; #1, 1 <j < k=12.... Legyen S, = > &, Ekkor
j=1

a S}, valésziniiségi valtozdkra alkalmazhatjuk a feladat mar bizonyitott részét. A
funkciondlis hatdreloszlastétel els6 feladata alapjan elég belatni, hogy S, — .5}, = 0,
ha k — oo, ahol = eloszldsban valé (vagy sztochasztikus) konvergenciat jeldl.

Viszont ez a feltétel teljesiil, mivel P(Sy # S},) < Zk P& > 2) — 0.
j=1



masodik megoldds (vdzlat)

P(Sy =m) = Z H A, H (1=A)

1§l1<<lm§nk p=1 re{l,...,nk}\{ll,...,lm}

~ Z H A1, exp{—A} ~ %e_A

1§l1<~~<lm§nk p=1

minden m > 0 egész szamra. E becslések igazolasandl felhasznaljuk, hogy 1 — A, ~
ny,
e~ és mivel Y. A\, — A, és ez a reldcié érvényben marad, ha véges sok tagot

r=1
elhagyunk az 6sszegbdl, ezért a belsd produktum kozelitheté e ~*-val. Tovabba,

Z H)\zp’vm (;)\m) NmA ,

1<h << <ny, p=1

mivel a (3% Apy)" kifejezés kifejtésében, a Ay, — 0 feltétel miatt, elhanyagol-
haté azon tagok hozadéka, melyben valamelyik A\ , tag magasabb hatvanyon sze-
repel.

9.) Jelolje f(z1,...,2n) az (S1,S2,...,S,) vektor és g,(x) az S, valészinliségi véltozé
stiriségfiiggvényét. Ekkor az (Si,...,S,) feltételes siiriiségfiiggvénye az S, =
flxy,...,xp—1,2)
9n () .

(lasd feladatok feladatsor 5. feladatat.) Az (Si,...,S,) vektor siriiségfiiggvénye
az (x1,...,x,) pontban megegyezik a (£1,...,&,) vektor siirliségfliggvényével az
(Y1,...,yn) pontban, ahol y; = z; —z;—1, j = 1,...,n, oy = 0. (Miért?)

n

x feltétel mellett explicit felirhatd, mint h(zq,...,xn_1]z) =

Ezért f(xy,...,2,) = [[ e = Xe ™%, ha 0 < 21 < 29 < -+ < Ty, 6
k=1
f(x1,...,2,) = 0 kiilonben. Egyszerii szamolassal (n szerinti indukciéval) kap-
n — 1)
juk, hogy gn(z) = ﬁmn_le_)‘m. Ezért a h(zy,...,xn_1|x) = %, ha
0 < <@g < -+ <z, 68 h(xy,...,xp_1]x) = 0 kiilénben. Ez megegyezik az
n — 1 elemi a [0,z] intervallumbeli egyenletes eloszldsi fligggetlen val6szintiségi
valtozokbdl készitett rendezett minta stiriiségfiiggvényével, mivel e valtozok egyiit-
tes sfirtiségfiiggvénye a rendezés el6tt 2~ ("1 a rendezés utan pedig ez (n — 1)!-
sal szorzodik, és az 0 < 1 < -+ < x,_1 < x halmazra koncentralédik. Innen
kovetkezik az els6 allitas. A masodik allitas levezetheto ebbdl az eredménybdl is a
feltételes eloszlasok tulajdonsdgait hasznalva, de egyszeriibb levezetni a kovetkezd
allitdasbol: Ha az (S,...,S5,) fliiggvény stlirtségfiiggvénye f(x1,...,z,), akkor,
S, 7 Sy
e f(xywp, ..., Ty 170, T,). Ez a mi esetiinkben azt jelenti, hogy a vizsgalt vek-
tor és valészintiségi valtozd egyiittes stirtiségfiiggvénye e a1 az {(xq,...,2,):

mint az konnyen bizonyithato, a ( ,Sn) vektor striiségfiiggvénye
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0<z <+ <xp_1 <1, z, > 0}, halmazon, és nulla ennek komplementerén.
Ezért ez a stirtiségfiiggvény h(zxq,...,x,—1)g9(x,) alakban irhatd, ahol a

h(z1,...,Zp—1) =n—DI0< 21 < - <xp_1<1)

fiiggvény a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszldsi n — 1 elemi rendezett minta
n—1
striiségfiiggvénye, és g(z) = )\”e”‘wm az Sy, striségfliggvénye. Innen kovet-
n—1)!

kezik az allitas.



