Normalis eloszlasu valészintiségi valtozok

Emlékezteto: € standard normaélis eloszlasu valoszintiségi valtozo, ha eloszlasat a kovet-
kez6 képlet hatarozza meg:

P& <z) = 2 gt = B ().
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(Altalénos jelolési szokds: A standard normalis eloszlasfiiggvényt ®(z), a standard

normalis stiriségfiiggvényt pedig p(x) = \/%e_”ﬂ/ 2 jeloli.) Legyenek &1, ... , &, fiigget-
len standard normaélis eloszlasi valészintiségi véltozok, és vezessiik be a & = (&1,...,&,)

jelolést. Legyen A egy n X n-es matrix, és n = £A. Ekkor n n-dimenziés normaélis
eloszlasu 0 varhaté értékli valdszintiségi valtoz6. Minden n-dimenzids 0 varhaté értéki
normalis eloszlasu valdszinliségi valtozoé ilyen alaki, azaz az n n dimenziés valdészintiségi
valtozo akkor és csak akkor normadlis eloszldsi 0 varhato értékkel, ha létezik olyan A

n X n-es matrix, hogy n eloszldsa megegyezik az €A, £ = (&1, ...,&,) valdsziniiségi vél-
tozo eloszlasaval, ahol &1, ..., &, fiiggetlen standard normalis eloszlasu valdsziniiségi
véaltozok. Legyen m = (mgy,...,my) n dimenzidés vektor. Ekkor n 4+ m n dimenzids

normalis valdszinliségi valtozo m varhaté értékkel, ha n n dimenziés normalis eloszlasu
valdszintiségi vektor 0 varhaté értékkel. Minden normalis eloszlasi valészintiségi valtozo
elallithaté ilyen médon.

Feladatok:

1.) Legyen n = £A + m, ahol A n x n métrix, £ = (§1,...,&,), ahol &, ..., &,
fliggetlen standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok, és m n dimenzids
vektor. Lassuk be, hogy n karakterisztikus fliggvénye

Sp(t) — Eei(t,n) _ e—tA*At*/Q—i—i(m,t),

ahol t = (t1,...,t,) n dimenzids vektor, (-,-) skaldrszorzatot és * transzponaltat
jelol.
2.) Legyen n = £A +m olyan mint az el6z6 feladatban. Tegyiik fel ezenkiviil azt, hogy

az A matrix invertalhaté. Ekkor az n valdszintliségi valtozénak van stirtiségfiiggvé-
nye, amelyik a kovetkezo alaku:

1
_ o _ A*A —1 _ * 2
@) = ey €0 (@~ m)(ATA) = m)/2)
ahol z = (z1,...,z,) € R™ n dimenzids vektor.
3.) Az n = (m,...,n,) valoszintiségi valtoz6 akkor és csak akkor normélis eloszlds,

ha a karakterisztikus fiiggvénye e~ Pt /2+1(m:t) alakii, ahol D pozitiv (szemi)definit
matrix. A D matrix az n sztochasztikus vektor D = (d; 1) = (Enjne — En; Eng)
kovarianciamatrixa, m = (Emny, ..., En,) az n vektor varhaté értéke.

Mutassuk meg, hogy egy normalis eloszlasu valdoszintliségi valtozo eloszlasat megha-
tarozza annak kovarianciamatrixa és varhaté érték vektora. Ebben az allitasban a



normalis eloszlds megkovetelése fontos. Mutassuk meg, hogy tetszéleges normaélis
eloszlashoz megadhaté olyan nem normadlis eloszlds, melynek megegyezik a kovari-
anciamatrixa és varhato értéke ezzel a normalis valdszintliségi valtozdval.

Mutassuk meg, hogy tetszbleges (X7i,..., Xx) (nem feltétleniil normalis eloszldsi)
valészintliségi vektornak, mely mindegyik koordinatajanak létezik masodik momen-
tuma, azaz EX; <oo,p=1,....k,aD = (dpyg), dpqg=EX,X,—EX,EX,, 1<
P, q < k, kovarianciamétrixa pozitiv (szemi)definit. Ezért 1étezik olyan (Y7,...,Y%)
normalis vektor, melynek a kovarianciamatrixa és varhaté értékvektora megegyezik
az (Xi,...,Xy) kovarianciamatrixaval és varhaté értékével.

Az el6z6 feladatban szerepl6 71 vektornak akkor van stirliségfliiggvénye, ha a D
matrix pozitiv definit. A strtiségfiggvény

1

1) = Gayrayaerppz OP (e —mID ™ e —m)*/2}

alak.

Definialjuk a kovetkez6 (€2, B,P) valészintiségi mezét: € = [0,1], B a Borel o-
algebra [0, 1]-en, és P a Lebesgue mérték. Definidljuk a kovetkezd & és n valdszinti-
ségi valtozékat ezen a mezén: &(z) = &1 (x),

77(»pﬁ)z{@_l(l—x) ha 0 <z < 3

Q_l(x—%) ha%ﬁxﬁl.

Lassuk be, hogy £ és n normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok, de a (£, n) vektor
nem normalis eloszlasu valészintiségi vektor.

Legyen 0 < uy < ug < --- < u, valés szamok. Lassuk be, hogy létezik olyan
(&1,...,&,) normdlis eloszlast valdszintiségi vektor, melyre E€;, = 0 és E&;&, =
min(u;, u) minden 1 < uj, ug < n-re.

Minden z > 0-ra

(l _ i) p(z) < 1—d(z) < i@(x),

r x3

ahol ®(z) és p(z) a standard normadlis eloszlds és siirliségfiiggvény.

Legyen & = (&1,...,&,) normélis eloszldsu valésziniiségi vektor. Ha valamilyen
1 < p < n-re a kovariancia fiiggvény teljesiti az E&;&, — EEE, = 0 feltételt
minden 1 < j < p < k < n esetén, akkor a (£1,...,&p) és (&pt1,...,&n) Véletlen

vektorok fiiggetlenek.

Legyen (&,7n) normdlis eloszlasti vektor m = (mq, ms) = (E€, En) véarhat6 értékkel

(01,1, 01,2) _ (E52 - (E§)2» E¢n — EﬁEU)
02,1, 022 E¢n — ESEn, E772 - (EU)Q

kovarianciamatrix-szal. Ekkor & feltételes eloszlasa n = y feltétel esetén a normélis
2

, 012 , , , 01,2 01,2

eloszlds 01,1 — —= szérasnégyzettel és m; — —=mo +

022 02,2 022

y varhato értékkel.



10.)

10)

11.)

12.)

13.)

Hogy lehet latni, hogy a & feltételes eloszlasdanak a szérdsa nem negativ? Mikor
egyenl6 0-val ez a szoéras?

Hogy altalanosithaté a fenti allitas abban az esetben, ha & és n vektorvaltozok is
lehetnek?

Az (&,...,&) valdszinliségi vektor akkor és csak akkor normélis eloszlasi, ha
k

tetszdleges > ap&, linedris kombindcié normalis eloszlas.
p=1
A (&1p, -5 €k,n) valdszintiségi vektorok akkor és csak akkor konvergalnak elosz-
k
lasban a (&1,...,&;) vektorhoz n — oo esetén, ha tetszéleges ) apép, linedris
p=1
k
kombindcié eloszlasban konvergdl a " a,&, vektorhoz n — oo esetén.
p=1
Legyenek & és n fiiggetlen, normalis, egyforma eloszlast valészintiségi valtozok 0
varhato értékkel. Lassuk be, hogy

a.) €2 +n? exponencidlis eloszldsi valészintiségi valtozé A = 1/2 paraméterrel.

b.) A = valdszintiségi valtozé Cauchy eloszldsi, azaz az eloszlas siiriiségfliggvénye

1
(1 + 22)
A kovetkezo jatékot jatszuk: Pénzdarabot dobunk fel ezerszer. Fej dobés esetén
1 forintot nyeriink, iras esetén 1 forintot veszitiink. A jaték eredménye 400 fej és
600 iras, azaz kétszaz forint veszteség. Mire gyanakszunk, rossz szerencsére vagy
szabalytalan pénzdarabra? A valasz természetesen szubjektiv, de érdekes tudni
a kovetkezot: Mi a valdszinlisége annak, hogy egy szabdlyos pénzdarab feldobasa
esetén ilyen eredmény sziiletik?

Legyen (&1,&2,&3,&4) nulla varhat6 értékii normalis valésziniiségi vektor. Lassuk
be, hogy
E&1828384 = E§1&2EE38s + E&1§3 8280 + EE1§4FEE 83



Segitség, megolddsok, megolddsvizlatok:

1)

Hasznaljuk fel, hogy a £ standard normalis valdszintiségi valtozé karakterisztikus
fiiggvénye p(s) = Fe'st = Ee=%"/2 ésmivel &, ..., &, fiiggetlen standard normalis
valoszinliszinliségi valtozok, ezért tetszoleges sq, ..., s, valdos szamokra

n

Eei(51§1+"'+5n£n) — H e_si/2 — 6_(8’5)/2 ,
k=1

ahol s = (s1,...,58,). Ezért Ee!tn) = EeltATOFitm) — o—tATAL/24i(t,m)

Az alabbi szamoléds lényege a kovetkezd: Annak a valdsziniliségét, hogy az n €
B tetszoleges mérhet6 B C R™ tartomanyra fejezziik ki, mint annak a valdszi-
niiségét, hogy a & valdszintiségi valtozo beesik egy alkalmas tartomanyba, és ezt
a valészinliséget fejezziik ki az ismert striségfiiggvényli & valdszintségi valtozd
integraljaként. Integraltranszformacio segitségével fejezziik ki ezt a mennyiséget,
mint egy alkalmas fiiggvény integraljat a B tartomanyban. Mivel az igy kapott
fliggvény nem filigg a B tartomanytdl, ez lesz a keresett stirtiségfliiggvény.

1

e(B—m)a-1 (2m)"/2

1 Ay —1 N
_ —(u—m)(A"A)"(u—m)* /2 du.
/uEB (2m)"/?[det A !

Az utols6 azonossag bizonyitasaban hasznaljuk fel, hogy ha T invertalhaté leképezé-
se egy D C R™ tartomanynak egy T(D) tartoméanyra, T(u) = (T1(u),..., Ty(u)),
u € R"™, tovdbbd mind T mind annak inverze T(~1 differencidlhat6, akkor a
kovetkezo integralhelyettesitési transzformacié érvényes:

PneB)=P( e (B-m)A™!) = / e~ (W)/2 gy

1
/UGD flu)du = /UGT_IDf(Tu)i’det (%)’ du .

0T,
Itt a (6—3) matrix a T transzformdacié Jacobianja. (Vélasszunk T(u) = (u —
Uk

m)A~l-et és D = (B — m)A~1l-et). Mi a szemléletes tartalma az integraltransz-
forméacios formulanak? Olvassuk ki a segitségével kapott azonossagbdl a kivant
eredményt.

Az els6 feladat segitségével lassuk be, hogy egy normalis eloszlas karakterisztikus
fliggvénye az adott alakd. Azt, hogy minden ilyen alaku karakterisztikus fliggvény
valéban el6dll, lassuk be azt a linedris algebrai allitast bizonyitva be el6szor, hogy
tetszéleges (szimmetrikus) pozitiv szemidefinit D matrixbdl lehet négyzetgyokot
vonni, azaz a D = A? reprezenticié lehetséges alkalmas (szimmetrikus, pozitiv
definit) A matrix segitségével. Az utolsé allitas bizonyitasdban hasznaljuk ki, hogy
a karakterisztikus fliggvény meghatarozza az eloszlast.

4



7)

8.)

9.)

Be kell latni, hogy tetszéleges u = (uq,...,u;) vektorra uDu* > 0. De uDu* =

p=1lg= p=1
letezﬂ{ masodik momentuma, akkor 1étezik varhaté értéke is. Miért?)

Lassuk, be az allitast a masodik feladat és a det AB = det A det B azonosséag
segitségével.

5 z wyug E(X, — EX,)(X,~EX,) = E <i (X, — EXp)> > 0. (Ha X,-nek

A £ és n valdszintliségi valtozdk azonos eloszlastak. Tovabba,
P(€ > 1) = A(®(),1]) = 1 — d(x) .

Az, hogy (&,n) vektor nem normélis eloszldsu kovetkezik példdul a P(é+n =0) =
1/2 azonossagbdl. Miért?

Legyen vy = ug — ug—1, k = 1,...,n, ahol ug = 0. Legenek ny, ..., n, figgetlen
normalis eloszlasu valészintiségi valtozok Emng = 0, Eﬁi =g, k=1,...,n. Ekkor

k
&= Y., k=1,...,n teljesiti az &llitds feltételeit.
=1

Madsik megoldds: Elég belatni, hogy a D = (d; ) = (min(u;, uy) pozitiv definit
matrix, azaz

o 2
n n min(jk) n n
E g min(uj, ug)x;x E E VpZTp = E Up E Tk >0
j=1k=1 j=1k=1 p=1 p=1 k=p
tetszoleges valds x1, ..., x, szamokra.

Léssuk be parcidlis integralassal, hogy

> 2 1 2 1 2
/ eV 2 du =" /2—/ —e "2 du

oo
_ 1671‘2/2 . %6*$2/2 +/ %efuz/Q du,
x x . U

és vezessiik le az allitast ebbdl az azonossaghdl.

A £ és n vektorok akkor és csak akkor fliggetlenek, ha az egyiittes karakterisztikus
fliggvényiik szorzatalakban &ll el8, azaz Ee'(5:8)1it:n) = Fei(s:8) Bei(tn) tetszbleges
s és t vektorra. Miért? Léssuk be az allitast ezen Osszefiiggés segitségével.

Lassuk be, hogy a £ — 77 fiiggetlen az 7 valdszintiségi valtozotol. Lassuk be
02,2

ennek az allitasnak és a feltételes eloszls tulajdonsagai alapjan, hogy
01,2 01,2
P@<ﬂn=wzp<ﬂ~—w<x———4n=@
02,2 01,1

01,2 01,2 01,2 71,2
:P(g__7n<x__’) (6__ +_7y<1-).
02,2 02,2 02,2 02,2

5



2
o o o
Ez egy mq — ﬂmg + ﬁy varhato értékii és 0,1 — —— szorasnégyzetli normalis
02, 022 02,2
eloszlasu valdszintiségi valtozd eloszlasa. Olvassuk ki ebbol az Gsszefiiggésbdl az
allitast.
AE=(&,....&), n=(m,...,np) vektorvaltozok esetét hasonléan vizsgalhatjuk.
Ehhez lassuk be, hogy létezik olyan A matrix, melyre n és £ — nA fiiggetlenek. Lassuk

be elészor, hogy létezik olyan U unitér métrix melyre az nU = (71,...,7,) = 7 vektor
_ P EEn

koordinatéi fiiggetlenek. Legyen & = &, — > éizk Nk, 7 = 1,...,s. Ezt matrixjeto-
k=1 Up

léssel irjuk & = € — 7B formaban. Léssuk be, hogy a & — 7B és 7 vektorok fiiggetlenek.
Ebbdl kovetkezik, hogy a &€ — 1B = £ — nUB az n = nU* vektortdl fiiggetlen. Ezért
a & feltételes eloszlasa az n = y feltétel mellett megegyezik a £ — nUB + yUB vektor
eloszlasaval.

10.) Agz &llitds nem trivialis része: Tegyiik fel, hogy minden linedris kombinacié normaélis
eloszlas. frjuk fel ezt az allitast a karakterisztikus fiiggvények nyelvén. En-
nek alapan mutassuk meg, hogy a vektor karakterisztikus fliggvénye is normalis
eloszlasu.

k k k 2 k
E@m{ii:%@}:ump —E<§:%§,—E<§:%§J>l/2+@E(§:mg>
p=1 p=1 p=1 p=1

k k k
= exp {_ Z Z teti(B&péq — EEpESy) /2 + Z tpiEfp}
p=1

p=1g=1
_ —tDt"/24i(m 1)

E szamolés soran kihaszndaltuk, hogy a valdszintiségi valtozoknak van masodik mo-
mentumuk, mert Eeits = e~ (B&—(58)%)/2+itBE;

10’) Hasznaljuk fel, hogy valdszintiségi (vektor)valtozék akkor és csak akkor konver-
galnak eloszldsban egy valdszintiségi valtozohoz, ha a karakterisztikus fiiggvényeik
konvergalnak e valtozé karakterisztikus fliggvényéhez.

11.) Legyen ¢ és n standard normaélis eloszlas.

a.) P2 <) = (/1) — ®(—+/x). Ezért £2 és n? stirtiségfiiggvénye g(x) =
—x/2
e

\V2mx
stirtiségfiiggvénye
f(x) =gxg(x)

—e

:/% //ﬁd: ;

Masik megoldds az a.) részre. Mivel a (£, n) valészinliségi vektor siirliségfiiggvénye

p(vr)
Nz

,haz > 0és g(z) = 0 haz < 0. Konvolicié segitségével kapjuk, hogy £2+n?
1 —x/2

e—u/2€—(az—u)/2 du =

6



6_(U2+v2)/2 rd e ’ 7’ e 144 / e . ’ e ’
g(u,v) = ———— ezért a kivant valészintiséget felirva, majd atirva polarkoor-

7
dinata rendszerbe kapjuk, hogy

—(u?+v?)/2
P(£2+172<x):// T dudv
u2+v2<z

27
—r?/2 NG )
=// e drdgpz/ re=" /2 dr
r2<z, 0<p<2m 27 0
= |:—6_T2/2} v =1—e7/2,
0

1
P (§ < x) = // —e_(“2+”2)/2 du dv
n <z 2m
1

o 2 /g 1 1
=2— / re”" 2 drdp = = + = arctan z
2m = <p<arctanz JO 2 ™

12.) Alkalmazzuk a centralis hatareloszlastételt azon esemény valdszintiségének a kisza-
mitasahoz, hogy az atlagtol vald eltérés nagyobb mint 100. A szérasnégyzet 1000 x
1/4 = 250 ezért a keresett val6sziniiség koriilbeliil annyi mint annak a valésziniisége,
hogy egy standard normélis valészintiségi valtozé értéke nagyobb, mint 2+/10.
Becsiiljik meg ennek az értékét az 6. feladat eredményének a segitségével.

Felmertiil a kovetkezo kérdés: A centralis hatareloszlastétel csak kozelitd becslést ad.
Nem lehetséges-e, hogy a valdszintliség valéjaban sokkal nagyobb a kiszamitottnal,
mert abban a hibatag domindl? Be lehet latni (nem trividlis eredmények segitsé-
gével), hogy ez nincs igy, de ennek bizonyitasara nem tériink ki.

13.) Két kiilonboz6 megoldédsvazlatot adok.

a.) Léssuk be az éllitast abban a specidlis esetben, amikor a £ = (&1, &2, &3, £4) normélis
vektor egyes koordinatai fiiggetlenek vagy megegyeznek. Vezessiik le az dltalanos
esetet ebbol a specidlis esetbol felhasznalva, hogy tetszoleges & vektor kifejezheto
ilyen vektorok linearis kombindaciojaként, és az azonossag mindkét oldala a & vektor
multilinearis fiiggvénye.

b.) Legyen a & = (&1,&2,&3,&4) vektor karakterisztikus fiiggvénye o(t1,ta,t3,t4). Léas-

suk be, hogy
84gp(t1 tQ t3 t4)
E — b ) ) ,
R v R
és 52
ti1,ta, 13,1t
B, = - LAl
t10ty t1=ta=tz3=t4=0

Vezessiik le az allitast ezekbdl az azonossidgokbol és a normaélis eloszlas karakte-
risztikus fliggvényének az alakjabol.



