Sztochasztikus és egy valdszintiiségi konvergencia

1)

Legyen &,, n = 1,2,... fliggetlen val6szinliségi valtozok sorozata, melyre P(¢, =
1
=P, =—-n) = P& =0=1-————n=12,....
n) (&n n) 10nlog(n+1)’ (& =0) Snlog(n +1)’ e
mn
Léssuk be, hogy az S,, = & részletosszegek teljesitik a kovetkezo allitasokat:
k=1
Sn : R
a.) — = 0, ahol = sztochasztikus konvergenciat jelol.
n
b.) Az n(w) sorozat 1 valdszintiséggel divergal.
n
Legyen &,, n =1,2,..., fiiggetlen, egyforma eloszlasi valészintiségi valtozdk soro-
zata
0 ha |z| <2
x) = C
/(@) ———— ha|z|>2
x? log |x|

stirtiségfiiggvénnyel. (A C konstanst az ffooo f(x)dx = 1 egyenlet hatdrozza meg.)
n

S,
Lassuk be, hogy az S, = > & részletosszegek teljesitik az — = 0, ha n — oo,
k=1 n
tulajdonsdgot, ahol = sztochasztikus konvergenciat jeldl, és E|¢,| = co
Megjegyzés 1: Ha &,, n =1,2,..., fiiggetlen egyforma eloszlasu valdoszinliségi val-
tozok, akkor a valdszintiségszamitas egyik klasszikus eredménye szerint a &,, sorozat
akkor és csak akkor teljesiti a nagy szdmok erds torvényét, ha F|,| < co. Részlete-
S 12
sebben: Az — = — Y & 4tlagok egy valészintiséggel divergdlnak, ha E|¢,| = oo,
n N p=1
és egy valoszintiséggel konvergdlnak, ha E|&,| < co. Ez utébbi esetben a limesz
egy valdszinliséggel az F¢, konstans. Ez az allitas kovetkezik a 3. és 9. feladat
eredményeibol.

Legyen &,,n =1,2,..., fliggetlen egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok soroza-
ta. Ha E|,| = oo, akkor az A,, = {|{,| > n} események koziil végtelen sok kdvet-
kezik be egy valdszintiséggel. Ezért az Fn = i & atlagok egy valdszintiséggel
divergalnak. =

Az X,,,n=1,2,..., valészinliségi valtozok sorozata akkor és csak akkor konvergal

egy valdszintiséggel nulldhoz, ha minden € > O-ra

lim P (sup|Xk| > z—:) = 0.

n— o0 k>n
Legyen &,,n =1,2,..., (nem feltétleniil fiiggetlen) val6szintiségi valtozdk sorozata,
n

és legyen S,, = > &,. Ha minden € > O-ra teljesiil a

k=1
ZP( sup \Sk|>62"> < 00
n=1

2nflgk§2n
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6a.)

Sn e ) )
feltétel, akkor az — sorozat egy valdszintiséggel konvergal nulldhoz.
n

Legyen &,, n = 1,2,..., fiiggetlen egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok soro-
zata, melyre B¢, = 0 és E|¢,|F < oo valamilyen egész k > 1 szdmmal. Ekkor

S, = 3 & részletosszegekre |[ESE| < Cn¥/? alkalmas C' > 0 szammal. Ezért, ha
k=1

k péros szam, akkor P( sup |Sg| > en) < C(e)nF/?+1, Ha E¢X < oo, akkor
1<k<n

. n ’ s 2
lim — — 0 1 valészintiséggel.
n—oo n

Legyen &,, n = 1,2,..., fiiggetlen egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozok soro-
n

zata, melyre B¢, = 0 és E|¢,|" < oo minden k > 1 szdmra. Ekkor az S, = Y &
k=1

részletosszegek teljesitik az
ES*-1 = <n(2k_1)/2> és BES* =1.3...(2k—1)n* (14 0(1))
aszimptotikus azonossagokat.

Megjeqyzés: Az el6z6 feladat azonossigai azt jelentik, hogy az —= valészintiségi
n

valtozok momentumai konvergdlnak a standard normalis eloszlasi valdszintiségi

valtozék momentumaihoz. Be lehet latni, hogy ebbdl kovetkezik az, hogy a ——
n

valészintliségi valtozok eloszlasa konvergal a standard normélis eloszlashoz. E kér-
dés részleteit ebben a feladatsorban nem targyaljuk. Minddssze egy olyan fel-
adatot tekintiink (7. feladat), amelyikre sziikség van ahhoz, hogy a 6a) feladat
eredményeibdl levezessiik a centralis hatareloszlatételt.

A nagy szamok torvénye azt fejezi, ki hogy fiiggetlen nulla varhaté értéki valészi-
niiségi valtozok osszege kisebb, mint ahogy azt trivialis becslésekbdl kapnank. Jé
természetes becslést kaphatunk a momentumok vizsgalataval, és minél tobb mo-
mentuma van az osszeadandoknak, annal jobb becslést kaphatunk. Ha az Osszes
momentum létezik, akkor a természetes moédon normalt Osszegek momentumai
a normalis eloszlas momentumaihoz tartanak. E ténybdl levezetheté a centralis
hatareloszlastétel is. Bar ebben az érvelésben az 0sszes momentum konvergencia-
jara sziikség van, mégis levezetheto ilyen modon a centralis hatareloszlas mindossze
két momentum létezése esetén is. Ehhez célszerii az Osszeadanddkat egy nagy K
szamndl levdgni, azaz érdemes az Osszeadanddkat & = &, + &1, &, = &l (|&k] < K)
és & = &1(|€k| > K) formaban felirni. A &; valdsziniiségi valtozdk részletossze-
geinek momentumait jél tudjuk becsiilni. A &}/ véltozok Osszege relative kicsi, és
ezt a Csebisev egyenlGtlenségbdl is le lehet vezetni.

A fenti érvelés jelzi, hogy érdemes vizsgalni az Osszeadanddk kiilondsen nagy érté-
keinek hatasat a részletosszegekre. Ezt mutatjédk a feladatsor azon eredményei is,
melyek megadjik a nagy szamok gyenge és erds torvényének sziikséges és elégséges
feltételét fiiggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozdk részletosszegeire.
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7.) Legyen az F(x) eloszlasfiiggvény olyan, hogy momenutumai megegyeznek a stan-

dard normélis eloszlas momentumaival, azaz legyen

o 1-3---(20—-1) hak=2I
/ mkF(dac):{ ( ) ha
0 hak=2/-1

Ekkor F'(x) a standard normalis eloszlasfiiggvény.

A nagy szamok erds torvényének bizonyitasaban fontos szerepet jatszik a kovetkezd
Kolmogorov egyenl6tlenség.

Legyenek &1, ..., &, figgetlen, (nem feltétlendl egyforma eloszldsi) valdszindiségi vdl-

k
tozék, B&y =0, BE2 =02, S = 3. &, k=1,...,n. Ekkor
p=1

n

ES? -
(150 >2) < B
T

1<k<n

2
Ok
1

2

minden x > 0-ra.

Erdemes megjegyezni, hogy a Kolmogorov egyenlotlenség ugyanazt a felsé becslést
adja annak valészintiségére, hogy az S} részletosszegek szuprémuma nagyobb mint
valamilyen x > 0 szam, mint amit a Csebisev egyenlGtlenség ad annak az esemény-
nek a valészintiségére, hogy az utols6 tag S, nagyobb, mint x.

Ugyancsak nagyon hasznos a nagy szamok torvényének bizonyitasaban kovetkezd
technikai jellegli lemma.

Kronecker lemma: Ha az a, és q,, n = 1,2,... szamsorozatok olyanok, hogy
oo

a Y. a, 0sszeg konvergens, a q, sorozat monoton né és lim ¢, = oo, akkor
n=1 n— 00

1 n
lim — > aggqr = 0.

n=00 Gn =1

. S S

Erdemes megemliteni a kvetkez6 specidlis esetet. Ha a ) — 0Osszeg konvergens,
n=1 T

n
akkor — >~ xj sorozat nulldhoz tart n — oo esetén. Ez az allitas kovetkezik a
N =1

Kronecker lemmabdl a,, = %’L és q, = n valasztassal.

Legyenek &,, n = 1,2, ..., fiiggetlen valdszintiségi valtozdk, E¢, = 0, BE€2 = o2,
Lassuk be a Kolmogorov egyenlétlenség segitségével azt, hogy ha nil Z—i‘ < 00,
akkor % egy valdszintiséggel tart nulldhoz n — oo esetén.

Lassuk be a Megjegyzés 1-ben megfogalmazott allitas masik felét, azaz a kovetkezot:
Ha &,, n=1,2,..., fiiggetlen egyforma eloszlasi valészintiségi valtozok sorozata,
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10.)

11.)

12.)

n Sh Y
El&| <00, B =0,8,= > &, n=12,..., akkor lim — =0 1 valdsziniiség-
k=1

n—oo N

gel.

Legyen X, (nem feltétlentil fiiggetlen) valésziniiségi véltozok sorozata, és az X,
valdszintiségi valtozo karakterisztikus fiiggvénye legyen o, (t) = EelXn —oco <t <
o0o. Az X, sorozat akkor és csak akkor konvergdl sztochasztikusan nulldhoz, ha
on(t) — 1, n — oo esetén minden —oo < t < oco-re. A ¢,(t) — 1 konvergencia
egyenletes minden véges |t| < A, A > 0 intervallumban.

Legyenek &,, n =1,2,..., fiiggetlen egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok. Az
n

= = 3 & atlagok akkor és csak akkor konvergalnak sztochasztikusan nulldhoz,

n njp—1
ha a &, valdszintiségi valtozok karakterisztikus fiiggvénye a 0-ban differencidlhatd,

és ez a derivalt nulla.

Megjegyzés: Az elozo feladat sziikséges és elégséges feltételt adott arra, — a karakte-
risztikus fiiggvények tulajdonsagaival kifejezve — hogy fliggetlen egyforma eloszlasu
valoszinliségi valtozok részletosszegei mikor teljesitik a nagy szamok gyenge torvé-
nyét. Pontosabban, e feladat eredménye arra ad sziikséges és elégséges feltételt,
hogy mikor konvergal e valdszintiségi valtozok atlaga sztohasztikusan nullahoz. En-
nek az eredménynek a segitségével viszont nem nehéz megadni annak sziikséges és
elégséges feltételét, hogy mikor konvergdl az atlag sztohasztikusan valamilyen a
szamhoz. Természetes kivansag viszont, hogy a feltételt ne a (némileg mesterséges)
karakterisztikus fiiggvény, hanem az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai segitségével fe-
jezzik ki. Ez a célja a kovetkezo feladatnak.

Legyen &,,, n = 1,2,..., fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok soro-
n .
zata. Jelolje S, = Y & e valészintiségi valtozok részletosszegeit, ¢(t) = Eelst és
k=1
F(x) = P(& < z) pedig a & valdsziniiségi valtoz6 karakterisztikus illetve eloszlds-
fliggvényét. A kovetkezé allitasok ekvivalensek:

S
a.) Az — valészintiségi valtozok sztochasztikusan konvergdlnak nulldhoz.
n
b.) A ¢(t) karakterisztikus fliggvény a nulldban differencidlhaté, és a derivalt nulla.

c.) lim 2 [F(—z) 4+ (1 — F(z))] =0, és Jim [Y, aF(dx) = 0.

Az el6z6 feladatokban (3., 9., 12. feladatok) maegadtuk a sziikséges és elégséges

feltételét annak, hogy fliggetlen egyforma eloszlasi valészlniiségi valtozdk atlaga egy
valoszintliséggel vagy sztochasztikusan nulldhoz tartson. Megvizsgdljuk a kovetkezd
kérdést: Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy fiiggetlen és egyforma eloszlasi

n
7 s s . ’ 3 . . n 7 s s . ’ s
&1,&2 ..., valészintliségi valtozdk S, = > & Osszegeire az — —a,, valésziniiségi valtozok
n

k=1

sztochasztikusan vagy egy valdsziniiséggel nulldhoz konvergdljanak alkalmas (deter-
minisztikus) a, konstansokkal. Mint latni fogjuk, az egy valdsziniiségi konvergen-
cia estén ez a gyengébb kovetelmény nem boviti lényegesen a lehetséges &, sorozatok
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osztalyat. Mindossze annyit enged meg, hogy a &, valészintiiségi valtozdkhoz egy kons-
tanst hozzaadjunk, amit normélaskor levonunk. A sztochasztikus konvergencia esetén
viszont az ezt a gyengitett feltételt kielégité sorozatok osztalya valamivel boviil.

13.)

14.)

15.)

16.)

17.)

18.)

19.)

Legyenek &7,&s, ..., fliggetlen, egyforma eloszlasu valészintliségi valtozok F'(x) el-

oszlasfiiggvénnyel. Ha lim z[l — F(x) + F(—z)] = 0, akkor az S,, = > &
T=00 k=1

, S . ) )
részletosszegekre — — a, = 0 n — oo esetén a, = ffn uF(du) vélasztassal.

n

Az a, sorozatot a fenti reldcié majdnem egyértelmiien meghatarozza. Azaz, ha a

fenti sztochasztikus konvergencia teljesiil valamilyen a,, sorozattal, akkor egy masik

a, sorozattal ez a konvergencia akkor és csak akkor teljesiil, ha lim (a, —a,) = 0.
n—oo

Sn
A 13. feladat allitdasa megfordithaté. Azaz, ha a feladat jel6léseivel — — a,, = 0,

n — oo esetén alkalmas a,, sorozattal, akkor lim z[l — F(z) + F(—z)] = 0, és
T— 00
L,
xlirrgogf_xu F(du)=0.
Ha a &1,&,... fiiggetlen valdszintiségi valtozdk részletosszegeire — — a, — 0
n

n — oo esetén egy valdszintiséggel, akkor E|&1| < oo, és a, = E& + o(1).

1
Tekintsiik az fq(x) = —%, —00 < x < 00, s > 0 (Cauchy eloszlast definiald)
Ts2+u
stirtiségfiiggvényeket. Lassuk be, hogy fs* fi(z) = fsi+(x), ahol x konvolucidt jeldl.
Legyenek &, K = 1,...,n, fiiggetlen egyforma eloszlasi valdszinliségi valtozok

n
sorozata f(x) = — 22 eloszlassal. Mia — > & valészin(iségi valtozé eloszlasa?
Tl+x n =

Miért nem igaz ezekre a valdsziniiségi valtozokra a nagy szdmok (gyenge) torvénye?

Hatarozzuk meg a Cauchy eloszldsu valoszintiségi valtozok karakterisztikus fliggvé-
nyét.
Legyen &,, n = 1,2,... fliggetlen egyforma eloszlasu valészintiségi valtozok soro-

zata f(x) siiriségfiiggvénnyel. Teljesiti-e ezen valdsziniiségi valtozdk dtlaga a nagy
szamok er0s és a nagy szamok gyenge torvényét, ha

a.) f(z)= 1fl'2

C
b.) f(x) = 1+ 22 log(z? + 4)
c.) f(x) g

T 14 log? (22 + 4)

A klasszikus valdszintiségszamitéas egyik klasszikus eredménye az un. harom sor tétel

a kovetkez6 kérdéssel foglalkozik: Legyenek &1, &o, ..., fiiggetlen valdszintliségi valtozdk
oo

sorozata. Ekkor a 0-1 torvény alapjén a > & egy valdsziniiséggel konvergens vagy di-

k=1

vergens. Az alabb megfogalmazandé és az azt kovetd harom feladatban bebizonyitando
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harom sor tétel megadja annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy ez az Osszeg egy
valészintiséggel konvergéljon.

oo
Harom sor tétel. Legyenek &£1,&2,..., figgetlen valdszintségi valtozoék. A > &

k=1
véletlen osszeq akkor és csak akkor konvergdl eqy valdsziniiséggel, ha rogzitve eqy tet-
szdleges C > 0 szdmot és tekintve a &) = I ({|€k] < C}) valdszindiségi vdltozokat, ahol

I(A) az A halmaz indikdtorfigguénye, ez a sorozat teljesiti a kovetkezd feltételeket:

(i kij P& #€,) = §1P<|fk| > 0) < o0,

o0
(i) A > E¢;. dsszeg konvergens.
k=1
o0
(iii) Var &, < oo.
k=1

20.) Bizonyitsuk be (a Kolmogorov egyenl6tlenség segitségével), hogy ha a fiiggetlen

valészintiségi valtozok &1, &s, . .. sorozata teljesiti a harom sor tétel feltételeit, akkor
o
a &k Osszeg egy valoszintiséggel konvergdl.
k=1
21.)

a.) Legyen ¢ korlatos valdszintiségi valtozd, P(|{] < K) = 1, B = 0. Ekkor min-

den olyan ¢ szédmra, melyre |t| < % igaz, hogy a & ¢(t) = Ee™ karakterisztikus
t2
fiiggvénye teljesiti az 1 — Rp(t) > T egyenlétlenséget.

b.) Ha &, k = 1,2,..., fiiggetlen szimmetrikus eloszldsi valésziniiségi valtozdk soro-
zata (azaz P(§; > x) = P(& < —z) minden k-ra és x > O-ra (1), —co < t <

o0
00, karakterisztikus fiiggvényekkel, és > & Osszeg (eloszldsban) konvergél, akkor

k=1
00

D1 — @r(t)] < oo elég kis t-re.
k=1

c.) Ha a fiiggetlen szimmetrikus eloszlasu &, valészintiségi valtozok teljesitik a || < C
oo
alkalmas (k-tdl fliggetlen) C' > 0 szdmmal, és > & egy valoszintiséggel konvergens,
k=1
oo
(elég feltenni, hogy ez az Gsszeg eloszlasban konvergal,) akkor > Var ¢, < oc.
k=1

(o)
22.) Bizonyitsuk be, hogy ha a fliggetlen £ valdsziniiségi valtozdkra Y & egy valoszi-
k=1
niiséggel konvergal, akkor teljesiil a harom sor tételben megfogalmazott (i), (ii) és
(iii) tulajdonség.
23.) Bizonyitsuk be a harom sor tétel segitségével, hogy ha a & fliggetlen valésziniiségi

véltozok teljesitik az B¢, = 0 és Y, EEE < oo feltételeket, akkor a Y & Osszeg
k=1 k=1



egy valészintiséggel konvergdl. Ha E|&; 2T < K (Efi)(%a)/ 2 valamilyen a > 0 és
a k indextdl fiiggd K szammal (ez a becslés azt fejezi ki, hogy E€; 2+ pem tdl nagy,
kisebb mint a Holder egyenlotlenseg alapjan erre a momentumra megadhaté alsé

becslés), és Z E&2 < oo akkor a Z & Osszeg egy valoszintiséggel divergens.
=1 k=1

24.) Adjunk peldat fliggetlen valdszintiségi valtozék olyan &k, k = 1,2, ..., sorozatara,

o0 oo
melyre B¢, =0, > EE2 =00 ésa Y. & sorozat egy valésziniiséggel konvergdl.
k=1 k=1



Megoldasok

1.)

k
ES, =0, és ES? = Z F& = 21 Wkl)' Ezért a Csebisev egyenl6tlenség
1 & k
alapjan tetszoleges ¢ > 0O-ra P <‘7' > 6) < s kzzjl 251og(h + 1) — 0. Tehat
—~ =0.
n
S 1
Mivel a {|£,] > n} események fliggetlenek, és > ——— = o0, a Borel-

n=1 dnlog(n + 1)
Cantelli lemma alapjén egy valdszintiséggel igaz az, hogy a {|{,| > n} esemény

Sn(w) sorozat konvergens, akkor Sn(w) —
n n

végtelen sok n-re bekovetkezik. Ha az

Sn—1(w) _ $n(w)

n n

Definialjuk rogzitett n-re a & = 6,&1’”) + 5(2’n) dekompoziciot, 1 < k < n, ahol

]E:Ln) = &I({|&] < n)), ](€2,n) = &I ({|&k| > n}) és I(A ) az A halmaz indika-
n n t.

torfiiggvényét jeloli. Bkkor Be™ = 0, B = [* 42 f(2) dx < SN

t.
P (2,n) < cons
( k #0) < nlogn

P ( > 5) <P (
e ) ) . Sh .
A fenti kifejezés nullahoz tart, ha n — oco. Ez azt jelenti, hogy — = 0. Maésrészt,
n

oo !/
E|§n|:2/ ¢ dx = oo.
2

xlogx

— 0, ez pedig egy valdsziniiséggel nem lehetséges.

logn ’ s

. Ezért a Csebisev egyenlotlenség segitségével kapjuk, hogy

S 5(1 ,n)

~ n const.n  const.
>n€> +3 T PEEM #£0) < +
k=1

elogn logn

Ha E|&| = oo, akkor ) P(|&1] > k) = oo. Innen ) P(|&,] > n) = oo, és a
k=1 n=1

Borel-Cantelli lemma alapjan 1 valésziniiséggel |£,,| > n végtelen sok n-re. Ha

Sn(w) Sp(w)  Spo1(w)  Xp(w)

konvergél, akkor — = — 0, ami egy valdszintiséggel
nem lehetséges.

n n n

Tegyiik fel, hogy X, — 0 1 val6szintiséggel. Definidljuk a kovetkez6é A(n,e) halma-
zokat: A(n,e) = {w: sup | Xi(w)| > e}. Ekkor --- A(n,e) D A(n+1,e) D --+, és
k>n

P ( N A(n,e)) = 0. Ezért a mértékek folytonossidga miatt lim P(A(n,e)) = 0,
n=1

n—oo

és ez a bizonyitandé allitas egyik fele.

n—00 n=1

Ha lim P(A(n,e)) =0, akkor P ( N A(n,s)) = 0, ami azt jelenti, hogy

P (limsup | Xn| < 5) =1.

n—oo



Alkalmazva ezt az allitdst minden € = 1/k, k = 1,2,... szdmra, kapjuk, hogy
X, — 01 valészintliséggel, és ez az allitas masik fele.

Az adott feltételek mellett a Borel-Catelli lemma alapjén 1 valészintiségi halmazon

sup  |Sk(w)] > 2", ha n > ng(w,e). Ha 2" <1 < 2™ n > ng(w,e) akkor
2n—1§k§2n
S 1
% < 2e. Alkalmazva ezt az allitast ¢ = E—ra. k=1,2,..., kapjuk az allitast.
Felirva az S; momentumait, elvégezve a beszorzasokat és felhasznalva azt, hogy
fliggetlen valdszintiségi valtozok szorzatanak a varhaté értéke megegyezik a valtozok

varhato értékének a szorzataval kapjuk azt, hogy

k
n
k _ _ s s
ESE=E(Y ¢ = ) EE - BE
7j=1 1<l <n, r=1,...,k
s1+--s,.=k

Mivel a & valészinliségi valtozok varhaté értéke nulla, ezért az el6z6 Osszegben
szerepld tagokra E§;! -+ E™ = 0, ha ebben a szorzatban valamelyik s; nulldval
egyenld. Ezért

ESY = %1(n) 4+ Za(n) ,

ahol
Sm)= ), Eg B
1<ir<n, 1<r<p
=nn—-1)---(n—p+1)-(k—1)---3-1 hak=2p,
¥1(n) =0, hak=2p+1
és
Yo(n) = Z B¢ Egr .
1<l,.<n, r=1,...,k
s1b-+sp=k

5;2>2,5=1,...,r
létezik 1<m<r melyre s,,>3

A 35(n)-ben szerepld szorzatok legfeljebb (k — 1)/2 tényez6b6l &ll. Ezért ennek
az Osszegnek legfeljebb const. n*~1/2 taghdl 4ll. Mindegyik tag kisebb mint egy
alkalmas (n-t6l fiiggetlen) konstans. Ezért

S9(n) < const. n*F=1/2

Mivel ¥5(n) < const.n®/? innen kovetkezik, hogy |ES¥| < const.n®/2. Ha k paros
szam, és m < n akkor innen kovetkezik, hogy P(S,, > en) < C(e)n=F/2  ezért
P( sup S, > 5n> < C(e)n~F/2+1. Specidlisan,

1<m<n

P ( sup Sp, > en) < C(e)n™! k=4 vélasztassal.

1<m<n

9



6a.)

Ebbél a becslésbél és az elézd feladat eredményébdl kovetkezik, hogy ha E£} < oo,

Sn .
akkor — — 1 egy valészintliséggel.
n

A 6. feladat becslései adjék, hogy $a(n) = o (nk/2), ezért ESF = 1 (n) + o(n*/?).
Ha k pératlan, akkor ¥1(n) = 0, ha k péros, akkor lim n=*/2%(n) =1-3--- (2k—

n—oo
1). Ezen 0sszefliggésekbdl kovetkezik a 6a.) feladat allitasa.
Mivel az eloszlasfiiggvényt egyértelmiien meghatarozza a karakterisztikus fliggvény,
ezért elég belatni azt, hogy az adott feltételek mellett o(t) = [ € F(dz) = e~ /2,
Viszont ebben az esetben ¢*=1(0) = 0, o¥)(0) = (i**)1-3---(2k — 1), és a
Taylor sorfejtés alapjan

o > i2k1.3... (2k — 1) 21 [—2\" 2
zth dx) = ks tzk: [ — —et /2.
/_ooe (de) ,;0 2k kZ_Ok:! 2 ¢

o]
A Kronecker lemma alapjan elég belatni, hogy a > Eﬁk (w) sorozat egy val6szini-

séggel konvergens. Ehhez elég belatni, hogy tetszéfeges e > O-ra

P | sup
N>n

no1

Ebbél ugyanis kovetkezik, hogy a > Eﬁk sorozat egy valészinliséggel Cauchy so-
k=1

rozat. A kivant egyenl6tlenség viszont kovetkezik a Kolmogorov egyenlétlenséghdl,

mivel
N
P _
(Eé% 2 i

k=n
Definidljuk a &, =&, + &/, &, = & l(|6n] < n), &) = £,1(|n] > n) felbontdst, ahol
I(A) az A halmaz indikatorfiiggvényét jeloli. Ekkor

N o
> 36
k=n

>5>—>0 han — .

1 < E¢2
>5>§—2 %HO han — oo .
€

k=n

Y PE#0)=> P(l&| > k) =) _ P(l&] > k) <1+ El&| <oo.
k=1 k=1

k=1

Ezért a Borel-Cantelli lemma alapjan egy valészintiséggel csak véges sok k-ra tel-
n

jestl a &} # 0 esemény, és ezért — » & — 0 egy valdszintiséggel.
ng=1

LS k| = '—%ZE&Z
k=1 k=1

ha n — oo, mert F|&;| < 00, és ezért E|&|1(|&1] > k) — 0, ha k — oo.

1 n
< ﬁZE|€1|](|€1| >k)—0,
k=1

10



10.)

Az el6z6 feladathoz hasonléan érvelhatiink. Kolmogorov egyenlotlenség alapjan

P sup Z (& —Eg)>e| < 2Zk2 (& — B&)* < QZkQEs

n<k<N

minden n-re N-re és € > 0-ra. Mivel

N
1 2
;k_ <Zk2E£1 (€] > k) < const. Z]PJ<‘€1|<]+1 ZkQ

j n

< const. ZjP(j <|&| < j+1) <const. E|&|I(|&1] > n) ,

j=n

és az utolso kifejezés jobboldala nullahoz tart, ha n — oo, ezért a Kolmogorov

no1
egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy a T, (w) = > E(g,g (w) — EX},) sorozat Cauchy
k=1
x 1
sorozat egy valdszintliséggel, azaz a E(f,’C — E¢}.) sorozat egy valészintiséggel kon-
k=1

1 n
vergal. A Kronecker lemma alapjan — > (£, —E¢}.) — 0 egy val6szintiséggel. Mivel
N k=1

1
— > E& —0,és — > & — 0 egy valdszintiséggel, innen kovetkezik az allités.
n n

A feladat allitasanak két bizonyitasat adjuk.

Elsd bizonyitds: Az allitas kovetkezik a valdszintiségszamitas standard eredményei-
bol. Az X,, sorozat akkor és csak akkor konvergal sztochasztikusan nulldhoz, ha el-
oszlasban konvergal a nulla pontba koncentralt mértékhez. Ez utébbi akkor és csak
akkor teljesiil, ha a ¢, (t) karakterisztikus fliggvények sorozata konvergal a nulla
pontba koncentralt mérték karakterisztikus fiiggvényéhez minden t-re, és ez utébbi
a p(t) = 0 fiiggvény. A konvergencia minden véges intervallumban egyenletes.

Mdsodik bizonyitds: Ha X, (t) = 0, akkor e*X» = 1 minden t-re, ahol = szto-

chasztikus konvergenciat jelol. Mésrészt [e*X»| < 1. Ezért a Lebesgue tétel alapjan
on(t) = [e*n@dP(w) — [1dP(w) = 1. Mivel e« — 1| < A|X,,(w)|, ha
t] < A be lehet latni, hogy a konvergencia egyenletes minden véges intervallumon.

Ha ¢, (t) — 1 minden t-re, akkor tetszéleges A > 0-ra ffA R(1—n(t)) dt — 0,
ha n — oco. Viszont

[ wacumya= [ [T R e arga
:/o;/i(l—costm)thn(dx)=/12A (1—8121;133) Fo(dz)

11




11.)

12.)

sin Ax

ahol F,,(x) az X,, valdszintiségi véltozo eloszlasfiiggvénye. Mivel 1 — >0,
x
sin Ax < 1 ha |z| > 2 -
—, ha |z| > —, ezér
Ax  — 2 A

/ R(1—en(t) dtz/ AF,(dz) = AP (\Xn\ > 3) —0.
|z|>2/A lz|>2/A A

Mivel ez az &llitas igaz minden A > O-ra, X,, = 0.

n
n

t
Az — = 0 feltétel ekvivalens azzal, hogy ¢ (—) — 1 — 0 minden t-re. Ha
n n

a karakterisztikus fiiggvény a nullaban differencidlhato, és a derivalt nulla, akkor
t t 1 nzl t t

(G- @) - E B Gl =nle (B) 1=
n n n =0 n n

S t\"
A mésik irdny bizonyitdsidhoz vegyiik észre, hogy — = 0 esetén ¢ (—> —1=
n n

=N

t
exp {nlog © (—) }— 1 — 0 egyenletesen minden t € [—A, A], A > 0 intervallumon,
n

t t

ezért nlog p (—) — 0ésn-argy (—) — 0 egyenletesen |t| < A-ra, ha n — oco.
n n

Ennek bizonyitasahoz azt kell észrevenni, hogy bar az adott feltételbdl rogzitett

t
t-re csak az kovetkezik, hogy n - arge [ — | ~ 2km valamilyen egész k-ra, de a
n

n n

t t

p | — ] filiggvény egyenletes konvergenciajabol, a ¢ (—> gorbe folytonossagabol
n n

és a ¢(0) = 1 relaciébdl kovetkezik, hogy k = 0. Mivel |1 — z| < const. |log 2],

t
ha |1 — z| < %, innen kovetkezik, hogy n (gp (ﬁ) — 1) — 0, ha n — oo, és

a konvergencia minden korlatos intervallumban egyenletes. Ezért minden € > 0-
t
L) -1

hoz 1étezik olyan n = n(e) kiiszébindex, hogy % < &, han > n(e), és

n
% < |t] < 1. Innen kovetkezik, hogy hogy ¢’(0) = 0, ahogy allitottuk.
Az a.) és b.) rész allitas ekvivalecidja az el6zé feladat eredménye.

A c.) = b.) allitds bizonyitdsa:

N T _ihz _ thx __
ph) =1 _ / 1 +/ L pldw) = I(T, ) + TI(T, h).
h _T h |z|>T h

thx 2 eihx -1
— | < —és|—— —ix
h ~h h
valasztassal a kovetkezo becsléseket tehetjiik:

1'2

€
Mivel < m rogzitve egy kis € > 0 szdmot T' = 7

TI(T, )| < %/Dm F(dz) = T[F<_T)Z(1_F(T>] 0 hah—0,

12



[I(T,h)| < = [L(T, W) + [12(T h)]

/ " oF(do)

-T

T 332
+/ —F(dx)
o h

|\IL,(T h)) -0 hah—0

és parcialis integralassal kapjuk, hogy

L(T, h) = ((1-F(T>):%2 ~ F(- T)T;)—Q/OTQ—F(:C))%@—Q/O F(:c)%dx.

=T

21T
Tovabbd {F(x)%] —0hah—0,és
-T

\/ g

Mivel ezek az egyenl6tlenségek minden € > O-ra igazak, ezért

p(h) —1
h

T
</ const. md
T ‘1” h

| /\

T< t
— < const. € .
n S

/ — 1
#'(0) = lim

=0

A b.) = c.) 4llitas bizonyitdsa: A b.) feltétel teljesiilése esetén tetszoleges € > 0-ra

1
IR[1 — p(u)]] < S hau<-ésa> x(e). Ezért elég nagy x-re
x x
1/x 1/x
e>zx / R[1—o ]du—/ / 2(1 — cosut)F(du) dt

//l/m (1 — cosut) dtF(du) = / <x—x2jn%>F(du)

> 2/{t|>2x}F(du) 210 = F () + F(-20)] .

Innen kovetkezik a c.) rész egyik allitasa. A c.) = b.) bizonyitdsdban az I1(T,h)
és I5(T,h) tag becslésében (T = % véalasztdssal) ezt a mar bizonyitott reldciét
hasznaltuk fel. Ezekbol a becslésekbol kovetkezik, hogy

M—/T xF(dx)

—0 hah—0. (T=
h T

)

> ™

Mivel % — 0, ha h — 0 innen kovetkezik a c.) rész mésik éllitasa is.

13.) Rogzitsiink egy tetszOleges kis € > 0 szdmot, és definidljuk rogzitett n-re a &) =
RL([€k] < n) és & = E(|€k| > n), 1 < k < n valbszintliségi valtozokat, ahol I(A)

13



14.)

15.)

az A halmaz indikétor fiiggvényét jeloli. Legyen S;, = > & és S/ = > < n&).
k=1 k=1
Rogzitsiink egy tetsz6leges kis € > 0 szamot. Elég nagy n > n(e)-ra P(|S]/| >
en) < P(S” #0) < Y. P(|&] > n) = n[l — F(n) + F(—n)] < e. Mésrészt, a
k=1
Var £}
) e2n
EE? = [ wPF(du), és — [ w?F(du) — 0, ha n — oo. Az utolsé reldci6 azért
n
igaz, mert [, <Jul<aT u?F(du) <eT, ha T > T(¢) a feladat feltételének teljesiilése
esetén, ezért [" u?F(du) < eT+const. (). Mivel a fenti allitdsok tetsz8leges e > 0

Csebisev egyenlétlenség alapjan P(|S!, — ES],| > n) < < &, mivel Var¢] <

. . . . . S,
és elég nagy n szdmra igazak, és S,, = S/ +S” innen kovetkezik, hogy — —a,, = 0,
n
a, = E& = ffn uF(du). Vagil, ha a fenti relacié egy masik a,, szdmsorozatra is
érvényes, akkor ezeket egymdsbdl kivonva kapjuk, hogy a,, — a, — 0, ha n — oc.

Alkalmazzuk a kovetkezd szimmetrizéciés eljarast. Legyen &,, n = 1,2, ..., fiig-
getlen azonos eloszlasu valdszinliségi valtozok sorozata, mely fliggetlen a &,, n =
n

1,2,..., sorozattdl is. Legyenn, =&, — &, n=1,2,...., T, = > n, n=1,2,....
k=1

Ekkor —* — 0, ha n — oo. Ezért alkalmazhatjuk a 12. feladat eredményét, és
n

annak c.) része alapjan lim xP(|m| > z) = 0. Valasszunk egy olyan A > 0
r— 00

1
szémot, melyre P(|&1] > x) < 3" Ekkor minden elég nagy x-re

> P(|m| > 2) 2 P(lg1 = &| > 2, [Ga] < 4) = P(I&] > 2 + A, [&])

8| m

> -P(l&|>x+ A).

o= N

Innen kévetkezik, hogy z[1 — F(x) + F(—x)] = 2 P(|¢1] > x) < 2¢ tetszleges € > 0
és x > x(e) szdmra.

Az el6z6 feladat megoldasaban is hasznalt szimmetrizacids érv segitségével be tud-
juk bizonyitani azt, hogy a feladat feltételeinek teljesiilése esetén E|&;] < oc.
Legyen ugyanis &,, n = 1,2..., a &, sorozattdl is fiiggetlen, azonos eloszlasi
fliggetlen valdszintliségi valtozok sorozata, mely véltozék ugyanolyan eloszlasuak
mint &;. Vezessiik be tovabbé az n,, = &, —&,, valészintiségi valtozékat. Ekkor az n,,,
n=1,2,..., valtozékra teljesiil a nagy szdmok erds torvénye (a,, = 0 véilasztassal),
ezért 1| = E|& = &1| < 0o. Az el6z6 feladat megolddsinak végén adott becslés
szerint P(|¢1] > o+ A) < 2P(|n| > =) alkalmas (fix) A konstanssl minden z > 0
szamra. Innen kovetkezik, hogy E|&1] < co. Végiil a nagy szdmok térvénye alapjin
a feladat allitas igaz a, = a — F&; valasztassal. A 13. feladat megoldasdnak végén
hasznélt érv jelen esetben azt adja, hogy a, = E&; + o(1) az Osszes lehetséges jo
valasztas arra, hogy a feladatban szerepl6 limesz relacié érvényes legyen.

14



16.) A bizonyitandé allitas ekvivalens a kovetkez6 azonossaggal:

OO st (s+t)m
2 oy 4y = N2 L 2
(2 Er)) (B -yT) o CFORE
A fenti integralt, bar sok szamolassal, de az analizis standard moddszereivel kisza-

mithatjuk. Az integralban szerepld tortet a kovetkez6 médon kezelhetobb alakra
hozhatjuk:

st
(2+G+9)") (2+ (5 -v7)
t(t2—s2+a:2+2x(§+y) 32—t2+x2+2x(§—y))
=35
2+ (5 +y)° 2+ (3-y)

(a:4 +22%(s* + 7)) + (£* — 82)2>

2x
1+z2

dz = log(1 + x?) azonossagot, beldthat6, hogy

K( 20(3+y) |, 20(5-) )dyzo

S+ (5+9)° 2+ (5-y)

Felhaszndlva az [

lim
K—oo - K

(Két végtelenhez tarté integral kiillonbségét kapjuk, de a kiilonbség nulldhoz tart.)
Ezért a bizonyitand6 azonossag a kovetkezo allitassa redukalhato:

1 /°° . t? — s + 22 N s —t? + 22 J
S y
P22 (2 )+ (0= S\ (510) 2t (5 )]
_ (s+t)m
1+ (s+1)222

1
1422

A fenti integral az [
kapjuk, hogy

L st (t* — s +a?) (s —t? +a?)
/ ( : )

(12 — 52) 4 202(s2 + 12) + a4 s t

dxr = arctanx azonossag alapjan kiszamithato, és azt

ami tovabbi szamolassal a kovetkezo kifejezéssé alakithato at:

/..._ (t+s)(a® + (t — s)?) t+s

T @ 9 @2+ (t—9)2) (24 (t+s)?)

Ez a kivant azonossag.

n
17.) A — > & valdszintiségi véltozo siirliségfiiggvénye n f - * f(nz), ahol * konvolu-
——

n p=1
n

1

ciot jelol, és f(x) = (0127
T xXr

. Ez az el6z6 feladat alapjan f(x)-szel egyenld, tehat

15



18.)

19.)

20.)

n-t6l fiiggetlen. Ezért a nagy szdmok (gyenge) torvénye ebben az esetben nem
érvényes. Jegyezziikk meg, hogy az ilyen eloszlasu valdszintiségi valtozék abszolut
értékének nincs varhaté értéke, s6t mint a kovetkezo feladat mutatja, a karakter-
isztikus fiiggvény nullaban nem differencialhato.

A p(t) = fooj W(ifm;g) dzx integrélt a residium szamitas segitségével kiszamithatjuk.
Ha a g(x) = g(z,t) = W(iftfsg) figgvényt a |z| = R Sz > 0 félkéron integraljuk

t > ge0 esetén, a |z| = R, Iz < 0 félkoron integraljuk ¢ < 0 esetén, akkor az integal
nulldhoz tart R — 0-ra. A g(z) fiiggvénynek két pélusa van, a +i pontokban. Ha
t > 0 az ¢ pontban, ha t < 0 a —¢ pontban levé polust kell figyelembe venni, és a
rezidium (az integral) e~ [*-vel egyenld.

Az a.) esetben 1—F(z) = [°° ?CUQ du ~ 5, hagy a-te, ezért zlggo z(1-F(x)) >
0, tehdt lathatd, hogy a nagy szamok gyenge torvényének a 12. feladat c.) részében
megfogalmazott feltételek, ezért a nagy szdmok gyenge (kovetkezésképp a nagy
szamok erds torvénye) nem teljesiil ebben az esetben. Erdemes megjegyezni, hogy
a 17. vagy 18. feladatbdl kiolvashaté, hogy ebben az esetben a norméléfaktor
C = %, és az atlag eloszlasa megegyezik &; eloszlasaval. Innen is lathato, hogy a
nagy szamok gyenge torvénye nem teljestl.

0o C
) esetben (x) (—z) = [, (11 a®) log(a2 1 ) u gz nagy
z-re, ezért lim z[(1 — F(z) + F(—x)] = 0, és f(z) = f(—z). Innen kovetkezik,
hogy a 12. feladat c.) részében megfogalmazott tulajdonsagok ezért a nagy szamok

C
gyenge térvénye teljesiil. Masrészt, E|¢| = [0 i 2)1|u|( pay
u?) log(u
|ul 1

(1 + u?)log(u? + 4) “ 2|u|logu’
3. feladat alapjan a nagy szamok erds torvénye nem teljestil.

oo C
Ebben az esetben E|&| = [~ 17 10‘;’@2 Yy

[ dum L
(1 + u2)log?(u? +4) 4|u|log® u’

du = oo,

mert ha |u| — 00, és [;° - du = co. Igy a

ulogu

du < oo, mert

ha |u| — oo,

és f;o m du < 00. fgy a 9. feladat alapjan ebben az esetben teljesiil a nagy
szamok erds, (ezért a nagy szdmok gyenge) torvénye.

A negyedik feladat allitasabol kovetkezik, hogy elég belatni azt, hogy tetszoleges
e > O-ra
m
lim P <sup Zﬁk >5) — 0.
n—oo m>n i

Vegyiik észre, hogy

P (Su>p S Gl > 5) <N P&=¢&)+P <Su>p D (G- EG)| >e— Zéz@)
mzn | k=n LLELL N, k=n
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c.)

22.)

=S 5

tovdbbd Y P(& = &) — 0 n — oo esetén (i) miatt és > - E&, < 3 minden
k=n

m > n-re ha n > n(e) (ii) miatt. Végiil a Kolmogorov egyenlétlenség alapjan

m

> (& - E)

k=n

Skzn—2—>0 ha n — oo.
5

i Var
. 2)

P (sup
m>n

a (iii) tulajdonsidg miatt. KEzekbdl az egyenlGtlenségekbdl kovetkezik a feladat
allitasa.

) Jeldlje F'(x) a £ valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét. Ekkor

R(1— o)) = /Oo (1 — costa) F(dx) > /OO thF(da;) _ tZVarﬁ ,

— 00 — 00

2
ha |tz| < [tK| <1 mivel 1 — cosu > uz, ha |u| < 1.

o0
Ha a ) & 0Osszeg eloszlasban konvergal valamely & valdszintiségi véltozéhoz ¢(t)
k=1

oo
karakterisztikus fiiggvénnyel, akkor ¢(t) = [] ¢k(t). Tetszbleges € > 0-hoz létezik
k=1
olyan 6 > 0, hogy |1 — ¢(t)| < e, és |1 — ¢, (t)] < € minden n > 1-re, ha |t| < 0.
n+1

IT ¢x(t)

(Az utébbi egyenlStlenség azért igaz, mert kzl
[T ¢r(?)
k=1

vergencia egyenletes, ha ¢t egy véges intervallumban van.) Mivel a £ valdsziniiségi
valtozdék szimmetrikus eloszlasiak, a ¢y (t) karakterisztikus fiiggvény valds értékii

— 1, ha n — oo, és a kon-

o0
minden t-re, és a o(t) = [] ¢k(t) azonossdgnak véve a logaritmuséat kapjuk, hogy a
k=1

oo
> log i (t) bsszeg konvergens, sét abszolut konvergens [t| < § esetén, mivel ebben
k=1

1
az esetben 1 — e < ¢(t) < 1. Mivel logp(t) > —(1 — ¢(t)), ha € > 0 elég kicsinek
s

o0
valasztjuk, innen kovetkezik, hogy [ > (1 — p(t)) < oo [t < & esetén.
k=1

o0 4 [ee]
Az a.) és b.) részbol kovetkezik, hogy > Varé;, < i Y (1 —p(t)) < oo az adott
k=1 k=1
feltételek mellett.
o0
Ha a ) & Osszeg egy valdsziniiséggel konvergens, akkor a || > C esemény csak

k=1

véges sok k indexre teljesiil, ezért a Borel-Cantelli lemma alapjén > P(|¢x| > C) <
k=1
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23.)

oo, ezért az (i) tulajdonsag teljesiil. Tovabbd a Borel-Cantelli lemma masik fele

alapjdn a ) &, Osszeg is egy valészintiséggel konvergens, ahol & = &I ([€x| < O).
k=1

A bizonyitas befejezését a mas problémdak megoldasaban is hasznos un. szim-

metrizélds segitségével tehetjitk meg. Legyen ¢ fiiggetlen valdszintiségi véaltozok

sorozata, melyek a &; sorozattdl is fiiggetlenek, és £}/ ugyanolyan eloszlasi mint a

&, valdsziniiségi valtozd. Legyen &, = & — &). Ekkor ¢ fiiggetlen szimmetrikus
o

eloszlasu valdszintiségi valtozok sorozata, melyekre a > & sorozat konvergens.
k=1

oo ~ ~

Ezért az el6z6 feladat alapjan ) Varf, < oo, és mivel Var¢, = 2Var{), innen
k=1

kovetkezik a (iii) tulajdonsdg. A &, — E¢) sorozat teljesiti a hdrom sor tétel

mindharom feltételét. Ezért e tételnek a 20. feladatban mér bizonyl'tott részét

felhasznélva kapjuk, hogy a ) (& — E¢) és > E¢ = Z & — Z( — E¢})
k=1 k=1 k=1
osszegek konvergensek egy valdsziniiséggel. Ezért a (ii) tulajdonsag is teljestil.

Legyen & = &il(|€k| < 1). Ekkor Z Var &), < Z E& < Z E&2, ezért a hadrom
k=1
sor tétel (iii) feltétele teljesil C' = 1 valasztassal Mivel |E€k| |EkI(|Ek] >>

1) < BEI(|&| > 1) < FE2 és hasonléan P(|&x]| > 1) < E£Z, ezért a a hdrom sor

tétel (i) és (ii) feltétele is kovetkezik a > E&Z < oo feltételbdl.
k=1

A feladat masik allitasanak a bizonyitasaban feltehetjiik, hogy klim P(l&| > 1) =

o0

0, mert ellenkezd esetben a > & Osszeg divergens a harom sor tétel (i) tulajdon-
k=1

saganak nem teljesiilése miatt. Be kivanjuk bizonyitani, hogy e feltétel teljesiilése

esetén .
Var &,.1([&| < 1) > §E§,3 ha k elég nagy.

Innen kovetkezik az 4llitas, mivel ebbél az &llitdsbdl és a Y FE2 = oo feltételbsl
k=1
kovetkezik, hogy a hérom sor tétel (iii) feltétele nem teljesiil.

Mivel E¢, =0

Var &,.1(&, < 1) = BEI(& < 1) — (B&I (6 < 1))
= E€ — B (&, > 1) — (B&I(&, > 1))° > E€2 — 2BE21(&, > 1).

A Holder egyenlotlenség alapjan
o (2/2+a) o/(24a
EGI(&] > 1) < (EE) P(|gk| > 1)/ &+

« (e 1
< KEGP(|g| > 1)™*) < S B
1
elég nagy k-ra. Ezért FEXT (&) < 1) > §E£i, és innen kovetkezik a feladat allitasa.
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1 1
24.) Egy lehetséges példa: P(&, = k) = P&, = —k) = o P, =0)=1- Z minden
k =1,2,...-te. Ekkor E{, = 0, E£? = k és a Borel-Cantelli lemma alapjén a
> & Osszegben egy valészintiséggel csak véges sok nem zéro tag van.
k=1

19



Kiegészités
A Kolmogorov egyenlétlenséqg bizonyitdsa. Definidljuk a
T(w) = min{k: k <n; [Sp(w)| >z}
valdszintliségi véltozét. (7(w) =n ha Sk(w) < z minden k < n-re.) Azt éllitjuk, hogy
ESZ ) < ES;. (a)

Az utols6 egyenl6tlenség és a Csebisev egyeenlGtlenség alapjan

ES? ES2
P (max]5k| > .%’) =P (‘ST(W)‘ > 1‘) < 7'2(w) < Sh
k<n x

x2

és ez a Kolmogorov egyenlotlenség.

A kivant egyenlotlenség bebizonyitasahoz vegyiik észre, hogy

ES) — ESZ =Y E(Sn— Sk)(Sn — Sk + 28k) I({(w) = k})

k=1
=Y B(S, — Sk ({r(w) = k}) +2Y E(Sn — Su)Skl({1(w) = k}) .
k=1 k=1

(b)
Mivel az S,, — Sk és SpI({T(w) = k}) valésziniiségi véltozdk fiiggetlenek, (az S, — Sk
al,l=k+1,...,n,az SpI({r(w) = k}) az &, | = 1,...,k val6sziniiségi véltozoktdl
figg,) és E(S, — Sk) = 0, ezért

E(S, — S)Sel({7(w) = k}) = E(Sy — Sp)ESWI({r(w) = k}) = 0.

Innen kovetkezik, hogy az (b) azonossdg jobboldaldnak a masodik tagja nulla. Mivel az
els6 tag egy nem negativ valdsziniliségi valtoz6 varhaté értéke, ezért az (b) azonossdgbdl
kovetkezik az (a) relacié. Igy bebizonyitottuk a Kolmogorov egyenlStlenséget.

A Kronecker lemma bizonyitisa. A bizonyitds az un. Abel féle atrendezés mddszerén

alapul. Vezessiik be az s, = > ap mennyiségeket. Legyen ¢o = 0. Ekkor

k=n
1 < 1« 1 -
— Z arde = — Z(Sk — Sk41)qk = — | —Sn41qn + Z sk(qe — qr—1) | -
Qn k=1 qn =1 qTL 1
Rogzitve egy tetszilegesen kicsi € > 0 szdmot vélasszunk egy olyan N = N(¢g) kiiszob-
indexet, melyre igaz, hogy |sk| < ¢ ha k > N. (Ez lehetséges, mert lim s, = 0.) Mivel

n—oo
qrx — qk—1 > 0 minden k-ra a ¢ sorozat monotonitdsa miatt, ezért

n

L > selar — qr-1)

qn [N

S €(Qn - qN71> S c

dn
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Maésrészt, mivel lim ¢, = oo és lim s, =0
n—oo

n— 00
N-1

n—oo qn

. 1
lim — <_3n—|—1Qn + Sk(Qk - Qk—1)> =0.

k=1

A fenti becslésekbdl kovetkezik, hogy

Mivel ez az allitas tetszoleges € > O-ra igaz, innen addédik a Kronecker lemma.
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