Centralis hatareloszlastétel martingalokra.

1. Bevezetés. A f6 eredmények megfogalmazasa.

Ebben az irdsban a a valészintiségszamitas egyik legfontosabb eredményének az egyes so-
raiban fiiggetlen valdszintiségi valtozokat tartalmazé szériasorozatok sorosszegeirol szolo
centralis hatareloszlastételnek egy tartalmas, martingdlokrdl szélé altalanositasat is-
mertetem. Annak érdekében, hogy a martingalokrol sz6l6 eredményt jobban megértsiik,
felidézem el6szor az egyes soraiban fiiggetlen valdszintiségi valtozokat tartalmazd szé-
riasorozatokrol szl centralis hatareloszlastételt.

Centralis hatareloszlastétel egyes soraiban fiiggetlen valészintiségi valtozokat
tartalmazo szériasorozatok sorosszegeirol. Legyen adva eqy szériasorozat, azaz
valdszintiségi valtozok két pozitiv egész szdmmal indexelt Xy, j, k=1,2,...,1 < j < ny,
rendszere, aholni, k =1,2,... pozitiv egész szamok sorozata. Teljesitse e szériasorozat
a kovetkezo tulajdonsdagokat:

a) Az egyes sorokban levd valdsziniiségi valtozok figgetlenek, és nulla varhatd értékiek,
azaz minden k =1,2,... indexre a Xy 1,..., Xk n, valosziniségi vdltozok figgetle-
nek, és EXy ; =0 minden k =1,2,... és 1 < j < ny indexre.

b.) A szériarozat egy sordban levd valdsziniségi vdltozok szordsnégyzeteinek az dsszege
1-hez tart, ha k — o0, azaz

ng

li 2 —
hos , EXi;=1
j=1

c) A szériasorozat teljesiti az ugynevezett Lindeberg feltételt, azaz

nk
lim EXg’jI(\Xk,j\ >¢e)=0 minden e >0 szdmra. (1.1)
—1

k—o0 4
J_

(Itt, és a tovabbiakban I(A) egy A halmaz indikdtorfiggvényét jeloli.)

ng
Ekkor az Sy, = ) Xy ; sordsszegek eloszldsban konvergdlnak a standard normdlis

j=1

eloszldshoz, ha k — oo.

Ebben az irdasban egy centralis hatareloszlastételt ismertetek olyan szériasoroza-
tokra, amelyek az el6z6 tételhez hasonld, de gyengébb feltételeket teljesitenek. A
szériasorozatok egyes soraiban szereplé valdszinliségi valtozokrol azt tessziik fel, hogy
azok martingalkiilonbségsorozatot alkotnak. Ez a megkotés tgy tekinthetd, mint az
el6z6 tétel a) feltételének gyengitett valtozata. A b) feltétel helyett azt tessziik fel,
hogy a szériasorozat egy sorban levo valdszintliségi valtozdinak miltra vett feltételes
szorasnégyzeteinek (véletlen) Gsszege 1-hez tart. Végiil a centrélis hatareloszlastétel
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teljesiiléséhez sziikség van még a c) pontban megfogalmazott Lindeberg feltétel egy
némileg gyengébb megfeleldjére. A pontos eredmény a kovetkez6 allitast mondja Kki.

Martingal kiilonbség szériasorozatokrodl sz6l6 centralis hatareloszlastétel. Le-

gyen adva minden k = 1,2,... szdmra valdsziniségi valtozok Xy, 1, ..., Xg n, €s novekvd
Fro C Frxa C -+ C Fiony, 0-algebrdk olyan rendszere, amely teljesiti a kovetkezd
feltételeket:

a.) Az Xy j, k= 1,2,..., 1 < j < ng, valdsziniségi vdltozok és Fy ;, k = 1,2,...,
0 < j < ng, o-algebrdk martingal kiulonbség szériasorozatot alkotnak, azaz az
Xk ; valdszintiségi vdltozo mérhetd az Fi ; o-algebrdra, és E(Xy ;|Frj—1) = 0
eqy valosziniséggel minden k =1,2,... és 1 < j < ni indexre.

b.) EX,EJ < oo minden k =1,2,... és 1 < j < ng indexre, és vezessik be a O-I%,j =
E(X,%’j|}—k7j,1), k=1,2,..., 1< j < ny feltételes szorasnégyzeteket. Teljesil a

Nk
Y op; =1 hak— oo (1.2)
j=1

reldcio. (Itt és a tovdbbiakban = sztochasztikus konvergencidt jelol.)

c.) Teljestil a kovetkezé Lindeberg tipusi feltétel

ng
> BXR (1 Xk | > )| Frj1) =0, hak— oo (1.3)

i=1
minden € > 0 szdmra.

Nk

E feltételek teljesiilése esetén az S, = >, Xk, k = 1,2,..., véletlen Gsszegek

7j=1
eloszldasban konvergdlnak a standard normdlis eloszldsfiiggvényhez, ha k — oo.

Igaz a fenti tétel kovetkezo altalanositasa, amely martingal kiilonbség szériasoroza-
tok helyett ‘majdnem martingdl kiillonbség’ szériasorozatokra mond ki hasonlé centralis
hatareloszlastételt.

Majdnem martingal kiilonbség szériasorozatokrol szd6lé centralis hatarelosz-

lastétel. Legyen adva minden k = 1,2,... szamra valdsziniségi valtozok Xy 1, ...,
X, €s novekvd Fro C Fr1 C -+ C Fin,, o-algebrdk olyan rendszere, amelyekre
az Xy, j valdszindiségi vdaltozé mérhetd az Fy j o-algebrdra minden k = 1,2,... és 1 <

J < ny indexre, €s a py ; = E(Xy j|Frj—1) feltételes varhato értékek kicsik a kovetkezd
értelemben.:

ng
Z’uk’j =0, hak— oo (1.4)
j=1

Ha az Xy, k = 1,2,..., 1 < 5 < ng, valdsziniségi valtozok és Fyj, k = 1,2,...,

0 < j < ng, o-algebrdk teljesitik az (1.2), (1.3) és (1.4) feltételeket azzal a mddositds-
sal, hogy jelen esetben az (1.2) formuldban a

o =E((Xij — tikg)?|Frj—1) = B(XF ;| Frj—1) — 1 (1.5)
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ni

valdsziniségi vdltozok szerepelnek, akkor az Sy, = >, Xk, k=1,2,..., dsszegek elosz-
j=1

lasban konvergalnak a standard normadlis eloszldsfiigguényhez k — oo esetén.

A fenti eredmények a legaltalanosabb ismert centralis hatareloszlastételek martin-
galkiilonbség, illetve majdnem martingal kiilonbség szériasorozatokra. Erdemes kiilon
hangstlyozni, hogy az (1.2) feltételben csak azt koveteltiik meg, hogy a O']%’ ; feltételes
masodik momentumok 6sszegei rogzitett k indexre 1-hez tartanak, ha k — oo, de nem
fogalmaztunk meg olyan feltételt, amelybdl az kbvetkezne, hogy a ai’ ;= B(X ,3 i Fki-1)
feltételes masodik momentumok kozel vannak a di, ;=FEX ,3 ; masodik momentumok-
hoz. Ilyen gyenge feltétel mellett a bizonyitas finomabb gondolatokat igényel. Két olyan
dolgozatot ismerek, ahol a centralis hatareloszlast ilyen feltételek mellett bizonyitottak.
Ezek egyike B. M. Brown Martingale Central Limit Theorems cimi dolgozata, amely
a The Annals of Mathematical Statistics (1971) vol 42 No. 1 59-66 kotetben jelent
meg. A masik Aryeh Dvoretzky Asymptotic normality for sums of dependent random
variables cimi a Sixth Berkeley Symposium I1. kotet 513-535 oldalan megjelent munka-
ja. A két dolgozat a bizonyitas {6 nehézségét kiilonboz6 mddszer segitségével kiizdi le.
Brown dolgozata az egyszeriibb, és az 6 mddszere alkalmasabbnak latszik altalanosabb
hatéareloszlastétel problémék vizsgalataban. Ezért itt Brown bizonyitasanak egy kissé
modositott valtozatat ismertetem. Bar Brown cikke martingdlok normalizaltjaira bi-
zonyit hatareloszlastételt, tehat nem szériasorozatokat vizsgal, az eredmény altalano-
sitdsa szériasorozatokra nem okoz nehézséget. Az ismertetés végén roviden Osszeha-
sonlitom Brown és Dvoretzky mddszerét. Ezenkiviil ismertetek egy eredményt, amely
a martingal kiilonbség szériasorozatokrol szolé centrilis hatareloszlastétel funkcionalis
centrdlis hatareloszlastétel valtozatanak tekinthet6. Brown dolgozata tartalmaz egy
hasonl6é eredményt abban a specidlis esetben, amikor martingal sorozatok normalizalt
tagjait tekintjiik. Az altaldnos szériasorozatokat azért érdemes kiilon targyalni, mert
ekkor olyan jelenségeket is figyelembe kell venni a tétel megfogalmazasaban, amelyek a
Brown dolgozataban targyalt esetben nem jelennek meg. A martingal kiilonbség széria-
sorozatokrol szélo funkciondlis centrélis hatareloszlastételt megfogalmazom, de annak
bizonyitasat nem targyalom. Csak a bizonyitds néhany fontos gondolatat ismertetem.

E bevezetés végén rovid megjegyzést teszek a centrilis hatdreloszlastétel (1.3)
Lindeberg tipusu feltételével kapcsolatban. Az (1.1) formuldban megadott Lindeberg
feltételbdl kovetkezik az (1.3) formula, mert

Nk Nk
Y EXE (Xl > )= E | Y EXE (Xl > )| Fijm1) |

Jj=1 Jj=1

igy ha az (1.1) formula teljesiil, akkor az (1.3) kifejezés baloldala L;-norméaban is kon-
vergal nulldhoz. Az allitas megforditdsa nem igaz. Lehet olyan szériasorozatokat kon-
strudlni, amelyekre az (1.3) relacié teljesiil, de az (1.1) reldcié nem. Viszont a mar-
tingal kiillonbség szériasorozatokrdl szolo centralis hatareloszlastétel bizonyitasanak elso
lépésében a bizonyitast egy olyan specialis esetre redukéljuk, amelyben egyéb a bi-
zonyitas szempontjabdl hasznos tulajdonsagok mellett az is igaz, hogy az (1.3) feltételt
az (1.1) feltétellel lehet helyettesiteni.



2. Az eredmények bizonyitasa.

A martingdl kulonbség szériasorozatokrol szolo centrdlis hatdreloszldstétel bizonyitdsa.
El6szor azt mutatom meg, hogy a tétel bizonyitasat arra az esetre lehet redukalni,
amelyben a szériasorozat elemei teljesitik a tétel feltételei mellett a

k— o0

ng
lim P ) op;<2]| =1 (2.1)
j=1

reldciot is. (Valgjaban ebben a formuldban szerepld egyenlétlenség jobb oldaldan a 2
helyett tetszbleges C' > 1 szdmot {rhattunk volna.)

Ezen allitas bizonyitasanak érdekében vezessiik be a

J
T = min [nk, max {] Zai’l < 2}] (e =0 ha oj; > 2.) (2.2)
=1

megalldsi szabalyokat, és az X kojs

_ Xi i, haj<mg,
Xk,j:{ o I =T 1 <7 < ny,

O, haj>7'k,

valészintiségi valtozdkat. A most definidlt 7, valoban megélldsi szabaly az Fj, j, 1 < j <
ny, o-algebrak rendszerére nézve, mert 0']%’ j+1 Fk,j mérhetd valosziniiségi valtozo, igy a j
idépontban el tudjuk dénteni, hogy a {7, < j} vagy a {7 > j+1} esemény kovetkezik-e
be. (Vegyiik észre, hogy a,i j+1 Fk,j €s nemesak Fy ;1 mérhetd valdszintiségi valtozd.)
Vezessiik be a a7 ; = E(X,f}ﬂ]—"k,jfl), kE=1,2,...,1<j <ny, valésziniiségi valtozdkat
is. Rogzitett k indexre az Xy, ;, 1 < j < ny, valdszinliségi valtozokbol és Fy ;, 0 < j <
ng, o-algebrakbdl allé rendszer martingalkiilonbség sorozatot alkot. Tovabba 6,%7 j (w) =
a,ij(w), ha 7, (w) > j, és 6£7j(w) = 0, ha 7,(w) < j. Valdban, E(Xg ;|Fkj-1) =
E(Xyjl(te > §)|Frj-1) = Itk > ))EXpjlFrj1) = 0, é 77, = E(X7 (1 >
INFrj—1) = 1(m > ) E(XE ;| Frj-1) = I(1x > §)o} ;-

Ezenkiviil az (1.3) reldcié érvényben marad, ha abban az X}, ; valészintiségi valto-
zokat az X, ; valoszintiségi valtozdkkal helyettesitjitk, mivel | X ;| < | X} ;|. Tovabba
az (1.2) reldcié miatt kli)rrgo P(r, =ng) = 1.

A fentiekb6l kovetkezik, hogy az (1.2) relacié érvényben marad, ha a 0%7 ; valo-
szinfiségi véltozokat a 73 ; valoszinliségi valtozokkal cseréljik ki, és a (2.1) relécié is

_ N _
érvényes, ha abban 5,% ;6 irunk O’,%j helyett. Végil az S, = > Xi,, bk = 1,2,...,
9. b j:l
Osszegek teljesitik az Sp — Sr = 0 relaciot, ha k — oo, mert S = Si, ha 7, = ny.
A fenti Osszefliggésekbdl kovetkezik, hogy elég a martingal kiilonbség szériasorozatokrol
sz6l6 centralis hatdreloszldstételt az Xy, ; szériasorozat helyett az Xi ;, k =1,2,...,
1 < j < ny, szériasorozatra beldtni, és ez utébbi szériasorozat valtozéi (és a hozzajuk
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tartozo) 6,3’ ; valdszinliségi valtozdk) jelolésébdl elhagyva a feliilvonast olyan szériasoro-
zatot kapunk, amely teljesiti e tétel feltételeit és ezenkiviil a (2.1) reldciét is.

Az (1.3) és (2.1) feltételbdl kovetkezik az (1.1) Lindeberg feltétel is az Xy ;, k =
1,2,..., 1 < j < ng, szériasorozatra, mert a Lebesgue tétel szerint, és az

Nk Nk

> B (1 Xkl > )| Fry1) <Y ok <2

reldcio miatt

Nk Nk
Y EXPI( Xkl >€)=E > B(XP,;I1(1Xk;] > )| Frj1) | =0,

j=1 j=1

ha k — oco. Hasonléan megmutathatd, hogy az (1.2) formuldban a (2.1) reldci6 tel-
jestlése esetén L1 konvergenciat is irhatunk a sztochasztikus konvergencia helyett, és

Nk Ng
: 2 _ 2 _
klggo 2 Eoj ; = klgrolo E 1 EXp ;=1 (2.3)
j= =

A bizonyitandé centrélis hatareloszlastétel ekvivalens azzal az allitassal, hogy

. ; — 2 . 7’ z
khm EeS% = ¢7t'/2 minden ¢ valés szémra. (2.4)
—00

Megmutatjuk, hogy a (2.4) reldcié levezethet6 (a (2.1) formula felhasznalasaval) a

. ) 2 . V4 7z
khm EeS+tUk/2 — 1 minden t val6s szdmra (2.5)
— 00

Nk
kénnyebben igazolhaté formulabdl, ahol Uy, = 3- of ;, k=1,2,....
Jj=1
Valéban az (1.2) formula szerint Uy, = 1, ha k — o0, és 0 < Ui < 2 minden
k= 1,2,... szdmra a (2.1) formula miatt. FEzért Skt U/2 _ oitSitt?/2 o 0, ha
k — oo minden valés ¢ szédmra, és |efSk T UR/2 _ gitSutt®/2] < 9. 914" Fgert a

Lebesgue tétel szerint lim F(eftSe+°Us/2 _ ¢itSitt?/2) — 0 A (2.4) képlet kovetkezik

k—o00
ebbdl az Osszefiiggésbdl és a (2.5) formulabdl.

A (2.5) formula bizonyitasa érdekében elészér megmutatjuk, hogy létezik olyan
csak a t paramétertdl fliggd K (t) > 0 szam, amelyre

Nk
|Eeit5k+t2U}c/2 — 1| < K(¢) ZE ‘@tQ"i,j/QE (™03 | Fpoim1) — 1’ - (2.6)
=1



Valéban, vezessiik be az

J J
2 .
Sk,j = § Xip, Uy = E i, 1<j<mnyg

és Sko = 0, Uro = 0 valészinliségi valtozokat minden & = 1,2,... indexre. Ekkor
Skz,nk = Sk:a Uk,nk = Ukv és

Nk

FettSk+t?Un/2 _ 1 — 2 :E (eitsk,j+t2Uk,j/2 _ ez’tSk,j,letQUk,j,l/z)
Jj=1
ng
. 2 . 2 2
— § Eeztsk’j71+t Uk}jfl/QE (eZtX’“’jﬂt Uk,j/2 . 1‘fk7j71> )
=1

Mivel az eitSk.i-1+°Uki-1/2 yalészinfiségi valtozé korlétos, kisebb mint valamely K (t)
csak a t paramétertdl fliggd szam, a fenti azonossaghdl kovetkezik, hogy

Nk
’Eeit5k+t2Uk/2 . 1| S K(t) ZE ‘E (eithvj+t20'f:,j/2 . ]-|]:k,_]71>‘ ,
j=1

és mivel E (et Xkstt70k;/2 _ 1|~7:k»,j—1> = et%iﬂ‘/QE(eitX’“j | Fi,j—1) — 1, innen kdvetke-
zik a (2.6) becslés.

Annak érdekében, hogy a (2.5) formulét beldssuk a (2.6) egyenlétlenség segitségével
jo becslést kell adnunk az F ‘etzc’zd‘/zE (eitX’w |]-"k,j_1) — 1‘ kifejezésekre. E kifejezések
alabb ismertetendd becslésének a hatterében a kovetkezd heurisztikus gondolatmenet

2 2
2 2 t“o; .
t ak,j/Z k,j

van. Aze fiiggvény Taylor sorfejtése 1+ —5=L+- - -, az E(e"%i|F, ;1) fliggvény
sorfejtése pedig (az E (X j|Fk j—1) = 0 reldcié miatt)

. E(t2X2 | Fri 1) t?02
E(efXk. |\ Frej—1) =1+ E(itXy ;| Frj-1) — k’; 7 + - %
alakt. Ezért az et “%i/2F (6ith’j |fk,j—1) — 1 kifejezés Taylor sorfejtésének a konstans,
az elsé és masodrendii tagja eltiinik, és ez a kifejezés kicsi. Azt varjuk, hogy emiatt jo
becslést tudunk adni a (2.6) formula jobboldalara. A szdmolas soran ki kell haszndlni,
hogy a (2.1) és (1.1) formuldk miatt a o7, ; valosziniiségl valtozok kicsik.

2 2
Az et’oril? kifejezés e okal? = 1 4 to% + 771(;3) alakban irhat6 alkalmas 771(53)

valoszinliségi valtozoval, amelyre teljesiil az |771(<;1])'

| < K, (t)a,i ; egyenldtlenség valamely
csak a t szamtol fliggd K (t) szammal, mert o7 ; < 2 a (2.1) formula szerint. Hasonléan
becsiilhetjiik az

Fr, j—l)

X7

ne) = E <e“X'w' -1+
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kifejezést. Ennek érdekében rogzitsiink egy kis € > 0 szamot, és irjuk fel az

' 2X2 )
et Xk 1 _ itXpj + kg < Oé(Xk,j) = Oég,t<Xk:,j)

egyenlétlenséget, ahol a(x) = t*22I(|x| > ) 4+ £[t]*z*I(|z| < €). Valéban, ha |z| >

ite _ 1 _ t2x2 Kifeiezé 2.2 4 I < Kk [t z]*
et — 1 —ite + ifejezésre a t°z* és ha [z| < ¢, akkor a S5

e, akkor az

|t|3$2

felsé becslést adva megkapjuk a fenti formuldt. Felhaszndlva az E(Xy ;| Fi j—1) =
O relac10t és véve az eloz6 egyenldtlenségben szereplo valdszintiségi valtozok feltételes
varhato értékét a Fj j_1 o-algebra szerint a kovetkez6 egyenldtlenséget kapjuk:

@ _ | [ itxe, - X5y
’nk,j =|F |e J—1 =t Xy + 5 Frj—1

< (

13
< B(o( Xk j) | Frj—1) < CE(XE (1 Xk 5] > €)Frj—1) + 6'“30’%’3

. t2X2
e h —1 — it X + 2k7j 'F’w1>

Mivel U%’j < 2 a (2.1) formula miatt, ezért mind 77](:), mind n](”) korlatos valdszi-

niiségi véltozo (csak a t paramétertdl fliiggd) korlattal, és a fenti becslésekbdl kapjuk,

hogy
t22 t202
(1) Y Vkyg (2)
<1+ 5 +n,€3><1 — +77,”>—1

< thoi; + Ka(t) (Inf))] + Ini)))

< Ku(t)(op; + B(XR ;11 Xk5] > )| Frj1) + €07 ).
Vegytlink varhato értéket az utolsé egyenlotlenségben, és Osszegezziik azt minden 1 <
Jj < nj indexre. Az igy kapott egyenl6tlenségbél és a (2.6) formuldbdl kévetkezik, hogy

|E€itSk+t2Uk/2 1| < Ks(t ZEU,” +ZEX1” (IXk 1 > € +€ZEU’”
7j=1 Jj=1 =1
(2.7)

A (2.7) egyenlétlenség jobboldalan levé elsé Osszeg becslésének érdekében irjuk fel, fel-

hasznalva a 0,3 < 2 relaciot, a kovetkez6 egyenl6tlenséget:

Eo} ;= E ((EX?;1( Xk | > &) Frjr) + (BXE1(| Xk ] < &) Frj)’
< 2 (B(EXE ;I(|Xk,5] > €)|Fr,j—1)* + E(EX} ;1(| Xy, ] < €)[Fr,j-1)%)
< 2Eo; ;BE(X7 11Xk | > €)|Frj-1) + 262 E(EXE ;I1(| Xy 5| <€) Frj-1)
<AEX} ;I1(| Xk ;| > €) + 26 Eo .
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(Valasszuk ebben a becslésben ugyanazt az € > 0 szamot, mint (2.7)-ban. E becslés
alapjan felirhatjuk a (2.7) formula aldbbi kévetkezményét.

’Eeit5k+t2U’€/2 — 1] < Kg(t) ZEX%,jI(‘Xkyj‘ >e)+ 5ZE0137]' : (2.8)

Mivel a (2.8) formula érvényes minden € > 0 szdmra, ezért a (2.5) formula kévetkezik az
(1.1), (2.3) és (2.8) relaciokbdl. A martingdl kiilonbség szériasorozatokrol szolé centrélis
hatareloszlastételt bebizonyitottuk.

Ratérek a majdnem martingal kiillonbség szériasorozatokrol szolé centralis hatar-
eloszlastétel bizonyitasdra. A természetes gondolat az, hogy az le’ = Xkj — Mk,j
valoszintliségi valtozok bevezetésével visszavezetjiik a feladatot a mar bebizonyitott mar-
tingdl kiillonbség szériasorozatokrol szl centralis hatareloszlastételre. A {6 nehézséget
a ¢) Lindeberg feltétel ellenérzése okozza erre az 1j sorozatra. E nehézség lekiizdésének
érdekében érdemes a modszert kissé finomitani és az el6z6 bizonyitas elején alkalmazott
csonkitasi eljaras természetes adaptaciéjaval kombinalni.

A magjdnem martingdl kiilonbség szériasorozatokrol szolo centrdlis hatdreloszldstétel bi-
zonyitdsa. Vezessiik be ebben az esetben is a (2.2) formuldban definidlt 7, megélldsi
szabalyokat azzal a kiilonbséggel, hogy jelen esetben a 0']%’ ; valoszintiségi valtozok meg-
egyeznek az (1.5) képletben bevezetett kifejezésekkel. Vezessiik be az Xy, ; = Xy ;I(1% >
3)s ik = BE(Xkj|Frj—1) és 513,3' = E(X]ijlfk;,j—l) - ﬂi,j valésziniiségi valtozdkat is,
E=1,2,...,1 < j < ng. Ekkor klg{)lo P(1; = ng) = 1, annak valdszintisége, hogy

Xk,j = Xk j, kj = Mg, 5,%7]- = J,%’j minden 1 < j < ng indexre 1-hez tart, ha k — oo,
6s | Xk ;| < | Xk |. Ezért az el6z6 bizonyitds érveléséhez hasonléan a majdnem martingél
kiilonbség szériasorozatokrol szolé centralis hatareloszlastétel bizonyitasat visszavezet-
hetjiik arra az esetre, amikor a tétel feltételeinek teljesiilése mellett a (2.1) reldcié is
érvényes.

Hagyjuk el az el6bb definidlt X} ;, 6,37 ; €s fy,; valoszinliségi véltozok jelolésében
a vonast és definidljuk segitségiikkel az Xk’j = Xpj — Mrg bk =12,...,1 <7<
ng, valoszinliségi valtozokat. Azt akarjuk beldtni, hogy az (X';w‘, Frj), k=1,2,...,
1 < j < ng rendszer teljesiti a martingal kiillonbség szériasorozatokrol szold centralis
hatareloszlastétel feltételeit. Fz a rendszer nyilvanvaldan teljesiti a tétel a) és b) feltéte-
leit, de a c), azaz a Lindeberg feltétel teljesiilése indoklasra szorul. Mivel tudjuk, hogy
az (1.1) formula teljesiil az X}, ; szériasorozatra, ahhoz, hogy bebizonyitsuk a Lindeberg
feltétel teljesiilését az X k,j Szériasorozatra és igy befejezziik a tétel bizonyitasat, elég a
kovetkezo allitast igazolni: Ha egy (X, j, Fi,;) szériasorozat teljesiti az (1.1) feltételt,
és py,; = EXy, 5, akkor

Nk
li E(Xp i — e ) 2T X i — g =0 mind 0 szdmra.
Jim Z (X — tr)“ T(| X k5 — pr,j] > €) minden € > () szamra

Jj=1



Ez az Osszefiiggés azonnal kovetkezik az alabbi lemmabdl, amely megegyezik Dvo-
retzky a bevezetésben idézett cikkének Lemma 3.3 eredményével. (Egy apro kiilonbség
van. Kényelmi okokbdl a Dvoretzky lemmajaban szerepl6 4 egytitthatot 8-ra cseréltem,
ennek azonban nincs jelentsége.)

Lemma. Legyen X négyzetesen integdlhato valdsziniségi vdltozo, F C A o-algebra,
p= E(X|F) egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Ekkor

SEX?I(|X|>¢) > E(X — p)*I(|X — pu| > 2¢) minden e > 0 szdmra. (2.9)

Megjegyzés: Tudjuk, hogy E(X — E(X|F))? < EX? tetszéleges véges masodik mo-
mentummal rendelkezé X valdszintiségi véaltozora. Ha az ebben az egyenlotlenségben
szereplé valdszintiségi valtozdkat csonkitjuk, akkor az egyenlétlenség érvényét veszt-
heti. Viszont érvényes marad annak egy olyan gyengitett valtozata, amely megfelel
céljainknak. Ez a fenti lemma f6 mondanivaldja.

A Lemma bizonyitdsa. Véve az X valdsziniiségi valtozo feltételes eloszlasat az F o-
algebrara, és E-vel jelolve a varhaté értéket eme (véletlen) mérték szerint is, a (2.9) for-
mula a kovetkezo egyenlétlenségre redukalhato:

SEX?I(|X|>¢) > E(X —EX)*I(|X — EX| > 2¢) minden ¢ > 0 szédmra,
vagy ekvivalens médon az Y = X — EX helyettesitéssel
SE(Y + ) I(|[Y +¢| >¢) > EYZI(|Y] > 2¢) (2.10)

minden valds ¢ és € > 0 szamra, ha EY =0 és EY? < oo.

A (2.10) egyenlétlenség tovabb redukélhaté. Elég azt a specidlis esetet tekinteni,
amikor Y eloszldsa P(Y = Aq) = p, P(Y = —Ap) = ¢ alakd valamely A > 0, 0 <
p,q < 1, p+q = 1 szdmokkal. Innen kovetkezik ugyanis a (2.10) formula abban az
esetben is, ha az Y valdszintiségi valtozd a kovetkezd alaki. Létezik az €2 halmaznak
olyan = Q1 + Qo + Q3 particidéja, amelyre ¥ = a az )y halmazon, ¥ = —b az
23 halmazon valamely a > 0 és b > 0 szdmokkal, aP(21) — bP(Q2) =0, ésY =0
az {23 halmazon. Tovébba a (2.10) egyenl6tlenség igaz minden olyan Y val6szintiségi
valtozora, amely véges sok értéket vesz fel, és FY = 0, mert ezek eldallithatéak olyan
az elobbi tulajdonsaggal rendelkez6 valdoszinliségi valtozdk Osszegeként, amelyeknek a
tartja diszjunkt. Ezutdn a (2.10) allitdst megkapjuk az dltaldnos esetben, ha egy Y,
EY = 0 vadsziniiségi valtozot véges sok értéket felvevo Y,,, EY, = 0 valdszintiségi
valtozokkal kozelitiink alkalmas moédon.

Tovéabb egyszertisithetjiik a (2.10) egyenlStlenség bizonyitdsat (a c és € paraméterek
esetleges moédositasaval) azzal, hogy csak olyan Y valészintliségi véltozokat tekintiink,
amelyekre A = 1, és ¢ > % > p > 0. Ebben a specidlis esetben a (2.10) egyenl6tlenség
nyilvan teljesiil, ha ¢ > Z, mert ekkor a jobboldal nullival egyenlé. Ha 0 < e < 4, akkor

9



a (2.10) formula jobboldala kisebb vagy egyenld, mint EY?2 = pq® + p?q = pq, és elég
megmutatni, hogy 8E(Y +¢)*I(|Y 4 ¢| > €) > pq minden ¢ valds szédmra, ha 0 < e < £.

Hac> —%,6s0<e < % akkorg+c > 4 > ¢, 6s8E(Y+¢)?I([Y +¢| > ) > 8P(Y =
q)(g+c)* =8plg+c¢)* >2pg®> > pg. Hac< —%,és0<e < %, akkor | —p+c¢|> £ >¢,
& SE(Y + o1(Y + ¢ > €) > 8P(Y = —p)(p + |e])® = 8alp + |c])* > 26° > pg. A
lemmat bebizonyitottuk.

3. Néhany megjegyzés. A funkcionalis centralis hatareloszlastétel.

A martingalkiilonbségek szériasorozatokrol szl centralis hatareloszlastételek kiillonbo-
z0 bizonyitasainak oOsszehasonlitdsat az eredmény hagyomanyos ‘klasszikus’ bizonyita-
sanak rovid targyalasaval kezdem.

Tekintsiik egy Xy ;, k =1,2,...,1 < j < ny, valoszinlségi valtozokbdl és Fy, 5, k =

1,2,...,0 <5 < ng, rogzitett k indexre novekvo o-algebrakbdl 4116 martingdl kiilonbség
ng

szériasorozatot, és definidljuk az Sy = > Xi,, k = 1,2,..., részletosszegeket. Azt
j=1

akarjuk megmutatni, hogy alkalmas feltételek teljesiilése esetén az Sy véletlen Gsszegek

eloszlasban konvergalnak a standard normalis eloszldshoz, vagy ami ezzel ekvivalens,

. - e i Lo
khm EetSt = ¢=t°/2 minden valés szémra.
— 00

A hagyomanyos, klasszikusnak tekintheté bizonyitas a kovetkezd érvelésen ala-
pul. Vezessiink be minden k indexre olyan Y} 1,..., Y}y ,, fiiggetlen, standard normalis
eloszlasu valészinliségi valtozokat, amelyek fiiggetlenck az Fy, ,,, o-algebratdl, definidljuk

Nk .
a Ty = ;l di jYj Gsszeget, ahol di ; = EX} ;, és mutassuk meg, hogy klirgo E(et% —

J
e'Tr) = 0 alkalmas feltételek teljesiilése esetén. Ezt gy latjuk be, hogy az Ee

kifejezésben szerepld S) Osszegben kicseréljiik elszor az Xy ,, valtozoét a di n, Yk n,
valoszinliségi valtozéval, aztan az Xy, ,,, —1 valtozot a dy n, —1Yk n,—1 valdszintiségi val-
tozoval, és igy tovabb egész addig, amig a T} Osszeghez nem jutunk. Ekoézben jo
becslést adunk arra, hogy az egyes cserék altal mennyit valtozott a tekintett Osszeg
karakterisztikus fiiggvénye. Expliciten megfogalmazva a kovetkez6 eljarast alkalmaz-

J g

zuk. Definidljuk az Sk,j = Xk,l + Z dk,lYkz,la 1 <5 < np —1, Sk,O = T} és
=1 l=j+1

Sk.n, = Sk 0sszegeket. Ekkor

itSg

ng
E(eitS’k . eitTk) — ZE(eitSk’j _ eitSk,jfl)‘ (31)
7j=1

A centrélis hatdreloszldstétel bizonyitdsahoz j6 becslést kell adnunk az |E(e*ki —

eIri-1)| kifejezésekre. Nem nehéz beldtni, hogy

‘E(eitsk’j . eisk’j—l)‘ S E ’E(@ith’j’fk j—l) . Eeitdk’jyk’j‘

= B|B(e"X% | Fi o) — e a2

10



Vegyiik észre, hogy a (3.1) és (3.2) formula egyiittese hasonlit a (2.6) egyenl6tlenséghez.
A (3.2) formula jobboldaldn levé kifejezésre jé becsést tudunk kapni, ha tekintjiik az

B(eX0i | Fpjoq) — et dhal?

kifejezésnek a t valtozo szerinti Taylor-sor fejtését. Vegyiik észre, hogy a Taylor-sor
2

mésodrendii tagja %(dij — O',%j), ahol a,%j = E(X,fj|]:k,j_1). Mivel a (3.2) kifejezés

jobboldalan egy valdszinliségi valtozd abszolut értékének a varhatd értékét vessziik,

e becslések segitségével akkor bizonyithatjuk be a centrdlis hatareloszlastételt, ha a
s
> |a£’ i~ d%, ;| Osszeg nagy k indexre kicsi. Ilyen médon olyan eredményt kapunk,
j=1
amely sok vizsgdlatban hasznos, de csak viszonylag erds feltételek mellett érvényes.
A martingdl kiilonbség szériasorozatokrol az elsé fejezetben megfogalmazott centralis

hatareloszlastételben viszont joval enyhébb feltételeket irtunk el6. Ott a tipikus ‘nem

ng
elfajul’ esetben, amikor klim > dzj = 1, azt koveteltiik meg az (1.2) formuldban,
—00 j=1 ’
hogy
ng
Z (Ui,j - di’j) =0, hak — oo,
i=1

azaz a fenti relacioban nem kellett a a,i i di’ ; tagok abszolut értékét venni.

Brown és Dvoretzky bizonyitasanak a fo érdekessége az, hogy az elobb vazolt
modszer nem trivialis finomitasanak segitségével ilyen gyengébb feltételek mellett bi-
zonyitottak be a centralis hatareloszlastételt martingal kiilonbség szériasorozatokra.

Dvoretzky az elobb targyalt mdédszerhez hasonlé konstrukcio segitségével bizonyi-
totta be eredményét, de 6 olyan T}, és Sy, ; véletlen Osszegeket vezetett be, ahol a dj, ;Y%
osszeandanddkat oy, ;Y alaku tagokkal helyettesitette. Akkor tudjuk ilyen médon be-
bizonyitani a centrélis hatareloszldstételt, ha igazolni tudjuk a (3.2) formuldanak egy
olyan véltozatdt, amelynek kozépsé tagjaban E(etriYei|Fy ;1) = et ok /2 szerepel
Ee'td.iYei helyett. Egy ilyen becslés lehetévé teszi a centrélis hatéreloszlastétel itt
kimondott élesebb alakjanak a bizonyitasat, mert ekkor a megfelel6 Taylor sorfejtésben

a masodfoku tag egyiitthatdja is nulla.

Dvoretzky egy ilyen becslést bizonyitott, de csak azon plusz feltétel mellett, hogy

ng
Z Uli,j =1 minden k indexre. (3.3)

j=1

Erre a feltételre azért volt sziiksége, mert ez biztositja azon valdszinliségi valtozok és o-
algebrék fliggetlenségét, amelyeket a (3.2) formula moédositott alakjanak a bizonyitasa-
ban haszndlt. E tulajdonsdg megfogalmazasat, amelyet Dvoretzky cikkének Lemma 3.2

ng
eredménye tartalmaz elhagyom. (Megjegyzem, hogy T, = > oy ;Y; standard normélis
j=1
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eloszldsi valésziniiségi véltozd, ha teljesiil a (3.3) feltétel, mert ekkor T}, feltételes elosz-

n
ldsa feltéve az Fy, ,, o-algebrat a normaélis eloszlds nulla varhato értékkel, és > a,z = 1

j=1
szorasnégyzettel.)

Miutan Dvoretzky bebizonyitotta a centralis hatareloszlastételt azon plusz megko-
tés mellett, hogy a (3.3) formula teljesiil, megmutatta, hogy alkalmas, a (2.2) formuldhoz
hasonlé megallasi szabdly bevezetésének a segitségével az dltalanos eset visszavezetheto
erre a specialis esetre.

Brown itt ismertetett bizonyitasanak gondolatmenete hasonlé Dvoretzkyéhez. Eb-
ben a bizonyitidsban azonban az Fe®S+ karakterisztikus fiiggvény helyett elszor (a
masodik fejezetben bevezetett jeloléssel) az EeitSi+t*Ux/2 kifejezést becsiiljiitk meg. An-
nak érdekében, hogy ezt megtehessiik, eloszor az eredeti szériasorozat egy olyan alkalmas
modositdsat definidltuk a (2.2) képletben bevezetett 7, megdlldsi szabdly segitségével,
amely az eredeti szériasorozat egyfajta csonkitottjanak tekintheto. Az eredeti és médo-
sitott szériasorozat sorosszegeinek a hatareloszldsa megegyezik, és a médositott szériaso-
rozat megOrzi az eredeti szériasorozat martingal kiillonbség tulajdonsagat is. Ezenkiviil
a modositott szériasorozat segitségével definidlt Sy és Uy valdszintiségi valtozokra az
EettSt+tUn/2 y4rhaté érték véges, sét a o, ; valészintiségi véltozdk (és azok dsszegei is)
korlatosak.

Megjegyzem, hogy mivel ez a megallasi szabaly segitségével definidlt mddositott
szériasorozat teljesiti az (1.1) Lindeberg feltételt is, ezért az Xi; = Xy, I(|Xg ;| <
e) — BE(Xk i I(| Xk ;| <e)|Frj-1), k=1,2,..., 1 <j <ny, képlet segitségével definiélt
szériasorozat az eredeti rendszer olyan kis perturbéaciéja, amely teljesiti a martingal
kiilonbség szériasorozatokrodl sz6lé centralis hatareloszlastétel feltételeit, és korlatos valo-
szinfiségi valtozdkat tartalmaz. (Vegyiik észre, hogy az Xg ;j— X j = X I(| Xx | > €)—
E(Xk i I(| Xk ;| > €)|Fk,j—1) valoszinliségi véaltozok Gsszegei jol becsiilhetéek. Tovabba
az (1.1) Lindeberg feltétel azt is biztositja, hogy az X}, ; val6szinliségi valtozdk kicseré-
lése az X k,; valoszinliségi valtozokkal csak elhanyagolhatdan kis hibat okoz.) Ennek az
észrevételnek a centralis hatareloszlastétel bizonyitasaban nincs jelentésége, de az alabb
ismertetett funkcionalis centrélis hatareloszlastétel bizonyitdsdban hasznos lehet, mert
lehet6vé teszi, hogy exponencidlis momentumokkal dolgozhassunk.

Dvoretzky és Brown mddszerének a hasonlosagat jobban megérthetiik a kovetkezo
észrevétel segitségével. Az e fejezet elején bevezetett jelolésekkel

5 <€it0k,ij,j+t2012c,j/2‘fk’j_1> _ E(eitqu,j+t2u2/2) =1 (34)

— a2
Y%,

minden £ =1,2,..., 1 < j < n; indexre. Vezessiik be a kordbban definidlt Sy, ;, Sy és
_ _ J N
Tk ValéSanﬁSégi valtozdk SkJ = Sk’j(t) == Z(Z'th,l—l—%O'%J)—l— Z (itak,lYk,l‘f’%U]%,l),
I=1 I=j+1
. —~ ~ — nk . 2 ’ ~ ~
1<j<ng—1,80=Skolt) =Tk = > (itok ;Y + 508 ;) € Sk = Sk, (t) =
=1
ngk

Sk = > (itXp,; + %Jij) megfelelit. Ha az FeiSt helyett az EeitSstt°Ur/2 — ¢Sk
=1 '
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kifejezést akarjuk el6szor megbecsiilni, akkor érdemes felirni az

Eeds —1=E <eSk _ eTk) — ZE (eSk,j _ esk,j—l)

Jj=1

azonossagot, és azt jol becsiilni. Vegyiik észre, hogy a (3.4) képlet miatt az el6z6 fejezet
(2.5) képletében és az azt kovetd szamoldsokban egy ilyen programot hajtottuk végre.

A martingal kiilonbség szériasorozatokrol szélo centralis hatareloszlastétel hatteré-
ben levo képet, illetve illetve Brown bizonyitasat jobban megérthetjiik, ha megfogalmaz-
zuk ennek az eredménynek a funkciondlis centrélis hatareloszlastétel valtozatat. Ez a
funkcionalis centralis hatareloszlastétel informalis nyelven azt allitja, hogy a martingal-
kiilonbség szériasorozat egyes soraiban levo valdszintliségi valtozdkbol természetes modon
elkészitett véletlen torottvonalfiiggvények nagy k indexre kozelitéleg gy viselkednek,
mint egy Wiener folyamat. A Wiener folyamatok egy fontos tulajdonsaga az, hogy egy
W (u), v > 0, Wiener folyamatra a Z;(u) = eV (W) =t"%/2 4, > 0, sztochasztikus folyamat
martingal. Ezért minden szép T megéllasi szabélyra EeZt(7) = 1. Ez az allitds nemcsak
valds, hanem komplex ¢ szamokra is igaz. Azt varjuk, hogy ha a Wiener folyamatot egy
hozza kozeli V(t) sztochasztikus folyamattal helyettesitjiik, akkor Ee!V (D=7 ~ 1. A
centrélis hatareloszlastétel bizonyitasiban, a (2.5) formula megfogalmazasiaban és annak
bizonyitasaban egy ilyen érvelést hasznaltunk tisztan imaginarius ¢t szammal.

A martingalkiilonbség szériasorozatokrol szolé funkciondlis centralis hatareloszlas-
tétel megfogalmazasa érdekében eloszor bevezetek néhény jelolést.

Tekintsilk minden & = 1,2,... szamra valdszinliségi valtozok Xy 1,..., Xk, és
novekvé Fro C Fri1 C -+ C Fin,, o-algebrak olyan rendszerét, amely teljesiti
a martingdl kiillonbség szériasorozatokrol szolé centrélis hatareloszlastétel feltételeit.
Definidljuk az

J
Ski=> Xp; 1<j<mg, Sko=0, (3.5)
=1
részletosszegeket, a dij = Elej és a,%j = E(X,fj|}“k,j_1), 1 < j < ny, szérésnégyze-
teket és feltételes szorasnégyzeteket. Vezessiik be ezek segitségével a

J J
2,0 = 07 Zk,j - Z diﬂ'? gk,o == 07 Ck,g - Z U]i,ja 1 S j S ng, (36)

determinisztikus, illetve véletlen osztépontokat a pozitiv félegyenesen, és a Ty (t) véletlen
torottvonalfiiggvényt a [0, zg ;] intervallumon, valamint a Vi (t) véletlen téréttvonal
fiiggvényt a [0, (o x] véletlen intervallumon a kovetkezd képletek segitségével:

) 21—t t— 2z,
T(2k,5) = Skj» €8 Ti(t) = ————Sp; + Ok
( ,J) 0 ( ) zk,j-‘rl _ Zk,j »J Zk,j-l—l — Zk’j It (37)

ha z; <t < zg 11, 0<7 <nyg,
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. Chj+1 — 1 t— Chy
V(Cj) = Skj, GsVilt)= 22— G o p 28 g
(Ghis) = S k(1) Crgt1 = Cry 7 G — Gry T (3.8)

ha (rj <t < (rjr1, 0<j <mng.
Definialjuk tovabba a Tj(-) és Vi (-) torottvonalfiiggvények

Te(t) = Te(tzen,),  Vi(t) = Vi(tCem,), 0<t<1 (3.9)

transzformaltjat a [0, 1] intervallumba. Megfogalmazom a martingdl kiilonbség széria-
sorozatokrol szélé funkciondlis centralis hatareloszlastételt.

Funkcionalis centralis hatareloszlastétel martingal kiilonbség szériasoroza-
tokra. Legyen adva minden k =1,2,... szamra valdsziniségi vdltozok Xy 1, ..., Xk n,
és novekvd Fro C Fr1 C -+ C Fin,, 0-algebrdk olyan rendszere, amely teljesiti a
martingdl kilonbséqg szériasorozatokrol szolo centrdlis hatdreloszldstétel feltételeit. Te-
kintsik a (3.5), (3.6), (3.8) és (3.9) formuldk segitségével definidlt Vi (t), k =1,2,...,
véletlen torottvonal figguények sorozatat. Ezek a f/k(t) véletlen torottvonal fugguények
gyengén konvergdlnak a Wiener mértékhez a C([0,1]) térben, ha k — oo.

A funkcionalis centralis hatareloszlastétel bizonyitasat elhagyom, csak néhany uta-
last teszek arrdl, hogy hogyan lehet azt néhany klasszikus eredmény segitségével elvé-
gezni. Egyrészt meg kell mutatni, hogy a véges dimenzids eloszlasok konvergalnak.
Ezt le lehet vezetni a martingdl kiilonbség szériasorozatokrdl szolé centralis hatér-
eloszlastételbol alkalmas megallasi szabdalyok segitségével. Ezenkiviil sziikség van az
ugynevezett feszesség bizonyitdsara, ami bizonyos maximum egyenlOtlenséget jelent.
Ilyen egyenlotlenséget kaphatunk, kihasznalva, hogy alkalmas csonkitassal redukélni
lehet a feladatot arra az esetre, amikor az X, ; valdszinliségi valtozok korlatosak, sot
azt is feltehetjiik, hogy ez a korlat nagyon kicsi. Abbdl, hogy az (Sk j, Fr,j), 1 < j <
nk, sorozatok martingdlt alkotnak kovetkezik, hogy az (et%i,Fy ;) sorozatok szub-
martingalt alkotnak, és alkalmazhatjuk rajuk a szubmartingdlokra érvényes maximum
egyenlStlenséget. Ezenkiviil az Ee!Sks~%.3) 1 < j < j/ < n;, momentumgenerslé
fliggvényeket becsiilhetjiikk a 2. fejezetben hasznalt mddszerek segitségével, és ilyen
modon bebizonyithatjuk a feszességhez sziikséges egyenlotlenséget.

A feszesség masként is bizonyithat6. Brown cikkében ezt az ott bebizonyitott
Lemma 4 segitségével tette, amely a martingdlok mas tulajdonsagain alapul. Egy
lényeges kiilonbség az itt kimondott és a Brown cikkben targyalt funkcionalis centralis
hatareloszlastétel kozott az, hogy Brown cikkében ez az eredmény a zj, ; determinisztikus
osztépontok segitségével definidlt T} (), itt pedig a véletlen (j ; osztépontok segitségével
definidlt Vi (t) toréttvonalfiiggvény Ty (t) illetve Vi (t) dtskéldzasaira mondja ki a kon-
vergenciat. A kiilonbség oka az, hogy Brown cikke csak azt a specidlis esetet tekinti,
amikor a szériasorozatok egy martingal részsorozatainak a normalizaltjaiként jelennek

meg. Ekkor az (1.2) formuldnak az az erésebb alakja is érvényes, hogy klim g:—[[:z
—o0 %k,

minden 0 < ¢t < 1 szdmra, ahol [z] az = szdm egész részét jeloli. Ennek kovetkeztében
ebben a specialis esetben jogunk van a ¢y, j véletlen osztépontokat a zj, ; determinisztikus
osztopontokkal helyettesiteni. De az altaldnos esetben ezt nem tehetjiik meg.
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Az itt kimondott centralis hatareloszlastétel nem a a martingalkiikonbség sorozat
részletOsszegeibél a (3.7) képletben természetes médon definidlt véletlen Tj(t) torott-
vonalfiiggvényrdl allitja, hogy nagy k indexekre hasonlbéan viselkedik egy Wiener folya-
mathoz, hanem annak egy Vj(t) véletlen atskéldzazottjarl. Azt mondhatjuk, hogy
a természetes iddskalat nem a szérasnégyzetek zj ; részletosszegei, hanem a feltételes
szorasnégyzetek (j, ; részletosszegei hatérozzék meg. Hasonlo’ jelenséggel talalkozhatunk
példaul egy az id6 paramétertdl fiiggd X (¢ fo W (ds) 1to6 integral jellemzésénél.
Egy ilyen sztochasztikus folyamat atskalazhato alkalmas ‘belso id6’ bevezetésével Wie-
ner folyamatta. (Lasd H. P. McKean: Stochastic integrals cimi kényvének 2.5 fejezetét. )
Részletesebben megfogalmazva az igaz, hogy ha X (¢ fo W(ds) egy Itd in-
tegral, és bevezetjiik a 7(t) = fo f2(s,w) ds ‘belss 1d0t’, akkor Y( ) = X(771(t)) egy
(esetleg véletlen id('ipontban megéllitott) Wiener folyamat.
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