Markov folyamatok

Legyen adva val6szintiségi valtozok egy X,,, n = 1,2, ..., sorozata egy (2, A, P) valészi-
niiségi mezon, amelyik értékeit valamely (X, B) mérhetd téren veszi fel. Azt mondjuk,
hogy az X,,, n = 1,2,..., sorozat Markov ldnc, ha P(X,4+1 € B|X,, = zp,..., X5 =
z1) = P(Xy41 € B|X,, = 2,) minden n = 1,2,... egész szdmra, z; € X, j=1,...,n
elemekre, és B € B halmazra. Erdemes a fogalmat egy kicsit altalanosabban megfogal-
mazni. Ennek érdekében el6bb néhany més fogalmat is bevezetiink.

Definicié. Adaptalt valosziniségi valtozok. Legyen adva X,, valdszintségi valtozéknak
és F, o-algebrdknak, n = 1,2,..., a sorozata egy (2, A, P) val6sziniiségi mezén. Azt
mondjuk, hogy az X,, valésziniiségi valtozok adaptaltak az F,, o-algebrdkhoz, ha F; C
Fo C---CA, és X, F, mérhet6 minden n =1,2,...-ra.

E definicié szemléletes tartalma az, hogy F, tartalmazza az n idépontig Ossze-
gytijtott informaciot. fgy F, tartalmazza a megfigyelt X;, j = 1,...,n valdsziniiségi
valtozok értékeit, de ezenkiviil esetleg még mas eseményeket is. E fogalmat természetes
modon lehet értelmezni folytonos idejl sztochasztikus folyamatokra.

Legyen X, valdszintiségi valtozok és F; o-algebrak egy rendszere valamilyen a <
t < b intervallumba es6 szamokkal indexelve, ahol —oco < a < b < co. Azt mondjuk,
hogy az X; valdszinliségi valtozdk adaptaltak az F; o-algebrakhoz, ha X; F; mérheto,
s Fs CFrC A haa<s<t<hb.

Definicié. Markov lanc fogalma. Legyen (X, Fp,), n=1,2,..., (X, B) értékii valoszi-
niliségi valtozoknak és o-algebrédknak egy adaptélt rendszere egy (€2,.4, P) valészintiségi
mez6én. Azt mondjuk, hogy (X,,, F,) Markov lanc, ha

P(Xn41 € B|F)(w) = P(Xn41 € B|Xy)(w)

mindenn = 1,2,... szamra és B € B halmazra. Feltessziik tovabbd, hogy a definiciéban
szerepld feltételes valoszintiségeknek 1étezik regularis verzidja, azaz létezik egy P(n, z, B)
figgvény, n = 1,2,..., z € X, B € B, melyre P(n,-,B) B mérhetd fiiggvény minden
B € Breésn=1,2,... szamra, P(n,z,-) valészinliségi mérték az (X, B) téren, és

P(Xns1 € B|X,)(w) = P(n, Xn(w),B) .

A P(n,z,B) fiiggvényt atmenetvalésziniiség fliggvénynek hivjak.

Ha az X,,, n = 1,2,..., valészintiségi valtozok teljesitik a fenti feltételeket vala-
milyen P(n,z,B) dtmenetval6szintiség fiiggvényekkel, és P(X; = z) = 1 akkor az X,
sorozatot az x pontbdl kiinduld, ha X; eloszlasa valamilyen 7 valdszintliségi mérték,
akkor az X,,, n = 1,2,..., sorozatot w kiindulé eloszlassal rendelkez6 Markov lancnak
hivjuk az (X, B) téren P(n,z,B) dtmenetvaldszintliség fuggvényekkel. Az (X, B) mér-
heto teret, ahol az X, valdszintiségi valtozok felveszik az értékeiket, fazistérnek hivjak.

Megjegyzés: A fenti definiciéban, és a kés6bbiekben is, azok az egyenldségek (egyen-
16tlenségek) melyekben feltételes valdszintliség vagy feltételes varhaté érték szerepel, gy
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értendbek, hogy az egyenléség, (egyenlétlenség) majdnem minden w € Q-ra teljesiil.
Feltettiik a definicidoban, hogy az ott szerepl6 feltételes valdsziniiségeknek van regularis
valtozata, amelyek bizonyos mérhetoségi feltételeknek eleget tesznek, és amelyekban a
kivant egyenl6ségek minden pontban teljesiilnek, és nemcsak 1 valészintiséggel. Felme-
riilhet a kérdés, hogy ez a feltétel milyen erés megkotés. Be lehet latni, hogy ha az
(X, B) tér bizonyos szép topoldgiai tulajdonsidgokkal rendelkezik, akkor a definiciéban
szereplo feltételes valdszintiségeknek ilyen regularis valtozata mindig 1étezik. Ennek
a nem trividlis eredménynek a targyalasaval ebben a feladatsorban nem foglalkozunk.
Megjegyezziik, hogy olyan terekben, amelyeknek nincsenek szép topoldgiai tulajdon-
sagai lehet olyan példat konstrualni, ahol a szereplo feltételes valészinliségeknek nem
létezik a kivant regularis valtozata.

Legyen (X, Ft), 0 < t < oo, (X, B) értékii valosziniiségi véltozdknak és o-algeb-
raknak egy adaptélt redszere egy (2, A, P) valdszinliségi mez6n. Azt mondjuk, hogy
(X¢, Ft) Markov folyamat, ha

P(Xi1s € BJF)(w) = P(Xi45 € B[Xy)(w)

minden 0 < s,t < oo és B € B halmazra, és létezik a definiciéban szereplo feltételes
val6szintiségeknek egy reguldris verzidja, azaz egy olyan P(t, s, z, B) fliggvény, 0 < s,t <
oo, z € X, B € B, melyre P(-,-,-,B) mérheté fiiggvény minden B € B-re, P(t,s,x,")
valészintiségi mérték az (X, B) téren, és P(Xi1s € B|Xy)(w) = P(t,s, X (w),B). A
P(t, s, z,B) fiiggvényt dtmenetvaldsziniiség fliggvénynek hivjak.

Ha az X;, 0 < t < oo sztochasztikus folyamat teljesiti a fenti feltételeket vala-
milyen P(t,s,x,B) dtmenetvaldsziniiség fliggvényekkel, és P(Xg = =) = 1 akkor az
X:, 0 < t < o0, sztochasztikus folyamatot az x pontbdl kiinduld, ha X, eloszlasa
valamilyen 7 valdszinliségi mérték, akkor az X;, 0 < t < oo, sztochasztikus folyam-
atot 7 kiindul6 eloszlassal rendelkez6 Markov folyamatnak nevezik az (X,B) téren
P(t, s, z, B) &tmenetval6szintiség fiiggvényekkel. Feltételezziik azt is, hogy a P(t, s, z, B)
atmenetvaldsziniiség fliggvények olyanok, hogy tetszoleges x € X pontra és 0 <ty < 00
szdmra létezik olyan (Y;, G:), G = o(Ys, 0 < s < t), Markov folyamat (a G; o-algebra
valasztasat illetéen ldsd a 3. feladatot), mely a nulla id6pontban az x pontbdl indul, azaz
P(Yy = z) = 1, és az atmenetvalészinftiség fiiggvényei P(t,s,z,B) = P(t + to, s,z, B)
alakuak. Ez a feltétel a kovetkezot fejezi ki. Mivel a feltételes eloszlasok csak egy
valészintliséggel vannak meghatarozva, ezért az atmenetvalészintiség fliggvényeket el-
ronthatnank bizonyos z pontokban gy, hogy ez nem befolyasolja a Markov folyamat
eloszlasat. Ezt azonban nem akarjuk megengedni.

Az (X, B) mérhet6 teret, ahol az X; valdszintliségi valtozok felveszik az értékeiket
fazistérnek hivjék.

Definicié. Egy (X, F,), Markov lanc, ((X¢, F:) Markov folyamat) stacionérius ha
P(n,z,B) = P(x,B), (P(t,s,z,B) = P(s,z,B)) alkalmas P(z,B), (P(s,z,B)) fiigg-

vénnyel.

Megjegyzés. Az irodalomban, amikor Markov lancokrdl vagy Markov folyamatokrdl be-
szélnek, akkor gyakran stacionarius Markov lancokra (folyamatokra) gondolnak.
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Defininicié. Megdlldsi szabdly. Legyen F,, n = 1,2,..., vagy (F;, 0 <t < o0), o-
algebrak egy novekvd sorozata, (halmaza) egy (€2, A, P) valdsziniiségi mez6n, melyekre
Fn CA, (Fr C A). Minden 0 < n < oo vagy (0 <t < oo)-re. Egy 7 > 0 valésziniiségi
véltozé megéllasi szabdly a F,,, (F;) o-algebrak rendszerére, ha {r < n} € F,, minden
n=1,2,...-re, és T egész értékil valdszinliségi véltozé, ({7 <t} € F; minden 0 <t <
oo-re).

Legyen 7 megallasi szabaly az F,, (F;) o-algebra rendszerre. Az F, (a 7 id6pontig
megfigyelhet$ események o-algebrédja) definicidja: B C ) halmazra B C F, akkor és
csak akkor, ha BN{r <n} € F, minden n =1,2,...-ra, (ha BN {7 <t} € F; minden
0 <t < oo-re).

1.) Léassuk be, hogy az F, o-algebra fenti definicdja értelmes, azaz a benne szereplé B
halmazok valéban o-algebrat alkotnak.

2.) Legyenek Xi,..., Xy F, mérhetd valdsziniiségi valtozdk, melyek értékeiket egy
(X, B) mérheté téren veszik fel. Legyen g(x1,...,7z3): X¥ — R' B* mérhet6
fiiggvény. Lassuk be, hogy g(X7,..., Xg) is Fr mérhet6 valoszintiségi valtozo.

Az irodalomban nem egységes a terminoldgia abban az értelemben, hogy megkove-
teljiik-e azt, hogy 7 val6di valdszintiségi valtozé legyen, azaz P(r = oo) = 0. Ha ezt a
tulajdonsidgot nem koveteljitk meg a 7-rél, akkor nevezziik 7-t altalanositott megallasi
szabalynak.

3.) Legyen (X,,,F,), n = 1,2,..., Markov ldnc ((X;, F;), 0 < t < oo, Markov folya-
mat). Legyen G, = o(X1,...,X,) (Gt = 0(Xs, s < t)). Bizonyitsuk be, hogy
(X1, Gn) Markov lanc ((X¢, G:) Markov folyamat.)

Megjegyzés: Ha X,, n = 1,2,..., Markov lancrdl vagy X;, t > 0, Markov folya-
matrol beszéliink, anélkiil, hogy az F,, vagy F; o-algebrdkat kiilon definidlnank, akkor
feltessziik, hogy F,, = 0(Xj, j <n), Fr = 0(X,, s < t).

4.) Léassuk be, hogy a Poisson folyamat, a Wiener folyamat, a Brown bridge és az
Ornstein—Uhlenbeck folyamat Markov folyamatok. A Poisson folyamat, a Wiener
folyamat, és az Ornstein—Uhlenbeck folyamat stacionarius Markov folyamatok.

Legyen &,, n = 1,2,..., fliggetlen valdsziniiségi valtozok sorozata, és legyen S,, =
n
> &, n = 1,2,.... Lassuk be, hogy mind a &,, n = 1,2,... mind az S,
Jj=1
n = 1,2,..., sorozat Markov ldnc, és ha a &, valdsziniiségi valtozdk egyforma

eloszlasiak, akkor ezek a Markov lancok stacionariusak.

5.) Legyen (X,,F,), n =1,2,..., Markov ldnc P(n,z,B) dtmenetvalésziniiség fiige-
vényekkel. Ekkor

P(Xn+m - Bm, e 7Xn+1 - B1|fn)(W)
= P(Xn_|_m € Bm, c. 7Xn+1 € B1|Xn)(W) 5
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és
P(Xn+m € Bm, e ,Xn+1 € B1|Xn = ZL‘)

:/---/P(n+m— Lxm_1,drym)Pn+m—2,2p,_9,dxm_1)... P(n,x,dx,41).
B, Bn

Az 5. feladat segitségével felirhatjuk egy Markov lanc véges dimenzids eloszlasait,
ha ismerjiik a Markov lanc P(n,z,B) dtmenetvalésziniiség fiiggvényeit és az X, valo-
szinliségi valtozé 7 eloszlasat. Valéban, ekkor

P(Xl € By, X5 € Bl,---me—i—l S Bm) :/ P(Xm_H €eB,,,...,Xs € Bl)ﬁ(dl’),
Bo

ahol az integralban szerepld fliggvényt az 5. feladat képlete hatarozza meg m = 1

valasztassal.

6.) Igaz az eloz6 éllitds kovetkezé megforditdsa: Ha (X, F,), Fn = o(X1,..., X,)
olyan valdsziniiségi valtozok sorozata, melyre alkalmas P(n,z, B) datmenetvaldszi-
niiség figgvényekkel és m valdsziniiségi mértékkel az (X, B) mérhetd téren teljesiil
a

P(Xn € BnaX'rL—l € Bn—la s 7X1 € Bl)

:/ / : -/P(n,xn_l, dxn,)P(n —1,2p_9,dxn_1) ... P(2,2,dxs) | 7(dx)
2 Bn

B:

azonossag, akkor (X,,F,) Markov ldnc P(n,z,B) dtmenetvaldsziniiség fliggvé-
nyekkel, melyre X; eloszlasa .

Megjegyzés: Természetes az a kérdés, hogy tetszéleges P(n,x,B) dtmenetvaldsziniiség
fiiggvényekre és 7 valdszintiségi mértékre egy (X, B) mértéktéren létezik-e olyan Markov
lanc, melynek az atmenetvaldszintiség fiiggvényei ezek a P(n,x,B) fiiggvények, és X,
eloszldsa m. A természetes konstrukcié a kovetkezé: Legyen (2, 4) = (X°°,B%) és
Xn(w) =x,, haw = (z1,22,...) minden n =1,2,...-ra, a

Pw:w=(z1,22,...), x1 € By,...,2, € By,)
:P(Xn E]—D)TLaAXVn—l 6]—D)n—lv-"v)(l eBl)

valészintiségeket pedig az 5. feladat masodik képlete adja meg. A {6 probléma az, hogy
igy valoszinliségi mértéket definidlunk-e. A vélasz igenld, de ehhez egy nem trivialis
mértékelméleti eredményt, a Tulcea—lonescu tételt kell felhasznédlni. (Ez annak az
eredménynek az altalanositdsa, mely szerint valoszinliségi mértékek végtelen szorzata is
valésziniiségi mérték.) Megjegyezziik, hogy ennek az eredménynek az érvényességéhez
nem sziikséges az, hogy az (X, B) térnek j6 topolégiai tulajdonsigai legyenek. Ezért ez
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az eredmény biztositja Markov lancok létezését olyan esetekben is, amikor a Kolmogorov
alaptétel nem alkalmazhatd.

7.)

Lassuk be az 5. feladat eredményének segitségével a kovetkezo allitast: Legyen adva
egy (X, Fn) Markov lanc egy (X, B) fézistéren P(n,z,B) dtmenetvaldsziniliség
fiiggvényekkel. Tetszbleges n > 1, m > 1 szamokra létezik olyan P(n,m,x,B)
fiiggvény, melyekre P(n,m,-,B) B mérhet6 fiiggvény tetszéleges n > 1, m > 1
egész szamra, P(n, m,z, ) valészinliségi mérték minden n > 1, m > 1 egész szamra
és x € X pontra, és

P(Xpt+m € B|F,)(w) = P(Xp+m € B|X,,)(w) = P(n,m, X,,(w),B)

minden n > 1, m > 1 egész szamra és B € B halmazra. A P(n,m,x, B) figgvényt
az n idépontbdl n + m idépontba valé atmenetvaldszintiség fliggvénynek hivjak.
Lassuk be a kovetkezo tigynevezett Chapman—Kolmogorov egyenletet: Ha n > 1,
my > 1, mg > 1, B € B, akkor

P(nv mi + ma, X, B) = / P(n + my, m2, Y, B)P(n7m17xa dy) :
X
Mi ennek az egyenletnek a szemléletes tartalma?

Legyen (X,,F,) Markov lanc, mely értékeit egy (X,B) mértéktéren veszi fel.
Lassuk be, hogy létezik olyan P(n,z, A) fiiggvény, z € X, A € B>, ahol (X, B*>)
jeloli az X, B tér végtelen direkt szorzatat énmagéval, melyre P(n,-, A) mérhetd
figgvény az (X, B) téren minden A € B°° halmazra, P(n,x,-) valésziniiségi mérték
az (X°°,B>) téren, és

P((Xns1, Xnio,...) € AlX,(w) = ) = P(n,z, A)

minden n = 1,2,..., x € X és A € B®-re. Ha a Markov lanc stacionarius, azaz
a P(n,x,B) dtmenetvaldsziniiség fiiggvények n-t6l fiiggetlenek, akkor a P(n,z, A)
feltételes mértékek sem fiiggnek n-tol.

Az elozo feladat jeloléseit hasznalva, legyen 7 megallasi szabdly az F,, o-algebra
rendszerre. Lassuk be, hogy

P((Xri1,Xr42,...,) € A|JF)(w) = P(r, X, (), A) ,

ahol a P(n,x,A) fliggvény megegyezik az eloz6 feladatban szerepld fliggvénnyel.
(Ezt az azonossdgot nevezik erds Markov tulajdonsdgnak.)

A Markov tulajdonsadg szemléletes tartalma az, hogy az X;, j > n, valészintisé-

gi valtozok egylittes feltételes eloszlasa feltéve az F,, o-algebrat, azaz az n idépontig
megfigyelheté eseményeket, megegyezik ezen események feltételes eloszlasaval feltéve
az X, (w) valdsziniiségi valtozdt (lasd a 6. feladatot). Azaz az F,, o-algebra tovabbi
eseményei nem adnak pontosabb becslést arra, hogy mi torténik a jévében. Gyakran
szokas a Markov tulajdonsagot tgy interpretalni, hogy a mult és jovo feltételesen
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fiiggetlen, feltéve a jelent. A kovetkezd feladat célja ennek az allitdsnak, illetve az

er6s Markov tulajdonsag hasonld interpreticiéjanak pontos megfogalmazasa.

10.) Definidljuk a F2° = o(X;, j > n) és F°* = {A: An{r > n} € F° minden n >
1 — re} o-algebrakat. Lassuk be, hogy ha A; € F, és Ay € F2°, akkor P(A; N
As| X, (w)) = P(A1|X,(w))P(A2] X, (w)). Ha az X,, Markov lanc staciondrius,
A, € F, és Ay € F2°, akkor P(A1 N A3 X, (w)) = P(A1]| X, (w))P(A2| X, (w)).

11.) Legyenek &,, n = 1,2,..., fiiggetlen egyforma eloszlast valésziniiségi valtozok F(x)
eloszlasfiiggvénnyel, F'(0) =0, F(0+0) < 1, (azaz a & valdsziniiségi valtozék nem
negativak, és nem azonosan nullak), 7, = o(&1,...,&,). Legyen 7 megallasi szabaly
a F, o-algebrara. Ekkor a &,, valdszintiségi valtozok, n = 1,2,..., fliggetlenek,
egyforma eloszlasiak F' eloszlassal, és ezek a valdszintliségi valtozok fiiggetlenek az
F. o-algebratol.

A kovetkezo feladat segitségével jellemezhetjiik a Poisson folyamatokat fiiggetlen expo-
nencidlis eloszlasok segitségével. (Lasd Poisson folyamatok feladatsor 5. feladatat.)

12.) Legyenek &,, n =1,2,..., fiiggetlen, exponencalis eloszldst valdsziniiségi valtozok
A > 0 paraméterrel F,, = o(&1,...,&,). Definidljuk az S, = ) &; részletdssze-

j=1
geket, n = 1,2,..., és rogzitsiink egy T' > 0 szamot. Definidljuk a 7 = 7p =

min{k: Sy > T} valészintiségi véltozét. Lassuk be, hogy 7 megélldsi szabély a F,
o-algebrak rendszerére. Léassuk be, hogy az S, —T, és a &, valdszinliségi valtozok,
n =1,2,..., fliggetlen, A paraméterli exponencidlis eloszlast valdoszinliségi valto-
zok, melyek fliggetlenek a 7 valdszintiségi valtozotol is.

A kovetkezo allitasok és feladatok célja megmutatni, hogy a Markov lancokrol meg-
fogalmazott eredmények természetes megfelelGje igaz folytonos idejii Markov folyama-
tokra is. Azokban az esetekben, amikor a bizonyitdas a Markov lancokrol szolé eredmény
bizonyitasat hasznalja, csak kissé bonyolultabb jelélésekkel, elhagyjuk a részletek kidol-
gozasat. Viszont részletesebb targyalast igényel az er6és Markov tulajdonsig megfogal-
mazasa és bizonyitdasa Markov folyamatokra.

ba.) Legyen (X, F3), 0 < t < oo, Markov folyamat P(t,s,z,B) atmenetvaldsziniiség
figgvényekkel. Ekkor tetszoleges 0 <t < 00 és 0 < s1,...,S; < 0o szadmokra

P<Xt+sl+~--+sk € Bk, - 7Xt+81 € Bll.,Ft)(CU)
= P(Xt+sl—|—-~~—|—sk S Bk, “ue ,Xt+51 S B1|Xt)(LU)

és
P(Xt+sl+-~~+sk € Bk, .. "Xt—l-sl € Bl‘Xt = il?)
:/ / P(t+s1+ -+ Sg—1, Sk, Th—1,dT))
B, B
P(t+s1 4+ Sk—2,8k—1,T—2,dTk—1) ... P(t, s1,x,dx7) .

6a.) Igaz az elozé &llitas kovetkezé megforditdsa: Ha (X¢, Fy), Fr = 0(Xs, ,0 < s < t)
olyan valdszintiségi véltozok rendszere, melyre alkalmas P(t, s, x, B) dtmenetvalé-
szinliség fliggvényekkel, tetszbleges 0 < s1, ..., sk < oo szamokkal és 7 valdszinliségi
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mértékkel az (X, B) mérhet6 téren teljesiil a

P(X81+~~~+sk E Bk:’Xsl—F"-—FSk,l E Bk—l? ttt 7X0 6 Bl)

=/B1[/ / P(s1+ -+ Sk-1, Sk, Tk—1, dTk)
Bo B

P(sy+ -+ 4+ Sk—2,8k—1,Tk—2,dxk_1) ... P(0, 81, 2,dx1) | 7(dx)

azonossag, akkor (X, F;) Markov folyamat P(¢, s, , x, B) dtmenetvalésziniiség flige-
vényekkel, melyre X eloszlasa .

A 7. feladat els6 allitasanak megfelelojét Markov folyamatokra tartalmazza a

Markov folyamat definicidja. Ezért csak a Chapman—Kolmogorov egyenlet allitasat
fogalmazzuk meg.

7a.)

8a.)

Hat>0,s; >0, s, >0, BeB, akkor

P(tusl +827x7B) :/ P(t+31»32;y,B)P(t7517$7 dy)
X

Mi ennek az egyenletnek a szemléletes tartalma?

Legyen (X, F;) Markov folyamat, mely értékeit egy (X, B) mértéktéren veszi fel.
Léssuk be, hogy létezik olyan P(t,xz,A), x € X, A € B(0:2) " fijggvény, ahol
(X (0:20) B(0:2)) jelsli a 0 < t < oo intervallumon értelmezett (X, B) értékii fiigg-
vények terét az {X; €,Bi1,..., Xy, € Bi}, 0 < 83 < -+ <t < o0, By € By
halmazok altal generdlt o-algebraval az X (%) téren, melyre P(t,-,A) mérhet
fiiggvény az (X,B) téren minden A € B(%*) halmazra, P(t,z,-) valészinfiségi
mérték az (X (020 BO)) téren, és

P{w: (Xt4s(w), 0 < s < 0) € A} X (w) =x) = P(t,z,A)

minden t > 0, z € X és A € B(O>)_re. Ha a Markov folyamat staciondrius, azaz
a P(t, s, z,B) dtmenetvalésziniiség fiiggvények t-tél fiiggetlenek, akkor a P(¢, x, A)
feltételes mértékek sem fiiggnek ¢-tol.

A kovetkezo feladatban bebizonyitjuk az erés Markov tulajdonsagot Markov folya-

matokra nagyon specialis megallasi szabélyokra.

13.)

Legyen (X (t), F;) Markov folyamat P(t, s, z, B) &tmenetvaldsziniiség fliggvényekkel
egy (X,B) mérhetd téren, 7 olyan megdllasi szabdly az F; o-algebra rendszerre
nézve, mely csak megszamldlhaté sok értéket vesz fel. Ekkor, az 5a.) feladat
jeloléseit hasznalva,

P{w: (Xr45)(w), 0 <s < 0) € A} X (w) =2) = P(1(w),x,A) .

Azt varnank, hogy a fenti feladat allitasanak a segitségével tetszoleges megalldsi

szabaly esetére be lehet bizonyitani a Markov folyamatok erés Markov tulajdonsagat
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a megallasi szabaly alkalmas approximacidjaval. A helyzet azonban bonyolultabb. A
hataratmenet végrehajtasa problematikus. Bizonyos regularitasi feltételek teljestilése
esetén beldtjuk, hogy a hatdratmenet (némi moédositdsssal) végrehajthatd, és teljesiil
az eros Markov tulajdonsdg. De mutatunk példat olyan esetre, amikor az erés Markov
tulajdonsag nem érvényes. A probléma targyalasahoz sziikséges a felhasznalt fogal-
mak pontos definiciéja. Nem fogalmazzuk és nem bizonyitjuk az allitast a lehetd
legaltalanosabb esetben, de a szamunkra érdekes esetekben a bizonyitott tételek biz-
tositjak az er6s Markov tulajdonsagot.

Az er6s Markov tulajdonsdg definicidja el6tt bevezetiink egy mésik fogalmat.

Definicié. Legyen F;, 0 < t < 00, o-algebrak monoton rendszere, 7 megallasi szabaly
az F. o-algebrédkra nézve. Definidljuk a Fii9, 0 < t < oo, Fryo o-algebrdkat a
kovetkez6 médon: Firog = () Fide, Frio = [) Frie- (Megjegyezziik, hogy 7+ ¢

e—0 e—0
szintén megallasi szabaly.)

14.) Léassuk be, hogy F; C Fiy0, minden 0 < t < oo-ra. és F, C Frig. A tartalmazds
valédi, azaz 1étezik olyan példa, melyre Fyio \ Fi és Frio \ Fr nem iires halmaz.

Az er6s Markov tulajdonsdgot csak staciondrius Markov folyamatra definidljuk,
azaz feltessziikk azt, hogy a Markov folyamat a P(t,s,z,B) atmenetfiiggvényei nem
fiiggnek t-t0l.

Definicié. FErds Markov tulajdonsdg. Legyen (X, F:), 0 < t < oo, staciondrius
Markov folyamat egy (X,B) fazistéren P(s,xz,B), 0 < s < oo, dtmenetvalésziniiség
fiiggvényekkel. Legyenek Xy (x), x € X, 0 <t < oo, Markov folyamatok az (X, B) téren
ugyanazokkal a P(s,z,B) dtmenetvalésziniiség fiiggvényekkel és x kezdeti dllapottal,
azaz legyen P(Xo(z)) = 1. Definidljuk ezen X;(x) Markov folyamatok P(z,A), A € A,
eloszlsait, ahol (X (0:0) A) = (X (0:00) B(0:00)) " x(0.20) 5 (0, 00) intervallumon definidlt
X értékii fiiggvények halmaza, és B(%) az {z(t) € X(0°): 2(t;) € By,...,z(ty) €
Brl, k=1,2,...,0<t;--- <tp <oo, Bj € B, j=1,...,k, halmazok 4ltal generalt
o-algebra az X(0%°) téren, a kovetkezé médon: Ha A = {z(t) € X0 z(¢;) €
Bi,...,z(tx) € By}, akkor P(z,A) = P(Xy,(xz) € By, 1 < j < k), és az P(zx,-)
mértéket kiterjesztjik tetszéleges A € A-ra.

Az (X, F), P(s,z,B) dtmenetvalésziniiség fiiggvényekkel rendelkezé Markov fo-
lyamat teljesiti az er6s Markov tulajdonsdgot, ha tetsz6leges 7 (az F; o-algebra rend-
szerre) megéllasi szabélyra és A € A halmazra

P{w: (Xrys(w), 0 <s<o00) € A} Frpo)(w) = P(X;(u), A)

(Jegyezziik meg, hogy az er6s Markov tulajdonsdg definicidjaban nemcsak a Markov
folyamatot, hanem a P(s, z, B) d&tmenetval6szintiség fiiggvényeket is meg kell adni, mivel
a Markov folyamat nem hatarozza meg egyértelmiien a folyamat dtmenetvaldszintiség
fiiggvényeit. Lasd a 19. feladatban konstrudlt ellenpéldét.)

15.) Legyen (X, Ft), 0 < t < oo, valdszintiségi véltozok és o-algebrdk adaptalt rend-
szere, T megallasi szabdly az F; o-algebrdkra. Tegyiik fel, hogy az X;(w) tra-
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jektoridk a ¢ véltozoban jobbrdl folytonos fiiggvények minden w-ra. Ekkor X, (w)
és P(X;(w), A) Fr mérhetd fiiggvény.

Be fogjuk latni az er6s Markov tulajdonsagot bizonyos esetekben. Csak valés értéki
Markov folyamatokat fogunk vizsgalni. Természetes feltenni, hogy a vizsgalt Markov
folyamat trajektoriai teljesitenek bizonyos simasagi feltételeket. Egyébként ugyanis a
Markov folyamatot minden ¢ > 0 pontban csak 0 mértékii halmazon megvéltoztatva
olyan Markov folyamatot kaphatunk, melynek atmenetvaldszintiség fiiggvényei meg-
egyeznek az eredeti Markov folyamat dtmenetvaldsziniiség fliggvényeivel, de amelyik
mar nem teljesiti az er6s Markov tulajdonsagot. Markov folyamatok két osztalyara
latjuk be az er6s Markov tulajdonsagot. Az egyik osztaly a tiszta ugré folyamatok
osztalya (lasd a definicigjat lejjebb), a masik osztédly pedig olyan Markov folyamatokat
tartalmaz, melynek trajektoridi jobbrol folytonos és baloldali hatarértékkel rendelkez6
fiiggvények. Ebben az esetben azonban sziikség van egy plusz feltételre a P(x, B) atme-
netvaldsziniiség fliggvények (mint az x valtozd fliggvényeinek) folytonossagardl, ame-
lyiket az irodalomban Feller tulajdonsagnak hivnak. Belatjuk egy példaban azt is, hogy
ha a Feller tulajdonsag nem teljesiil, akkor lehetséges, hogy az erés Markov tulajdonsag
sem teljesiil.

Definicié. Tiszta ugré folyamat. Legyen (X, Fi), 0 < t < oo, az R, B téren
definidlt staciondrius Markov folyamat P(s,x,B) dtmenetvaldsziniiség fiiggvényekkel.
Azt mondjuk, hogy ez a Markov folyamat tiszta ugré folyamat, ha minden = € R!-
re létezik olyan z pontbdl indulé X;(z) Markov folyamat (azaz P(Xo(z) = z) = 1))
ugyanezekkel a P(s,x,B) dtmenetvaldsziniiség fiiggvényekkel, melyeknek trajektdriai
teljesitik az alabbi feltételeket: Az X;(x) folyamat minden trajektéridja jobbrol folyto-
nos, és létezik baloldali limesze, a trajektéridk szakaddsi pontjai izolaltak, (azaz nincs
véges torlédasi pontjaik), és a trajektoridk konstanssal egyenléek a folytonosségi pontok
kis kornyezetében.

16.) Bizonyitsuk be, felhasznélva a 13. feladat eredményét, hogy a tiszta ugré folyama-
tok teljesitik az erés Markov tulajdonsagot. Specialisan, ez az eredmény alkalmaz-
haté a Poisson folyamatra.

A 16. feladatra adott bizonyitas nem alkalmazhaté az altalanos esetben. A ne-
hézségek azzal fiiggnek Ossze, hogy egy B € B halmazra az f(t,w) = Ig(Xi(w))
fiiggvény (mint t fiiggvénye) nem folytonos. Annak érdekében, hogy a 16. feladat-
ban végrehajtott hataratmenet altalanosabb esetben is végrehajthaté legyen, célszerii
olyan az er6s Markov tulajdonsaggal ekvivalens tulajdonsigot megadni, amelyikben
események feltételes valdszintisége helyett folytonos fiiggvények feltételes varhato értékét
kell tekinteni. Ez a célja a kovetkezo feladatnak.

17.) Ha az (X(t), F;) stacionarius, valds értékti Markov folyamat (P(s,z,B) dtmenet-
valésziniiség fliggvényekkel) teljesiti az er6s Markov tulajdonsdgot, és gi(x), ...,
gr(x) folytonos, korlatos fiiggvények, akkor tetszéleges T megdallasi szabdlyra és
0<ty <ty <--+ <t < oo szamokra

E(g(Xryt,) - 9(Xrge )| Frr0) = Ex, (w)9(Xt,) - 9(Xe,)
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ahol F, az er6s Markov tulajdonsig definicijaban szereplé P(z,-) valdszintiségi
mérték szerinti varhaté értéket jeloli. Megforditva, ha ez az egyenlOség igaz tetszo-
leges g1(x), ..., gr(z) folytonos, korlatos tartéju fliggvényekre, akkor teljesiil az
er6s Markov tulajdonsag.

Definicié. Feller tulajdonsdg. Legyen (X, F;) valds értékii staciondrius Markov folya-
mat P(s,z,B) dtmenetvaldsziniiség fiiggvényekkel. A folyamat teljesiti a Feller tulaj-
donsédgot, ha tetszéleges folytonos korlatos g(z) fiiggvényre és t > 0 szadmra a

Pig(z) = E,9(X) = /g(y)P(t,fL‘, dy)

fiiggvény (mint x fliggvénye, rogzitett t-re) folytonos.

18.)

19.)

10a.)

Legyen az (X, F;) staciondrius Markov folyamat Feller folyamat. Tegyiik fel to-
vabba, hogy az X; folyamat trajektériai jobbrol folytonosak és létezik baloldali
hatarértékiik minden id6pontban. Ekkor X; teljesiti az er6s Markov tulajdonsagot.
Specidlisan a Wiener folyamat teljesiti a Feller, és ezért az erds Markov tulaj-
donsagot is.

Jeloljon W (t), 0 < t < oo, egy Wiener folyamatot, és minden —oco < x < oo-re
definidljuk a kovetkez6 x pontbdl kiindulé Markov folyamatokat: X;(x) = z+W (t),
ha x # 0, és X;(0) = 0 minden 0 < ¢ < oco-ra. Léssuk be e példa alapjin, hogy
létezik X;, 0 <t < 0o, Markov folyamat a kovetkezé P(s, z, B) d&tmenetval6szintiség
fiiggvényekkel: P(s,z,B) = pu,(s7/2(B — x)), ha x # 0, ahol j,, jeldli a standard
normélis eloszlast, és P(0,z,B) = 1, ha z € B, és P(0,z2,B) = 0 ha = ¢ B.
Tekintsiik az X;(xz) Markov folyamatot, x # 0, ezekkel az atmenetvaldszintiség
fiiggvényekkel, és a 7 = inf{t: X;(z) = 0} valdsziniiségi valtozét. Lassuk be, hogy
T megallasi szabdly, P(X(t+1) € B) # P(1, X(7),B), ezért ez a Markov folyamat
nem teljesiti az er6s Markov tulajdonsagot.

A kovetkezo feladat a 10. feladat allitasanak folytonos valtozata.

Legyen (X, F;) Markov folyamat, és 7 megélldsi szabdly az F; o-algebra rend-
szerre nézve. Definidljuk a F° = o(X,, v > t) és F* = {A: An{r >
t} € FP° mindent > 0 — ra} o-algebrdkat. Léssuk be, hogy ha A; € F; és
Ay € Fp°, akkor P(A1 N Ag|Xi(w)) = P(A1|Xi(w))P(As|Xi(w)). Ha az X
Markov folyamat stacionarius, trajektoriai jobbrol folytonosak, és teljesiti az erds
Markov tulajdonsidgot, A; € Frio9 és As € F2°, akkor P(A; N Aq| X, (w)) =
P(A1[X, () P(As] X ().
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Megoldasok

1)

Ha Ay € Fr, k= 1,2,..., akkor |J AxN{r <n} = (Axn{r<n}) € F,
k=1 k=1

oo

minden n-re, tehdt |J Ax € F,. Hasonléan, az F, zdrt megszamlalhaté met-
k=1

szetképzésre, és kiilonbségképzésre. Ezért F, o-algebra. (A folytonos idejii folyam-

atok hasonléan targyalhatdak.)

Azt kell beldtni, hogy tetszéleges mérheté B C R! halmazra és T > 0 szdmra a
{9(X1,...,Xk) € B} Nn{r < T} esemény Fr mérhets. Definidljuk az X;T)(w) =
X () (rery(W), j = 1,...,k, valésziniiségi valtozékat. Ekkor X" Fr mérhets,
és {g(X1,...,Xg) € B}O{T <T}={9(X (T), . X(T)) € B}n{r < T}. Ez utébbi

esemény viszont Fr mérhetd, mivel mind {7 < T’} mind {g(XfT)7 e ,X,gT)) € B}
Fr mérhet6 események.

Az G, (G:) o-algebrék egymadsba dgyazottak, és mivel G,, C F,,, G C G, ezért

P(Xnt1 € BlGn)(w) = E(IB(Xn41)[9n) (W) = E(E(IB(Xn41)F0)|Gn) (w)
:E(E(IB( n_|_1)|X )gn)( ) E(IB( n+1)|Xn)(w)
= P(Xn+1 € B|Xn)( )

A folytonos idejli eset hasonléan targyalhato.

Mivel a Poisson folyamat és Wiener folyamat fliggetlen novekményti, ezért ezek
Markov tulajdonsiga kovetkezik a Feladatok feladatsor 4. feladatabol. Ezek a
folyamatok stacionarius Markov folyamatok, mivel az dtmenetmatrixuk

P(s,t,z,B) =P(X(t+s)— X(t) € B),

ahol X (+) jeloli vagy a Wiener vagy a Poisson folyamatot, nem fiigg t-t6l. Az, hogy
a Brown bridge és Ornstein—Uhlenbeck folyamatok Markov folyamatok, kovetkezik
a fentiekbdl és a Wiener folyamatok feladatsor 9. és 11. feladatdanak eredményébdl.

P(&nt1 € Blén, ..., &) = P(&n41 € B), és P(Sny1 € B[Sy, ..., 51) = P(&nt1 €
B — S,,). (Az utolsé képletben felhasznaltuk azt, hogy hogyan kell feltételes va-
16sziniiségekkel szamolni, 1asd Feladatok feladatsor els6 feladatat.) Ezért &,, n =
1,2,..., Markov linc P(n,z,B) = pn+1(B), és S,, n = 1,2,..., Markov ldnc
P(n,z,B) = pin+1(B — x), dtmenetvalésziniiség fiiggvénnyel, ahol u, a &, vald-
szintiségi valtozé eloszlasa. Ha a &, valdszintiségi valtozok egyforma eloszlésuiak,
akkor az atmenetvaldszinliség fiiggvények alakjabdl lathato, hogy ezek a Markov
lancok stacionariusak.

Ha m = 1, akkor az allitas kovetkezik a Markov tulajdonsag definiciéjabol. Tegyiik
fel, hogy az allitds igaz m-re, és lassuk be indukciéval m + 1-re. Abbdl, hogy
az &llitas igaz m-re kovetkezik, hogy tetszdleges (X™, B™) mérhetd g(x1,...,zm)
fliggvényre

E(9(Xntms -+ Xot1)|Fn) (W) = E(9(Xntmy - -+ Xnt1)|[ Xn) (W)
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és
E(g(Xngm, -+ Xni1)| Xn(w) = x)

/"'/g(xn—i—mv"'axn—i-l)
X X
n

P( m—1,2y,-1,de,)P(n+m—2,2,_o,dxy,_1)... P(n,z,dx,+1).

m
Valéban, ezek az allitdsok igazak g(z1,...,zm) = [] Is,(x;) alaku fuggvényekre,
=1
és szokdsos limeszelési eljarassal kiterjeszthetéek tetszéleges mérheté g(zq, ..., xm)
fliggvényre.

Ezeket az azonossagokat felhasznédlva kapjuk, hogy

P(Xntm+1 € Bty o, Xog1 € Boya|Fa)
= E(IB7n+l (Xn+m+1)IBnL(Xn+m) e 'IBl (Xn+l>|~7:n)
= E(Is,, (Xntm) - In, (Xn+1)E(IBm+1 (Xntmt 1) Fntm ) Fn)
= E(9(Xntms - s Xt 1)|Fn) (W) = E(9(Xntm, - - Xnt1) [ Xn) (W)

ahol
g(ﬂUl, s ;xm) = HIBZ (.’L’l)P(n + m, Tm, Bm+1)
=1
= HIBz (*/L‘l)/ P(TL—|— maxm7dxm+1) :
=1 Bt
Kiszamitva az E(g9(Xntm, .-+, Xnt1)|Xn = ) feltételes varhaté értéket a mér

bizonyitott formula segitségével, kapjuk a kivant allitast.

Az X, valészinliségi valtozok egyiittes eloszlasat leiré képletet hasznalva Bo =
- = B,, = X viélasztassal kapjuk, hogy X; eloszlasa w. Ezenkiviil be kell

még latni, hogy az X, € B, esemény feltételes eloszlasa, feltéve az F,_1 =

o(X1,...,X,_1) o-algebrat az eléirt alaki. Ez ekvivalens a kdvetkezd allitdssal:

P(X, €By,,(X1,..., X0 1) €A)

/ (X0 (@), X (@) dP(w)
(X1(W),..-,Xn71(w))eA

tetszéleges A € B™~! halmazra, ahol

g(x1,...,xn_1)=Pn—1,2,-1,B,) = / Pn—1,2,_1,dz,) .
B,

Elég ezt az allitast A = By x --- x B,,_; alakil halmazokra beldtni, mivel ha
az azonossag igaz az ilyen halmazokra, akkor ez az azonossag kiterjesztheto az
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Osszes kivant tipust halmazra. Ezekre a halmazokra viszont az allitas kovetkezik a
feladatban felirt azonossaghol.

7.) Az 5. feladat eredményébdl kovetkezik, hogy

P(Xp+m € B|F,)(w) = P(Xptm € B, X, 1 € X, € X, 1 <j<m|F,)(w)
=P(Xp4m€eB, X1 € X, € X, 1<j<m|X,)(w)=PnmX,(w),B),

:/~ . '/P(n—I—m -1, zpm_1,dey,)P(n+m—2,2,_o,dxy_1)... P(n,z,dx,41).
X B

E képlet segitségével standard szamolassal kapjuk a Kolmogorov—Chapman egyen-
letet.

8.) Az 5. feladatbdl kovetkezik, hogy az &llitds igaz tetsz6leges hengerhalmazra, azaz
abban az esetben, ha A = {(z1,22,...) € X*:2; € B;, j =1,...,m} valamilyen
pozitiv egész m szammal, és B; € B halmazokkal. Ebben az esetben a feladat-
ban felirt integral kifejezi a kivant feltételes valdsziniiséget. Innen viszont standard
modon a feltételes valdsziniiségek kiterjeszthetéek tetszéleges B> mérheto A hal-
mazra. Ha a Markov lanc stacionarius, akkor ezek a feltételes mértékek nem fiiggnek
n-tol.

9.) Legyen B € F,. Ekkor B= |J (BN {r =n}), Bn{r =n} € F,,ésaBnN{r =n}
n=1
halmazok diszjunktak kiilonboz6 n-re. Ezért

PBN{(Xri1, Xrsn,...) € AD)

= ZP((BH {r=n}N{(Xnt1,Xnt2,...) € A})

n=1

_Z/Bm{T P Xaw) A)P(d) :/BP(T,XT(w),A)P(dw)

Ez az azonossig igaz minden B € F, halmazra. Tovédbba P(r1,X,(w),A) €
F,. Valéban, ha a masodik feladat allitasat alkalmazzuk X, = 7, Xo = X, és
g(r1,22) = P(x1,22,A) szereposztassal, akkor megkapjuk a kivant mérhet&ségi
tulajdonsdgot. E tulajdonsagokbdl kovetkezik az allitas.

10.) Legyen A, € F,, és Ay € F°. Ekkor

P(A1A2|Xn(w)) = E((1a, (W) A, (W)[Fn)[Xn)
— B(Ia, (@) E(Ia, (@)1F)|X0) = E(Ia, () P(A2]X,)| X,)
:P(A2’Xn)E(IA1( )an) ( ‘ ) <A2|Xn)
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11.)

12.)

A feladat masik allitdsa hasonléan bizonyithato, de sziikség van a kovetkezd észre-
vételre is: Ha Ay € F2°, akkor létezik olyan A € B* halmaz, melyre

Ay = {w: (X7—+1,...) c A} .
Ezért, felhasznalva a Markov folyamat stacionaritdsat is,

P(As|F,) = P{w: (Xr41,...) € A}YF,) = P(1,X.(w),A))
= P(X;(w),A) = P(A2|X,).

Az utolsé azonossig bizonyitasanal hasznéljuk fel, hogy P(As|F,) = P(X,(w),A)
X, mérheto, és az X, valoszinliségi valtozé altal generalt o-algeba része F,.-nak.
A&,,n=1,2,..., sorozat stacionarius Markov lancot alkot. Ezért alkalmazhato ra
a 9. feladatban megfogalmazott erés Markov tulajdonsdg. Ebben a specidlis eset-
ben a P(n,z,A) = P(x, A) feltételes mértékek nem masok mint az F' eloszlasfiigg-
vény altal a szadmegyenesen meghatarozott mérték onmagaval végtelen példanyban
vett szorzatmértéke az R szorzattéren. Ezért a -1, j = 1,2,..., valoszinliségi
valtozdk fiiggetlenek és F' eloszlasiuak. Mivel az egyiittes eloszlasuk nem fiigg az F,
o-algebratdl, ezért, mint a feltételes valdszintiség definiciéjabol kozvetleniil adodik,
ezek a valdszilisgi valtozok fiiggetlenek a F, o-algebratdl, azaz az Osszes A € F,
eseménytol is.

Mivel {7 < n} = {S,, > T} € F,, 7 megéllasi szabdly. Az eloz6 feladat sze-
rint a £:41, 42, ... fliggetlen exponencidlis eloszlasi valészintiségi valtozdk A
paraméterrel, melyek fliggetlenek a (7,5, — T') valdsziniiségi vektortdl is, mivel ez
utébbi F mérheto.

Be kell még bizonyitani, hogy 7 és S, — T fiiggetlen valdszinliségi valtozok, és
P(S, —T > x) = e ha x > 0. Ez az 4llitds ekvivalens azzal, hogy P(S, — T >
x|t =k) = e minden x > 0 és k = 1,2,... szdmra. Viszont

PSS, —T>zxlt=k)=P(Sk-1+& >T+x|Sk—1 <T,Sk—1+& >T)
PSS+ &G>T +2,51 <T)
P(Sk-1+& >T,5,-1 <T)

Legyen Si_1 eloszlasa F(x). Ekkor az Si_1 és & valdszintiségi valtozdl fiiggetlen-
sége miatt az el6z0 szamolas szerint

T “AMT+z—y) , ( d
P(S, —T>alr=k) = ¢ HdY) _ xe
Jo e MV Fy(dy)

Innen kovetkezik a feladat allitasa.
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