Valoszintliségi mértékek gyenge konvergenciaja metrikus terekben

Vizsgéalni kivanjuk eloszldsok konvergencidjanak természetes altalanositasdt abban az
esetben, amikor a valésziniiségi mértékek altalanosabb tereken vannak definialva, és
nemcsak az Euklideszi téren. Ehhez sziikség van az Euklideszi téren értelmezett mér-
tékek konvergencidjarol, kompaktsagarol szolo eredmények &altalanositasara. Legyen

adva &, = ( 53), e ék)), n = 1,2,..., R* értékli valészintiségi valtozéknak (vagy
ezek Fp(x1,...,2) = P(@(Ll) < X1y ,ffzk) < xy,) eloszldsfliggvényeinek) egy sorozata.
Azt mondjuk, hogy a &, valdsziniiségi valtozdk (illetve ezek F,, eloszlasfliiggvényei)
eloszldsban konvergilnak egy F(z1,...,x;) eloszlast &€ = (€M ... £()) valszintiségi

véaltozéhoz (egy F' eloszlésfliggvényhez), ha

lim F,(z1,...,2,) = F(x1,...,2k)
n—oo
az F(xq,...,z) figgvény minden folytonossdgi pontjaban.
Feladatok:
1.) Az F,,(x1,...,xx) eloszlasfiiggvények akkor és csak akkor konvergalnak eloszldsban
az F(xq,...,x) eloszlasfiiggvényhez, ha tetszbleges f(x1,...,zy) folytonos és kor-

latos fiiggvényre
/f(ml,...,xk)an(xl,...,xk)—>/f(acl,...,xk)dF(asl,...,mk), han — oo.

Ennek alapjan definidljuk valészintiségi mértékek konvergencidjat dltalanosabb tel-
jes szeparabilis metrikus terekben a kovetkez6 moédon: Legyen (X, p) egy teljes szepa-
rabilis metrikus tér. A p metrika meghataroz egy topoldgiat, és legyen A az e topoldgia
szerinti nyilt halmazok dltal generalt Borel o-algebra. Legyen p,, n =1,2,..., az (X, .A)
téren valdsziniiségi mértékek egy sorozata. Azt mondjuk, hogy a u, mértékek gyengén
konvergdlnak a p valdsziniiségi mértékhez, ha tetszbleges az (X, p) téren értelmezett
folytonos, korlatos f fliggvényre nh—>Holo [ fdpn — [ fdu. Az eléz8 feladat szerint ez a

fogalom altaldnositasa az Euklideszi téren definialt valészintiségi mértékek eloszlasbeli
konvergencidjanak. Azt mondjuk, hogy a p, valészinliségi mértékek sorozata kom-
pakt, ha e sorozat tetszdleges p,, részsorozatanak van gyengén konvergens részsorozata.
A kovetkez6 néhany feladatban megmutatjuk, hogy az eloszlasban valé konvergencia
néhany tulajdonsiga altalanosabban is igaz a gyenge konvergenciara metrikus terek-
ben. A kovetkezd tételben megfogalmazunk egy a mértékek gyenge konvergencidjarol
sz0l6 fontos eredményt.

Tétel. Legyen (X, p) teljes (szepardbilis), kompakt metrikus tér. Ekkor az (X, .A) téren
értelmezett valoszinliségi mértékeknek minden p,, n = 1,2, ..., sorozata kompakt.

Kiilon megfogalmazzuk ennek a tételnek egy specidlis esetét, melyet egyszeriibb bi-
zonyitani, és amelyikbdl le fogunk vezetni a feladatsorban egy a fenti tételnél altalano-
sabb eredményt. Ezt az eredmény nem bizonyitjuk magaban a feladatsorban, csak egy
kiilon kiegészitésben.



Tétel A. Legyen a (Z, p) tér a [0, 1] intervallum 6nmagaval vett végtelen direkt szorzata,
azaz az * = (x1,%2,...) 0 < x; <1, j = 1,2,..., sorozatokbdl allé tér a kovetkezo

metrikéval: Ha z = (z1,22,...) € Z, y = (y1,Y2,...) € Z, akkor p(z,y) = > 27|z, —
j=1
y;|. Ekkor a (Z,p) tér teljes, (szepardbilis) kompakt metrikus tér. Legyen B a Borel

o-algebra a (Z, p) téren. A (Z,B) téren értelmezett valdsziniiségi mértékeknek minden
tn, n=1,2, ... sorozata kompakt.

Ugyancsak hasznalni fogjuk a kévetkezd mértékelméleti eredményt:

Proposition. Legyen (X, p) teljes szeparabilis metrikus tér, és (X, A) az altala generdlt
mértéktér. Egy az (X,.A) téren definidlt p véges mérték segitségével definidljuk az I,
funkciondlt az (X, p) téren értelmezett folytonos fiiggvények terén az

L) = /X F(@)u( de)

képlet segitségével. Az I, funkciondl egyértelmiien meghatarozza a p mértéket. Specidli-
san, egy gyengén konvergalé p,, valészintiségi mértéksorozat p hatarértéke egyértelmiien
meghatarozott.

Kissé részletesebben: Az, hogy az I(u) funkciondl egyértelmiien meghatarozza a pu
mértéket kovetkezik a kovetkezd relaciokbdl: u(G) = sup I,(f) minden nyilt G € A

feFa
halmazra, ahol F azon folytonos f(z), x € X, fiiggvények halmaza, melyekre 0 < f(x) <
1 minden z € X-re, és f(z) = 0 minden x € X\G. Tovabbd, u(A) = inf w(Q)

G: G nyilt ACG
minden A € A-ra.

Ebbdl az 4allitasbdl adddik az alabbi kovetkezmény:

Kovetkezmény. Ha 11 és po két véges mérték az (X, .A) téren, melyekre I, (f) <
I,,,(f) minden nem negativ folytonos fiiggvényre az (X, .A) téren, akkor 111 (A) < ps(A)
minden A € A mérhetd halmazra az (X,.A) téren.

Az alabbiakban megfogalmazott feladatokban tobbszor kell egy teljes szeparabilis
metrikus tér kompakt halmazaival dolgozni. Felidézziik azt a két ekvivalens jellemzését
kompakt halmazoknak, melyeket hasznélni fogunk.

Kompakt halmazok jellemzése: Legyen (X, p) teljes szepardbilis metrikus tér. Egy
K C X halmaz akkor és csak akkor kompakt, ha a kovetkezd két (ekvivalens) tulaj-
donsag valamelyike teljesiil.

a.) A K halmaz, zart, és tetszbleges x1,22,..., x; € K, j =1,2,..., sorozatnak van
konvergens részsorozata.

b.) A K halmaz tetsz6leges nyilt fedésébdl kivalaszthaté egy véges nyilt fedés, azaz,

ha K C () Gt, ahol a Gy C X halmazok nyiltak, és a T indexhalmaz tetszéleges,

teT
n

akkor létezik olyan {t1,...,t,} C T véges részhalmaza T-nek, melyre K C () Gy,.
j=1



2.)
3.)

Bizonyitsuk be a Propositiont és a kovetkezményét.

Legyen (X, p) teljes szeparabilis metrikus tér, és p,,, n = 1,2,. .., valdsziniiségi mér-
tékek sorozata az (X,.A) téren. Lassuk be, hogy a kovetkez6 éllitasok ekvivalensek:

a.) A u, mértékek gyengén konvergalnak egy p valdsziniiségi mértékhez.
b.) Minden zart F' C X halmazra limsup u, (F) < pu(F)

n—oo

)
c.) Minden nyilt G C X halmazra liminf 4, (G) > p(G)
d.) Jeldlje OA egy mérheté A halmaz hatarat. Ha u(0A) = 0, akkor lim u,(A) =

(A).
Mutassuk meg egy példan, hogy a b.) illetve c.) részben a limsup és liminf nem
helyettesithet6 limesszel.

Legyen (X, p) teljes szeparabilis metrikus tér, és legyen adva valésziniiségi mérté-
keknek egy pn,, n = 1,2,..., sorozata az (X,.A) téren. Tegyiik fel tovabba, hogy
létezik egy olyan K C X zart halmaz, melyre p,(K) = 1 minden n = 1,2,...-ra.
Léssuk be, hogy a kovetkezo két allitas ekvivalens:

A p, mértékek megszoritasai a K halmaz mérheté részhalmazaira gyengén kon-
vergalnak egy p valésziniiségi mértékhez a (K, Ak) téren, ahol Ak az A o-algebra
megszoritasa a K halmaz részhalmazaira.

A p, mértékek gyengén konvergédlnak egy p valdszintiségi mértékhez (X, A) téren.
A b.) esetben is teljesiil a pu(K) = 1 tulajdonség.

Legyen (X, p) teljes szeparabilis metrikus tér, és x € X-re definidljuk az = ko-
zéppontu 0 sugari gombot a kovetkezd formula segitségével: S(z,d) = {y: y €
X, p(z,y) < 6}. Legyen p valdsziniiségi mérték az (X,.A) téren. Mutassuk meg,
hogy tetszoleges € > 0 és § > 0-ra megadhatd véges sok r1 € X, ..., x, € X, n =

n
n(e,d), pont igy, hogy u( U S(zj, 5)) > 1 —e. Ennek az éllitasnak a segitségével
j=1

lassuk be, hogy minden & > 0-ra létezik olyan kompakt K = K(¢) C X halmaz,
melyre pu(K) > 1 —e.

Megjeqyzés: Erdemes megjegyezni, hogy e feladat allitdsa szerint egy az (X, p)
metrikus téren definidlt valdsziniiségi mérték nagyrésze a tér egy kis halmazara
van koncentralva. Mig véges dimenziés Euklideszi térben a kompakt halmazok
megegyeznek a korlatos zart halmazokkal, addig az altalanos esetben ez masképp
van. Emlékeztet6iil: Minden végtelen dimenziés Banach térben az egységgomb
nem kompakt.

Lassuk be az eloz6 allitas kovetkezo élesitését: Ha p,, n = 1,2,..., valdszinliségi
mértékek kompakt sorozata az (X,.A) téren, akkor minden & > O-ra létezik olyan
kompakt K = K(¢) C X halmaz, melyre p,(K) > 1 — ¢ minden n-re.

Be akarjuk latni ennak az dllitasnak a megforditasat a Tétel A segitségével. El6szor
belatjuk a tételt abban a specialis esetben, amikor az X tér az Euklideszi tér kom-
pakt részhalmaza (7. feladat). Ezt az eredményt felhasznaljuk a kiegészitésben a a
Tétel A bizonyitasaban. A Tétel A segitségével belatjuk a 6. feladat eredményének
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megforditasat, ami a kompakt tereken definialt valésziniiségi mértékeknek (a gyenge
konvergencia szerinti) kompaktsagit kimondé Tétel dltalanositasa. (9. feladat).
Ehhez el6bb belatunk egy topoldgiai jellegili tételt (8. feladat).

7.) Léssuk be, hogy ha az X tér a k-dimenzids Euklideszi tér korlatos, zart részhalmaza,
A az ezen a téren értelmezett Borel o-algebra, akkor tetszéleges az (X,.A) téren
definidlt p,, valészintiségi mértékek sorozatdanak van gyengén konvergens részsoro-
zata.

8.) Legyen (X, p) teljes szepardbilis metrikus tér. Léssuk be, hogy létezik olyan folyto-
nos, injektiv (= kiilonb6z6 pontok képe kiilonbozé), T leképezése az (X, p) térnek
a a Tétel A-ban definidlt (Z, p) tér T(X) részhalmazédba, mely teljesiti a kovetkezd
tulajdonsigot is. Ha K C X az X tér kompakt részhalmaza, akkor a T leképezés
megszoritasa a K halmazra homeomorphizmus. (Azaz a T leképezés megszoritasa
a K kompakt halmazra folytonos, invertdlhatd, és az inverz leképezés is folytonos.)

9.) Legyen p,, n = 1,2,..., valésziniiségi mértékek sorozata egy (X, p) teljes szepa-
rabilis metrikus tér altal definidlt (X,.4) mértéktéren, mely teljesiti a kovetkezd
feltételt: Minden € > O-ra létezik olyan kompakt K = K(¢) C X halmaz, melyre
tn(K) > 1 — & minden n-re. Lassuk be, hogy a hogy a p,, valészintiségi mértékso-
rozat kompakt.

A fenti feladatokban bizonyitott eredményeket folytonos trajektoriaju sztochaszti-
kus folyamatokra kivanjuk alkalmazni. Ennek érdekében jellemezziik a kompakt hal-
mazokat a C([0,1]) térben (11. feladat), majd egy egyszerii, de az altaldnos metrikus
terekben vett mértékek konvergencidjanak az elméletében is fontos eredmény segit-
ségével (12. feladat) megadjuk annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy C([0,1])
térbeli mértékek gyengén konvergaljanak (13. feladat). A feladatsor néhény egyéb fel-
adata ezen eredmények alkalmazhatdsagat kivanja megmutatni. Ahhoz azonban, hogy
a C([0.1]) térbeli konvergencia elméletét alkalmazhassuk tetszéleges folytonos trajek-
téridju sztochasztikus folyamatra, tudni kell, hogy egy folytonos trajektéridju a [0.1]
intervallum pontjaival paraméterezett sztochasztikus folyamat felfoghaté mint C([0, 1))
értéki valosziniiségi valtozo. Ennek az allitasnak a pontos megfogalmazéasa és bizonyi-
tasa a 10. feladat célja.

10.) Legyen X (t) = X (t,w) folytonos trajektoridju sztochasztikus folyamat az (€2, .4, P)
valdszintliségi mezén. Lassuk be, hogy X (t,w) tekinthet6 egy C([0,1]) értéki va-
16szintiségi valtozonak is. Részletesebben megfogalmazva: Jelolje B a Borel o-
algebrat R'-en, és legyen C a Borel o-algebra a C([0,1]) téren, azaz legyen C a
nyilt halmazok altal generalt legsziikebb o-algebra a [0, 1] intervallumon értelmezett
folytonos fiiggvények terén a szuprémum norma altal generdlt topologiaval. Lassuk
be, hogy ha a T;: (Q, A, P) — (R, B), Ti(w) = X;(w), leképezés mérhetd minden
t € [0,1]-re, akkor a T: (2,4, P) — (C([0,1]),C), T(w) = X(-,w) leképezés is
mérheto.

Legyen X(t), 0 <t < 1, folytonos trajektériaji sztochasztikus folyamat, és definial-
juk ennek pxeloszldsat a C([0, 1]) téren a kévetkezé médon: px (K) = P(X(-,w) €
K) minden K € C-re. Mutassuk meg, hogy a px mértéket meghatérozzak az X (t)
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11.)

12.)

13.)

14.)

sztochasztikus folyamat véges dimenziés eloszlasai.

Mutassuk meg, hogy a C([0, 1]) tér, azaz a [0, 1] intervallumon értelmezett folytonos
fliggvények tere a szuprémum normaval, teljes szeparabilis metrikus tér. Ezért az e
téren értelmezett mértékekre alkalmazhatoak a fenti eredmények. Mutassuk meg,
hogy a C([0, 1]) térben egy zart K halmaz akkor és csak akkor kompakt, ha teljesiti
a kovetkez6 két feltételt:

(i) sup [f(0)] < oo
feK

(ii) A K halmazbeli fiiggvények egyenlé mértékben egyenletesen folytonosak, azaz
tetszoleges € > O-ra létezik olyan § > 0, hogy

sup sup |f(t) — f(s)| <e
feK 0<s,t<1
[t—s|<d

Legyen adva két (X, p1) és (Y, p2) teljes szeparabilis metrikus tér, és legyenek (X, .A)
illetve (Y, B) az altaluk generdlt mértékterek. Legyen T: (X, .A) — (Y, B) mérhet6
leképezés. Definidljuk egy az (X, A) téren 1év6 p mérték Tu képét az (Y, B) téren
a kovetkez6 médon: Egy mérheté B C Y-ra legyen Tu(B) = p({z: z € X, Tz €
B}). Mutassuk meg, hogy ha a T leképezés folytonos minden =z € X-ben és a
iy, valoszinliségi mértékek sorozata gyengén tart a p mértékhez az (X, .A) térben
n — oo esetén, akkor a T, mértékek sorozata gyengén konvergdl a Ty mértékhez
az (Y, B) térben, ha n — oc.

Legyenek X, (t),n=1,2,..., és X(t) a [0,1] intervallumon értelmezett, folytonos
trajektoriaju sztochasztikus folyamatok. (Ez tgy is interpretdlhatd, hogy X, és X
C([0,1]) értéki valdsziniiségi valtozok. Lésd ehhez pl. a normaélis eloszlas feladat-
sor 3. feladatat.) Legyen X, (mint C([0,1])-beli valészintiségi véltozd) eloszldsa
tn, X eloszldsa pedig p a C([0,1]) térben. Lassuk be, hogy a pu, valdszinliségi
mértékek sorozata akkor és csak akkor tart gyengén a p valészinliségi mértékhez,
ha a kovetkezo két feltétel teljestil:

(i) Tetszbleges 0 < t1 < -+ <t < l-re az (X, (t1),..., Xn(tg)) valoszintiségi
vektorok eloszlasban konvergalnak az (X (t1),...,X(tx)) véletlen vektorhoz,
ha n — oo.

(ii) Minden € > 0 és n > 0-hoz létezik olyan 6 = d(g,n) > 0, hogy

supP | sup |X,(t)—Xn(s)|>n]| <e
n>1 | 0<s,t<1
|t—s|<6

Mutassuk meg, hogy a (ii) dllitdsban a sup az sup -lal is helyettesithet6 tet-
n>1 n>ngo
szoleges ng-lal.

Mutassuk meg, hogy a Tz = sup x(t), Tz = sup |z(t)| és Tx = fol lz(t)|P dt, p >
t€[0,1] t€[0,1]
0, leképezések folytonos leképezések a C([0,1]) térbdl a valds szédmegyenesre. Ha
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15.)

16.)

X, (t) folytonos trajektdriaji sztochasztikus folyamatok eloszlasai C'([0,1]) térben
gyengén konvergalnak a Wiener folyamat eloszlasahoz, milyen hatareloszlastételek
kovetkeznek a fenti leképezések folytonossagabol és a 11. feladatbol?

Lassuk be a 12. feladat kovetkezo élesitését: A feladat feltételeit gyengithetjik a
kovetkez6 médon: Ha a T leképezés nem feltétlentil folytonos minden x € X-re, de
folytonos majdnem minden x € X-re a  mérték szerint, és a feladat tobbi feltétele
érvényben marad, akkor is igaz, hogy Ty, — Tu, ha n — oo.

Tekintsiik a To = A{t: z(t) > 0} leképezést a C([0,1]) térbsl Ri-re, ahol x = x(t),
0 <t <1, folytonos fiiggvény, azaz x € C([0, 1]), és X a Lebesgue mérték. Mutassuk
meg, hogy Tx azon = = z(t) pontokban folytonos, melyekre A{t: t € [0, 1], z(t) =
0} = 0. Mutassuk meg, hogy ez a T transzformécié a Wiener mérték szerint egy
valoszintiséggel folytonos.

Megjegyzés: Mint egy masik feladatsorban feldolgozott eredmény mutatja, fligget-

len valdszintliségi valtozok részletosszegeibdl természetes médon olyan véletlen torott-
vonal fliggvény sorozatot lehet késziteni, amelyiknek az eloszlasa a Wiener mértékhez

tart.

Lattuk, hogy ennek az eredménynek az a kovetkezménye, hogy e véletlen to-

rottvonal fiiggvény sorozat sok leképezésének van hatéreloszldsa, mely hatareloszlas
nem fiigg a véletlen torottvonalat definidlé valdszintliségi valtozok eloszléasatol. Ezt a
tényt szoktak az irodalomban invariancia-elvnek hivni. Az utolsé két eredmény példat
mutat olyan funkcionalra, amelyikre szintén alkalmazhaté az invariancia-elv, de ennek
igazolasa kiilon meggondolast igényel. Ennek a példanak a vizsgalata fontos szerepet
jatszott az invariancia-elv vizsgalataban.



Megoldasok

A megoldésok leirasa el6tt leirjuk az eloszlasfiiggvények tulajdonsigait, melyek jellemzik
is a tobbdimenzioés eloszlasfiiggvényeket.
(i) F(x1,...,r) minden véltozéjanak monoton fiiggvénye.
(ii) F(x1,...,r) minden valtozdjanak balrdl folytonos fiiggvénye.
iii) %hlnoo F(zy,...,z5) =1

J=1,...k
(iv) lim F(zy,...,25) =0

Tj——00

valamely 1<j<k-ra
Végiil definidljuk egy adott F' eloszlasfiiggvényre és egy K = [a1,b1) X -+ X [ag, bg)
téglatestre a

pK) = prK) = Y () Flug, )
u;= a; vagy b;
j=1,...k
mennyiséget, ahol x(u1,...,ux) jeloli az a;-k szdmat az uq, ..., uy sorozatban. Ekkor

(v) pr(K) > 0 minden K téglatestre.

Egy k-valtozds F(x1,...,xy) fiiggvény akkor és csak akkor eloszlasfiiggvénye egy
k-dimenzids valésziniiségi vektornak, ha teljesiti az (1)—(v) feltételeket. Megjegyezziik,
hogy a pp(K) szédm a K téglatest mértéke az F' eloszlas dltal indukdlt mérték szerint.
A fenti allitasok bizonyitasa megtalalhatd példaul Rényi Alfréd: Valosziniségszamitas
cimi konyvében.

Megoldasok:
1.)

a.) Eloszldsban valé konvergencia = integralok konvergencigja:

Mivel F(x1,...,z5) — 1, hax; — cominden j =1,...,k-ra, és F(zy,...,25) — 0,
ha z; — —oo valamelyik 1 < j < k-ra, ezért tetszlleges € > O-ra létezik olyan K
téglatest, melyre pup(K) > 1 —e. Tovabba, mivel F;, — F, ha n — oo, ezért
elérhetd, a K halmazt esetleg nagyobbra valasztva, hogy pup, (K) > 1 — ¢ min-
den F,, n = 1,2,..., eloszlasfiiggvényre. Azt is feltehetjiik, hogy a K halmaz
minden hatarpontja folytonossiagi pontja az F' eloszlasfiiggvénynek, mivel az F
eloszlas vetiilete a j-ik koordinatara olyan 1 dimenzids eloszlas, amelyiknek csak
megszamlalhato sok atomja van minden j = 1, ..., k-ra. Miért igaz ez az allitas, és
miért kovetkezik beldle a megfogalmazott kovetkezény?

Az f fliggvény korldtossdga miatt | ka\K f(z1,...,zk)dF (21, ..., 2)| < const.e,
és | ka\K f(z1,...,xp)dE,(21,...,2%)| < const.e minden n = 1,2,...-ra. Tovab-
ba, az f folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos a K téglatesten, ezért 1étezik
olyan § > 0, hogy |f(z)— f(y)| < &, ha |z —y| < J. A K téglatest felbonthatd véges
sok, k6z0s bels6 ponttal nem rendelkez, legfeljebb § d&tméréji A, j =1,...,p(K)
téglatest unidjara, amelyeknek a hatara 0 mértékii az F' altal indukalt pup mérték
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szerint. Miért? fgy lim pp, (Aj) = pr(A;) minden j = 1,...,p(K)-ra, és az f

fliggvény egyenletes folytonossaga miatt a K halmazon

limsup‘/ den—/ de‘<€.
K K

A fenti egyenl6tlenségekbél kovetkezik, hogy limsup | [ f dF, — [ f dF| < const.e,
ahol const. fliggetlen az e-t6l. Mivel ez igaz minden € > 0-ra, ebbol kévetkezik a
kivant allités.

Integralok konvergenciaja = eloszlasban valé konvergencia:

Legyen x = (x4, ...,xk) az F eloszlasfiiggvény folytonossagi pontja. Ekkor minden
e > 0-hoz létezik olyan § > 0, hogy az y = (y1,...,yx) = (x1 — 0,..., Tk — J) és
z=(21,...,25) = (£140,...,x,+0) pontokra F(y) > F(x)—e és F(z) < F(z)+e.
Léteznek olyan fi(u) és fo(u) folytonos fiiggvények az RF-n, melyek teljesitik a
kovetkezd feltételeket: 0 < f;(u) < 1 minden v € RF-ra, i = 1,2; fi(u) = 1,
u = (ug,...,ug)ra, ha u; < y;, minden j = 1,...,k, fi(u) = 0, ha u; > z;
valamely 1 < j < k-re; fo(u) =1 ha u; < z; minden j = 1,...,k-ra, fao(u) =0,
ha u; > z; valamely 1 < j < k-ra. Ekkor

fimsup £, () 2 lim [ fi(u)dF,(u) = [ fi(w)dF () > Fla) - =

n—oo

n—oo n—oo

liminf £, (z) < lim | fo(u) dF, (u) = / Folw) dF(u) < F(z) + < .

Mivel ezek az egyenlétlenségek minden € > O-ra igazak, innen kovetkezik az allitas.

A u(G) > sup I,(f) relacié nyilvanvalé. Belatjuk, hogy egy tetszéleges G nyilt
f€Fa

halmazhoz és € > 0 szamhoz 1étezik olyan folytonos f fliggvény az X téren, melyre

0 < f(x) <1 minden z € X-re, f(z) =0, haz € X\ G, és f(x) =1 egy olyan

zart F' C G halmazon melyre u(F) > pu(G) — e. Innen kovetkezik, hogy a fenti

reldciéban egyenldséget is irhatunk. Minden 6 > O-ra definidljuk az Fs = {z: x €

X, p(z, X\ G) < 6} halmazt. Ekkor Fjs zart halmaz, és |J G1 = G. Ezért Fs C G
n=1 "

és elég kis § > 0-ra u(Fs) > u(G) —e. Az f(z) =1 —min(1,5 p(x, Fs)) fliggvény

teljesiti a kivant feltételeket.

Jelolje B azon A C X mérhet6 halmazok osztalyat, melyekre

n(A) = inf (@) és WX \A)=

= G
G: G nyilt, ACG H( )

inf
G: G nyilt, X\ACG

Minden nyilt halmaz eleme B-nek mert egy nyilt G halmaz fedései kozott szerepel

sajatmaga, a komplementere F' = X \ G zart, igy F'= () G1, ahol G, = {z: z €
n=1 "
X, p(z,F) < u} u > 0-ra. Ezért u(F) = inf u(G1), és a nyilt G halmaz mind

a két kivant relaciét teljesiti. A B halmazrendszer o-algebra. Ha ugyanis A,, €

8



B, n = 1,2,..., akkor minden £ > O-ra létezik olyan nyilt G,, D A,,, melyre
(Gr) < p(An) + 27D Bt u( U An) > u( U Gn) _ &, és elég nagy
n=1 n=1

00 N N
N-re ,u( N An> > ,u( N An> —e > ,u( N Gn) — 2e. Ez azt jelenti, hogy
n=1 n=1 n=

mind az uniénak mind a metszetnek van alkalmas nyilt fedése, melynek mértéke
alig haladja meg az unié illetve metszet mértékét. Hasonld allitas érvényes az A,
halmazok komplementeire is. Mivel a fenti becslések tetszoleges € > 0-ra igazak,
ezért a B osztaly megszamlalhaté metszetre, uniora és komplementerképzésre zart.
Mivel B tartalmazza a nyilt halmazokat, ezért tartalmazza a A o-algebrat is.

A bebizonyitott relaciékbdl kévetkezik, hogy ha I, (f) < I,,,(f) minden folytonos
f figgvényre, akkor az elso relacié szerint a nyilt, majd a mésodik relacio szerint a
mérheté halmazoknak a p; mértéke kisebb, mint azok pus mértéke. Specialisan, az
I,, funkciondl meghatarozza a pu mértéket.

A b.) és c.) éllitdsok ekvivalencidja nyilvanvalo.
a.) = b.) Jeldlje G5 az F zart halmaz 0 sugaru kornyezetét, azaz legyen G5 =
{z: 2z € X; p(x,F) <J}. Mivel F = ﬂ G 1, ezért minden € > 0-hoz létezik olyan

d > 0, hogy u(Gs) < u(F) +e. Letez1k az (X, p) téren olyan folytonos f fliggvény,
mely teljesiti a kovetkez6 feltételeket: 0 < f(z) < 1 minden z € X-re, f(z) =1, ha
x € F,és f(xr) =0, hax € X\Gs. Példdul a kovetkez&képp konstrudlhatunk ilyen
f fiiggvényt: f(z) = 1—g(z), g(x) = min{1,5 'p(z, F)}. Ekkor az a.) tulajdonséig
teljesiilése esetén a kovetkezot irhatjuk:

n— 00 n—oo

lim sup py, (F) < lim f x) i, (dx) / f@)p(dr) < p(Gs) < u(F)+e

Mivel ez az egyenlétlenseg igaz minden ¢ > 0-ra, innen kévetkezik az allitas.

b.) = a.) Mivel az f(z) = 1 fiiggvény integrélja minden [ €s p valészinliségi
mérték szerint 1-gyel egyenld, és az I(p): f — [y f ¥ p(dx) leképezés a folytonos
fliggvények terérdl a szamegyenesre egy linearis funk(:lonal tetszoleges p mértékre,
ezért az allitast elegendd olyan folytonos f fliggvényekre beldtni, melyekre 0 <
f(x) <1 minden x € X-re. Tovabba elég azt beldtni, hogy

i sup /X F(@)pn( dar) < /X f(@)u( da

mivel ezt az egyenlStlenséget az 1 — f(x) fliggvényre alkalmazva azt kapjuk, hogy

n—oo

lim inf f x) i, ( dx) / f(x

Minden £ > O-ra definidljuk a kovetkezo Gsszegeket:

K(fpe) =S ul{w: v € X, f(z) > j=}) .

Jj=1



Mivel hm K(f, pin,e) = [« f « J(@)pn(dx), tovdbba a konvergencia ebben a reldciéban

egyenletes n-ben, és az analog allitas igaz a p mértékre is, elég azt belatni, hogy
lim sup K (f, ,un,é) < K(f,p,e) minden e > O-ra. Viszontaz {z: x € X, f(x) < je}

n—oo

halmazok zartak, ezért a feltétel alapjan limsup u,({z: z € X, f(x) < je}) <

n—oo

p({x:z € X, f(x) < je}) minden j-re és e-ra. Ezekbdl az egyenlétlenségekbél
kovetkezik az allitas.

b.) és c.)=d.) Nyilvdnvaléan, Int A C A C A, ahol Int A az A halmaz belsejét,
A pedig A lezartjat jeloli. Alkalmazva ezekre a b.) és c.) éllitdst, megkapjuk a d.)
allitast.

d.)=b.) Egy F zirt halmazra és § > O-ra definidljuk az F' halmaz G5 = {z: x €
X, p(z, F) < §} sugart (zart) kérnyezetét. Mivel (| G1 = F, ezért minden ¢ > 0-

n=1 "

hoz létezik olyan 0y > 0, hogy 1(Gs) < u(F)+e minden § < dg-ra. Mdsrészt, mivel
(0Gs) ={z :xz € X, p(x,F) = 6}, ezért ezek a halmazok diszjunktak kiilonb6z6
d-kra, és létezik olyan & < dg melyre (0Gs) = 0. Egy ilyen J-t valasztva kapjuk,
hogy pu(F) > w(Gs) —e = hm pn(Gs) — e > limsup p,(F) — €. Mivel ez az

n—oo
egyenltlenség igaz minden e > O—ra, innen kovetkezik az allitas.

1
Tekintsiik példaul a kovetkezé példat: X = R', a p, mérték az — pontba van
n
koncentralva, a p mérték pedig a 0 pontba. Ekkor u, gyengén konvergdl a pu
mértékhez, és F' = {0}, G = R\ F vélasztds mutatja, hogy a limsup és lim inf
nem helyettesithetd limesszel a b.) és c.) részben.

Az §llitas kovetkezik a gyenge konvergencidanak az el6z6 feladat b.) pontbeli jel-
lemzésébél. Az a.)=-b.) igaz, mert az a.) feltétel teljesiilése esetén

lim sup py, (F) = limsup py, (FNK) < pu(FNK) = p(F)

n—oo n—oo

minden zart F' C X halmazra. Az utolsé azonossig igaz, mert u(K) = 1, az
1 = limsup p,(K) < pu(K) sszefiiggés miatt. A b.)=-a.) allitds igaz, mivel a K
n—oo

halmaz zart részhalmazai zart részhalmazok az eredeti térben is.

A bizonyitas soran lattuk, hogy a pu(K) = 1 allitas igaz a b.) feltétel teljesiilése
esetén is.

Megjegyzés: Az allitas bizonyithaté kozvetleniil a gyenge konvergencia eredeti de-
finicigja segitségével is. De ekkor sziikség van a kovetkezé nem trivialis topoldgiai
eredményre is: Egy az X tér valamely zart részhalmazan értelmezett folytonos
fiiggvény kiterjeszthetd egy az egész X téren folytonos fiiggvénnyé. (Urison lemma.)

Mivel az X tér szepardbilis, 1étezik rajta egy mindeniitt sirt xz,, n = 1,2,...,

sorozat. Ezért tetszOleges § > O-ra |J S(z,,d) = X, ahonnan a Q(e,d) =

n=1

K
U S(zn,d) halmazra pu(Q(e,6)) > 1 — e, ha K = K(e,d) elég nagy. Ezért

n=1
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u( N Q(52_”,52_”)) > 1 —¢, ahol Q(e27,e27"), a Q (27,627 ") halmaz
n=1

oo —

lezartjat jeloli. Viszont a [ @ (€27",e27") halmaz kompakt. (Példaul atlés
n=1

eljarassal belathato, hogy tetszoleges az e halmaz elemeibdl 4ll6 sorozatnak van

konvergens részsorozata. Kz azért igaz, mert alkalmas részsorozatnak véges sok
pont kivételével az Gsszes eleme valamelyik S(z,(;¢),£277) gdombben van minden
j=1,2,...-ra.) Innen kovetkezik az &llitas.

Az elozo feladat konstrukcidjat alkalmazhatjuk, ha belatjuk, hogy minden ¢ > 0
és 0 > O-ra létezik olyan n-t6l fiiggetlen K = K (J,¢) kiiszobindex, melyre a

K
Q(e,0) = U S(zn,0) halmaz teljesiti a p,(Q(g,0)) > 1 — & egyenlStlenséget
n=1

minden n-re. Definidljuk a K(n) = K(n,¢c,d) kiiszobindexet, mint a legkisebb
K(n)

olyan szdmot, melyre u, | |J S(x;,d) | > 1 —e. A feladat bizonyitasdhoz elég
=1

belatni azt, hogy a K(n) = K(n,e,d) sorozat barmely rogzitett ¢ > 0 és 6 > 0
szamra korlatos. Tegyiik fel indirekt médon, hogy létezik olyan nj sorozat, melyre
K(ny) — oco. Ennek a sorozatnak, kompaktsdgi feltevésiink szerint, 1étezik olyan
nj, részsorozata, melyre i gyengén konvergal egy p valoszinlségi mértékhez.
Belatjuk, hogy ez nem lehetséges. Valdéban, a pu mértékre létezik olyan N in-

N
dex, hogy u(G) = u (nL:J1 S(mn,é)) > 1—¢/2, és G nyilt halmaz. Ezért a p,/

mértékek gyenge konvergencidgjabdl a p mértékhez és a 3c.) feladat allitasabdl
kovetkezik, hogy likm inf p,y (G) > p(G) > 1 —¢€/2. Ez azonban nem lehetséges,
— 00

mert a G halmaz definiciéjabdl és az K (nj) — oo tulajdonsagbdl kivetkezik, hogy
likm inf p,y (G) <1 —e. Ezért igaz a feladat allitdsa.
—00

Agyazzuk be az X teret az RF térbe, és jelolie F,(x) a p, mértékhez tartozé
eloszlasfiiggvényt. Vélassszunk egy mindeniitt stiri megszamlglhaté z®), p =
1,2,..., sorozatot az R* téren. Legyen P = {a:(p), p=1,2,...}. Be lehet latni
az 4tlos eljaras segitségével, hogy az F), eloszldsfiiggvényeknek van egy olyan Fy,
részsorozata, melyre az F,; (2(®)) sorozat konvergal egy F(z(®)) szémhoz minden
xp € P pontra, ha j — 0o. Tovabba, mivel az 6sszes mérték egy korldtos zart hal-
mazba van koncentralva, ezért 1étezik olyan L > 0 szam, hogy mindenn = 1,2, .. .-

ra Fp,(z1,...,25) = 1, ha z; > L minden j = 1,...,k-ra, és F,(x1,...,25) = 0,
ha z; < —L valamilyen 1 < j < k-ra. Ugyanez a tulajdonsdg érvényes az F
fliggvényre is, melyet a kovetkez6 mg’don definidlunk. Legyen F'(z1,...,7x) =

lim . F(y1,...,yk) figgvényt, ahol y; — x; — 0 azt jelenti, hogy az y; sorozat
—xr]—
1k
(y1,---,yx)EP
szigorian monoton névekvé médon tart az x; szamhoz. Lehet ellendrizni, hogy az

igy konstrudlt F(xq,...,zy) fiiggvény teljesiti az (i)—(v) feltételeket, és

lim F, (z1,...,2¢) = F(21,...,78)

Jj—00
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az F' fiiggvény minden folytonossagi pontjaban. Ezért az p,, mértékek konvergdl-
nak az F' eloszlas dltal indukalt p mértékhez. Az elozo feladat szerint a u,, mértékek
nemcsak az R¥-n konvergélnak gyengén a p mértékhez, hanem annak korlatos zart
X részhalmazan is.

A bedgyazas elvégzéséhez jegyezziik meg, hogy a p metrika az (X, p) téren helyet-
tesithetd olyan p; metrikaval, mely ugyanazt a topoldgiat, ezért ugyanazt az A
o-algebrat definidlja, az (X, p;) tér ezzel az \ij metrikaval is teljes szepardbilis
metrikus tér, és pi(x,y) < 1 minden z € X és y € X pontra. Valéban, a
p1(z,y) = min{1, p(z,y)} metrika teljesiti a kivént feltételeket. Legyen x1,zo,...
egy mindeniitt siiri halmaz az (X, p) téren, és definidljuk a T: X — Z leképezést
a kovetkez$ modon: (A (Z, B) teret a Tétel A-ban definéltuk.)

T(z) = (p1(z,z,), n=1,2,...), hazeX.

Ez a leképezés folytonos, mert

p(Tz, Ty) <> 27" pr(a,2n) — pr(y, 2a)| < D 27" pa(x,y)] = pa(x,y) -
n=1

n=1

Tovabba, ez a leképezés kolecsonosen egyértelmii, mert ha x # y, x € X, y €
X, akkor pi(x,y) > 26 alkalmas § > 0 pozitiv szdmra, és a T transzformécié
definicdjaban kijelolt mindentitt stirti x,, halmaznak létezik olyan z,, eleme, melyre
p1(x, ) < 6. Ekkor p1(y,xm) > p1(y,x) — p1(z,xm) > 0, ezért pr1(x,z,) #
p1(y, xm), és Tx # Ty. Ha K C X kompakt halmaz, akkor ennek T(K) képe a
Z térnek kompakt részhalmaza. (Ez az éllitds azért igaz, mert tetszOleges Tz,
x, € K,n=1,2,..., sorozatnak van konvergens részsorozata, mely eleme a T (K)
halmaznak. Ugyanis, ha kivalasztjuk az x,, sorozatnak egy konvergens z,, — = €
K részsorozatat, akkor Tx,, — Tz € K.) A T leképezés megszoritdasa a kom-
pakt K halmazra homeomorphizmus. Ehhez a mar bebizonyitott folytonossdgon és
inveralhatésagon kiviil azt kell még beldtni, hogy a T ! leképezés folytonos a kom-
pakt T(K) halmazon. Azt kell megmutatni, hogy minden Tz, — Tz, z, € K,
n = 1,2,..., x € K konvergens sorozatra z,, — x € K. Ehhez elég belatni,
hogy ha z,, — 2z az z,, z, € K, n = 1,2,... sorozatnak valamely konvergens
részsorozata, akkor létezik az y = lim Tz, limesz, és y = Tx. Ekkor ugyanis a

k—oo

T leképezés folytonossdga miatt Tz = lim Tx,, = Tz, ahonnan a T leképezés
n—oo

invertalhatésdga miatt z = z. Viszont a Tz,, sorozatnak mint a Tz, sorozat
részsorozatanak létezik az y = Ta limesze.

Tekintsiink minden m = 1,2,... szdmra egy olyan K,, kompakt halmazt, melyre
1

pn(Kn) > 1 — —. Feltehetjiik, hogy ezek a K,,, halmazok egymésba dgyazottak,

mert ha ez a feltétel nem teljesiilt az eredeti K,,, halmazokra, akkor e halmazokat

m

helyettesithetjiik a |J K; halmazokkal. Definialjuk a fi,, valdsziniiségi mértékeket
j=1

a (Z,B) téren a kovetkez6 médon. Ha B € B a Z halmaz mérhetd részhalmaza,

12



10.)

akkor fi,(B) = p,({z: Tz € B}), ahol T az (X, A) tér eloz6 feladatban definialt
bedgyazasa a (Z, B) térbe. A Tétel A miatt 1étezik a fi,, sorozatnak konvergens i,
konvergens részsorozata, mely gyengén konvergal egy i1 valdszintiségi mértékhez a
(Z,B) térben.

Definidljuk a Ko, = |J K,, halmazt. Ekkor u,(K.) = 1 minden n = 1,2,...

m=1
1
szamra, mert f,(Ks) > pun(K,,) > 1 — — minden m-re. Tovabbd, tetszéleges

1
m
mérhet§ A C K. halmazra a T(A) C Z mérhetd részhalmaza a (Z,B) térnek,

6s 110(A) = fin(T(A)). Ugyanis, T(A) = UJ T(ANK,) € A, é i, (T(A)) =
m=1
lim g,(T(ANK,)) = lim pu,(ANK,,) = u(A). Ebben az érvelésben ki-

hasznéltuk, hogy a T leképezés injektiv (kiilonboz6 pontok képe kiilonbozo), és
homeomorphizmus a kompakt K,, halmazokon. Definidljuk a pu mértéket mint
a o mérték Osképét az (X, A) téren. Pontosabban, ha A € A, akkor legyen
u(A) = pn(ANKy) = i(T(ANKy)), ahol i a fi,, mértékek gyenge limesze
a (Z,B) téren. Ekkor p valésziniiségi mérték az (X, A) téren, és azt allitjuk, hogy
a pp, mértékek gyengén konvergalnak a p mértékhez. Valdban, tetszileges zart
F C X halmazra és K,, halmazra a T(K,, N F') halmaz is zart (kompakt). Ezért
a [in, mértékek gyenge konvergencidja, a 3.c) feladat eredménye és a K,,, halmaz
tulajdonsiga alapjan

1 1
lim sup iy, (F) < limsup pn,, (F NK,,,) + — = limsup fiy,, (T(FNK,,)) + —
m m

k—o0 k—o0 k—oo

1 1 1
< u(T(FNK,, — =u(FNK,, — < u(F)+ —
< A(T(F 1K) + - = u(F (Ko) + - < u(F) + —

minden m > 1-re. Ezért minden zart F' C X halmazra limsup u,, (F) < pu(F), igy
k—oo
a 3.c) feladat &llitdsa alapjdn a p,, mértékek gyengén tartanak a p mértékhez.
Azt kell beldtni, hogy tetszéleges mérheté C' € C halmazra T ~1(C) mérhet6 halmaz,
azaz eleme a A o-algebranak. Elég ezt az allitast nyilt halmazokra belatni, mert
ebbdl kovetkezik, hogy az allitds igaz a nyilt halmazok altal generdlt o-algebrara
is. Miért? Tovabb lehet redukalni az alltast a kévetkezo tipusi halmazokra: Ha
x = xz(t) € C([0,1]), € > 0, akkor legyen S(x,e) = {y: y € C([0,1]), sup |z(t) —
t€[0,1]

y(t)| < e}. Elég beldtni, hogy az S(x, €) tipusi halmazok ésképei mérhetéek minden
x € C([0,1]) és € > O-ra, mert tetsz6leges nyilt halmaz el6éllithaté megszamlalhaté
sok ilyen halmaz unidjaként, és egy nyilt halmaz 6sképe megegyezik az 6t eloallito
unidban résztvevo halmazok 6sképének az unidjaval. A kovetkezé meggondolds
mutatja, hogy S(z,e) mérheté halmaz. Jelélje @ a raciondlis szamok halmazat a
[01, 1] intervallumban. Ekkor

TSz, ) = G N {w: X (r,w) — 2(r)| < (1— %) g}

n=1 \reqQ
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11.)

(Miért?) Ebbél a reprezentdciébdl latszik, hogy T~1S(x, ) mérheté halmaz.

Az el6z6 érvelés megmutatta, hogy az {X(t1) € Aq,..., X(tx) € A} alakd hal-
mazok, ahol t1,...,t tetszéleges pontok a [0, 1] intervallumban, Aq,..., Ay tet-
sz6leges mérheté halmazok R'-en, olyan algebrét alkotnak, amelyik generélja a C
o-algebrat. Mivel ezeknek a halmazoknak a mértéket meghatarozzik az X (t) folya-
mat véges dimenzids eloszlasai. Egy mérték kiterjesztése egy algebrardl az altala
generalt o-algebrara egyértelmii, ezért a véges dimenziés eloszlasok meghatarozzak
a C o-algebra halmazainak a mértékét is.

k
Tekintsiik rogzitett pozitiv egész n-re azon fiiggvények halmazat, melyek a — pon-
n

tokban valamilyen racionalis értéket vesznek fel, ezen osztépontok kozott pedig
linedrisak. E fiiggvényhalmazok unidja n = 1,2,...-ra egy a C([0,1]) térben min-
deniitt siirii megszamldlhaté halmazt alkot, ezért a C(]0,1]) tér szeparabilis. Mivel
folytonos fliiggvények limesze az egyenletes konvergencia szerint folytonos, ezért ez
a tér teljes is.

A K halmaz teljesiti (i)-et és (ii)-t = a K halmaz kompakt. Mivel

FOI<IFOI 4~ s 1fw) - f)],

0 0<u,v<l, lu—v|<é

ezért, ha K teljesiti (i)-t és (ii)-t, akkor létezik olyan C' = C(K) > 0 konstans,
hogy minden f € K-ra és 0 < t < 1l-re |f(t)] < C. Azt kell beldtni, hogy
tetszoleges f, fn € K, n=1,2,..., fliggvénysorozatnak van egyenletesen konver-
gens részsorozata. Rogzitslink egy mindentitt stirti ¢,,, n = 1,2, ... sorozatot, a [0, 1]
intervallumban. Az f,-nek van egy részsorozata, mely konvergens a t; pontban, en-
nek egy részsorozata, mely konvergens a to pontban, ennek egy részsorozata, mely
konvergens a t3 pontban és igy tovabb. Végil atlés mddszerrel kivalaszthatunk
egy olyan f,, (t) részsorozatot, mely mindegyik ¢, pontban konvergal egy f(t,)
szdmhoz. Azt allitjuk, hogy ez az f,, (t) részsorozat (a (ii) tulajdonsag teljesiilése
miatt) egyenletesen konvergdl a [0, 1] intervallumban. Valéban, adott ¢ > 0-hoz

vélasszunk olyan 6 > 0-t, melyre |f(u) — f(v)] < %, ha f € K és |[u—v| < 6.
Vélasszuk ki a t1,%a,... sorozatnak egy olyan véges {y1 = tj,,y2 = tj,,...,y =

ti}, 1 = 1(9), véges részhalmazat, melyre igaz az, hogy (e szdmokat monoton sor-
rendbe rakva) 0 <y; <6,0<y;11—y; <0,j=1,...,1—1,y; > 1-6. Vélasszunk

egy olyan kg szamot, melyre igaz, hogy |fn, (y;) — fn; (y;)] < % minden 1 < j <[,

ha k > ko, k > ko. Ekkor tetszoleges 0 < u < l_szémhoz létezik olyan y;, 1 < j <1
melyre |u — y;| < 0. Ezért tetszéleges k > ko, k > ko-ra

[ (@) = Fg (W < [fons () = Fo i) 4 [ i W) = Fong i) [+ [ g (05) = fong (W) <

Mivel ez az allitds minden € > 0-ra 0 < 0 < 1 szdmra és elég nagy ko = ko(e)-ra igaz,
ezért az f,, sorozat (a szuprémum norma szerint) Cauchy sorozatot alkot, amib6l
kovetkezik, hogy egyenletesen konvergens. (A fenti érvelésben tulajdonképpen az
analizisben jol ismert Arzela—Ascoli tételt bizonyitottuk be.)
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b.)

12.)

13.)

A K halmaz kompakt = K halmaz teljesiti (i)-et és (ii)-t. Definidljuk a G,, =
{f: f € C(0,1]), |f(0)] < 1}, n = 1,2,..., egymasba skatulyazott nyilt hal-
mazokat a C([0,1]) térben. Mivel ezek uniéja az egész tér, minden kompakt K
halmazt lefed egy G,,, halmaz. Ebbél kdvetkezik, hogy a K halmaz teljesiti az (i)
tulajdonséagot.

Rogzitett € > 0O-ra definialjuk a

Hy = Hy — {f: FeCo), sw 15 - f@)l < }
o< &

halmazokat, n = 1,2,.... Ezek a halmazok nyiltak, egymasba skatulyazottak,
tovabba, mivel a [0, 1] intervallumon folytonos fiiggvények egyenletesen folytonosak,
ezért a H,, halmazok unidja, n = 1,2, ...-re (rogzitett e-nal) lefedi az egész C (|0, 1])
teret. Ezért egy kompakt K halmaz benne van egy H, . halmazban elég nagy
n = n(e)-ra. Ezért K teljesiti a (ii) tulajdonsdgot is.

Elsd megoldads: Azt kell belétni hogy tetszéleges az (Y, B) téren folytonos korlatos
f(y) fuggvényre hm fy Y)Tun(dy) = [ f(y)Tu(dy). Mivel [, f(y)Tu,(dy) =

Iy f ~ J(Tz)pin dm) és az analég allitas ervenyes a ,u mértékre, a bizonyitando allitas
ekv1valens a lim [, f(Tx)u,(dz) = [, f(Ta)u(dr) azonosséggal. Ez viszont
n—oo

azonnal kovetkezik a pu, mértékek gyenge konvergenmajébél, és abbdl a ténybdl,
hogy a g(z) = f(Tx) fiiggvény folytonos és korlatos.

Madsodik megoldds: Lassuk be az allitast a kovetkezé formaban: Ha F' C Y zart hal-
maz, akkor lim sup Ty, (F) < Tu(F). Ez viszont ekvivalens a lim sup p, (T71F) <

n—oo n—oo

u(T~LF) éllitassal, ami azért igaz, mert folytonos T transzformécié esetén a T~ F
halmaz is zart, és a p, mértékek gyengén konvergalnak a p mértékhez.

a.) (i) és (ii) teljesiil = igaz a gyenge konvergencia.

Elég beldtni, hogy ha X, (t) teljesiti az (i) és (ii) feltételeket, akkor az X, (t)
sorozat u, eloszlasa kompakt sorozat, és u,, tetszdleges konvergens részsorozatanak
a limesze megegyezik az X (t) sztochasztikus folyamat eloszlasaval. Az az allités,
hogy a u, mértéksorozat kompakt, azzal ekvivalens, hogy tetszéleges ¢ > 0-hoz
létezik olyan kompakt K = K(e) halmaz a C([0,1]) térben, melyre u,(K(e)) >
1 —e. (Lasd a 6. és 9. feladatot.) A C([0,1]) tér kompakt halmazait pedig
11. feladatban frtuk le. Igy elég beldtni, hogy a feladat feltételeinek teljesiilése
esetén tetszoleges € > 0 -ra megadhaté két olyan K; = Kj(e) és Ko = Ka(e)
halmaz a C([0,1]) térben, melyeknek a u, mértéke nagyobb, mint 1 — & min-
den n > 1-re, és a K; halmazban lev§ fliggvények teljesitik a 11. feladat (i), a
K, halmazban levé fliggvények pedig a 11. feladat (ii) feltételét. Ekkor ugyanis
pn (K1 NKso) > 1 — 2¢ minden n > 1-re, és K; N Ky kompakt halmaz. Az (i)
tulajdonsagot alkalmazva ¢ = 0 vélasztdssal kapjuk, hogy létezik olyan K = K (e)
szdm, melyre sup P(|X,(0)] < K) > 1 —e. Ezért elég nagy K = K(¢)-ra a

K, = {f: f € C(0,1]), |f(0)] < K} teljesiti a 11. feladat (i) feltételét, és
tn(Ki) > 1 — ¢ minden n > 1-re.
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Definialjuk a

oo oo

Ko= (VKY = ({4 FeCU), sup |70~ Fs)] <

halmazt egy alkalmas d; — 0, 1 = 1,2, ..., sorozat segitségével. A 11. feladat (ii)
feltétele teljesiil ezen a Ko halmazon. Ugyanis, ha ez a feltétel teljesiil minden
n=1/l, 1 =1,2,... szdmra, akkor teljesiil minden 7 > 0O-ra is. Mésrészt, a (ii)
feltétel biztositja azt, hogy p,(Kz2) > 1 — & minden n = 1,2,...-traha a § > 0
szamokat elég kicsinek valasztjuk. Ekkor ugyanis elérheto az, hogy ,un(Kél)) >
1 —e270+) minden n = 1,2,... és 1 = 1,2,... szdmra, ahonnan kovetkezik a
kivant egyenlotlenség. fgy belattuk, hogy a u, mértékek kompaktak.

Tekintsiik az X, (t) sztochasztikus folyamatok egy gyengén konvergens X, (t) rész-
sorozatét. Mivel a T: C([0,1]) — R, Tf = (f(t1),..., f(tr)) leképezés folytonos
tetszoleges k = 1,2,..., és 0 < t; < --- < t < 1 szédmokra, ezért az el6zo
feladat szerint az X, (t) sorozat gyenge limesze egy olyan sztochasztikus folya-
mat, melynek a 0 < t; < --- < tx < 1 idopontokban vett egyiittes eloszlasa
megegyezik az (X (t1),...,X(tx)) véletlen vektor eloszlasaval. Mivel ezek a véges
dimenzids eloszldsok meghatdrozzak a folyamat eloszldsat, ezért az X, (t) folya-
mat eloszldsa gyengén konvergél az X (t) folyamat eloszldsdhoz. Végiil jegyezziik
meg, hogy minden rogzitett n-re, ha X, (¢) folytonos trajektéridju sorozat, akkor
tetszoleges n > 0-ra

P | lim sup |X,(t)—X,(s)|>n]|—0.
0—00<s,t<1
[t—s|<d

Ezért, ha a (ii) feltétel teljesiil sup moddositassal, akkor a  paraméter alkalmas
n>ngo

kicsinyitésével elérheto, hogy ez a feltétel sup valasztassal is teljesiiljon.
n>1

b.) ha igaz a gyenge konvergencia = (i) és (ii) teljesiil.

Ha az X, (t) sorozat gyengén konvergdl az X(t) folyamathoz, akkor az eléz6 fel-
adat szerint a véges dimenziés eloszldsai is konvergalnak az X (t) folyamat véges
dimenzids eloszldsaihoz, ezért az (i) feltétel teljesiil. Mivel az X(t) folyamat tra-
jektoriai folytonos fliggvények a [0, 1]) intervallumon, ezért tetszéleges n > 0-ra és
e > 0-ra P(X(-) € G(n,0)) < € elég kis § > O-ra, ahol

G(n,8) = w2 € C([0,1)), sup |z(t) —a(s)| = 1
0<s,t<1
|s—t|<6
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14.)

15.)

Mivel a G(n, §) halmaz zart, és az X, (t) folyamatok eloszldsai gyengén konvergalnak
az X (t) folyamat eloszlasdhoz, ezért limsup P(X,(-) € G(n,9)) < e. A § paramé-

n—oo

tert esetleg kisebbnek vélasztva, elérhetd, hogy sup P(X,(:) € G(n,9)) <e. Ez
1<n<oo

viszont azt jelenti, hogy a (ii) feltétel is teljesiil.

A megadott leképezések folytonos transzforméacidk a C([0,1]) térbdl a szdmegye-
nesre. Valéban, a Tx = sup z(t) és Tx = sup |z(t)| leképezésekre | Tz —
t€[0,1] telo, 1]

Ty| < sup |z(t) — y(t)] = p(z,y), és a Tz = fo |z(t)|P dt leképezés teljesiti
0<t<1

a |Tz — Ty| < p sup |2(t)|P~Yp(x,y), ha p > 1 és |Tx — Ty| < p(z,y)?, ha
0<t<1

0 <p<1 A 12 feladatbdl kévetkezik, hogy amennyiben az X, (t) folyamatok
eloszlasa gyengén konvergdl a Wiener mértékhez, akkor a fenti T transzformaciok
(és tetszbleges a C([0, 1]) térnek a szdmegyenesre vald folytonos leképezése) esetében
a TX, (t) valészinliségi véltozdk eloszlasban konvergalnak a TW (t) val6sziniiségi
valtozé eloszlasdhoz, ahol W (t) Wiener folyamat.

Az allitas bizonyitdsahoz elegend6 belatni, hogy amennyiben a g, valdszintiségi
mértékek gyengén konvergalnak egy p valdszintliségi mértékhez, a g(z) fiiggvény
korlatos és a p mérték szerint majdnem minden pontban folytonos, akkor

Jin [ gy (o) = [ go(do)
Felirva ugyanis, hogy mit jelent a Ty, mértékek gyenge konvergencidja a Tpu
mértékhez, és a felirt formulat integraltranszformacié segitségével atirva az (X, .A)
térbe, amint azt a 12. feladat 1. megoldasaban tettiik, a fenti formulat kell beldtni
tetszoleges g(z) = f(Tx) fliggvényre, ha f folytonos és korlatos fiiggvény az (X, .A)
téren. Ekkor viszont a feladat feltételei teljesiilése esetén a g fliggvény korlatos és
majdnem minden x-re folytonos. Tovabb redukalhatjuk a bizonyitandd allitast
olyan a pu mérték szerint majdnem mindeniitt folytonos g f{iggvényekre melyekre
0 < g(z) < 1. S8t, elegendd beldtni azt, hogy I%rri)ioréffg( pn(dz) > [ g(x)u(dx),

mivel alkalmazva az utolsé allitdst a g(z) és 1 — g(z) fliggvényre, megkapjuk, hogy
abban liminf helyett lim és > helyett = frhaté. (Ugyanezt az érvelést hasznaltuk
a 3. feladat b.) = a.) éllitdsanak a bizonyitdsaban is. Ennek a bizonyitdsnak az
érvelését haszndljuk a bizonyitas folytatasdban is.) Rogzitsiink egy € > 0 szamot,
és definialjuk a

1

K(g,pe) =) n({:z € X, g(x) > je}) .

kifejezést. Mivel hm K(g, pin,e) = [ ~ 9(x)pn(dx), tovabba a konvergencia ebben

a relaciéban egyenletes n—ben és az analdg allitas igaz a p mértékre is, elég azt
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16.)

beldtni, hogy liminf K (g, un,e) > K(g,p,€) minden € > 0-ra. Ehhez elegend6

megmutatni, hogy tetszéleges u € R! és € > O-ra
liminf p,{z: g(z) > u—c} > p{z: g(z) > u} .

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket: Legyen A azon z € X pontok halmaza,
melyekben g(z) folytonos. Egy z € A ponthoz és ¢ > 0-hoz rendeljiink hozza
egy 0 = 0(x,e) > 0 szdmot ugy, hogy |g(x) — g(y)| < €, ha p(z,y) < §, és legyen
U(z,e) ={y: p(z,y) < §}. Definidljuk a

B(u,¢) = U U(z,e)

z: z€EA, és g(z)>u

halmazt. Ekkor {z: z € X, g(z) > u— ¢} D B(u,¢), a B(u,¢) halmaz nyilt, ezért
a gyenge konvergencia 3. feladat c.) pontjdban adott jellemzése miatt

lim inf p, ({z: g(2) > v —e}) > lim inf 1, (B(u, £)) > p(B(u,¢)) .

Mésrészt, u({z: g(z) > u}) < u(B,e), mivel {g(x) > u} C ({g(z) > u}NA)U
(X\A) CB(u,e) U(X \ A), és u(X \ A) = 0. E relacidkbdl kovetkezik a feladat
allitasa.

a.) A T operator folytonossdgi pontjainak leirasa.

Ha z € C([0,1]), y € C([0,1]), és p(x,y) < € valamilyen £ > 0-val, akkor

Mt:z(t) > e} < Ty < Mt: z(t) > —¢},

és lir% Mt:x(t) > e} = Mt: z(t) > 0}, lin%)\{t: xz(t) > —e} = Mt: z(t) > 0}.
E— E—

Innen A{t: z(t) > 0} = Mt: z(t) > 0}, ha Mt: z(t) = 0} = 0. Ezért ¢ — 0

hataratmenettel kapjuk a fenti formuldban, hogy e feltétel mellett Ty,, — Tz ha

p(yn,x) — 0, azaz a T leképezés ebben az x pontban folytonos. Ha \{t: z(t) =
1

0} > 0, akkor az y,,(t) = z(t)— — fiiggvénysorozatra, y, — x, és Ty, — Mt: z(t) >
n

0} > Mt: z(t) > 0} = Tz, ezért a T leképezés ebben a pontban nem folytonos.

A T operator a u,, Wiener mérték szerint egy valdszintiséggel folytonos.

Deﬁniéljuk a x(x) = Mt: x(z) = 0}, z € C(]0, 1)), fiiggvényt. Elég beldtni, hogy

J x(@)pw(dx) = 0. E relacié bizonyitdsa érdekében tekintsiik a C([0,1]) x [0,1]

szorzatteret a szorzat o-algebraval és a p,, X A szorzatmértékkel. Definialjuk a

1 hazx(t)=0

plast) = { 0 hax(t)#0

fliggvényt a szorzattéren, és szamoljuk ki az I= fC(O 1) x[0.1] o(x,t)dpy, () dt in-
tegralt a Fubini tétel segitségével két kiilonboz6 médon. Eldszor az x valtozo szerint
integralva kapjuk, hogy I = 0, mert rogzitett t-re p,{x: X(t) = 0} = 0. Elészor a
t valtozé szerint integrélva I = [ x(z)pw(dz). A két azonossdgot Gsszehasonlitva
megkapjuk a kivant allitast.
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Kiegészités
A Tétel A bizonyitdsa. Definidljuk egy a (Z,B) téren értelmezett p mértéknek a p(%)
projekcidjat az elsé k koordinatara a kovetkezé médon. Ha A C [0, 1]¥ mérhetd halmaz,
ahol [0,1]* jeldli a [0, 1] intervallum k-szoros direkt szorzatat énmagédval, akkor legyen
p (A = p({x: z = (21,22,...) € Z, (z1,...,21) € A}).

Legyen p,, valésziniiségi mértékek tetszoleges sorozata a (Z,B) téren. Alkalmazva
a 7. feladat eredményét az X = [0,1]* C R¥ egységkocka vélasztédssal, kapjuk, hogy a
tn, sorozatnak van olyan p,, 1 részsorozata, melyre uﬁ}}jyl gyengén konvergal egy (Y
valdszintiségi mértékhez a [0, 1] intervallumon, ennek egy pin, o részsorozata, melyre

,uglk)Q gyengén konvergal egy fi(?) mértékhez a [0,1]? egységnégyzeten, és igy tovabb

szukcesszive minden p = 1,2,...-ra a fiy, , sorozatnak, melyre ,u(p ),p gyengén konvergal

egy a®) mértékhez a [0,1]P egységkockan, létezik olyan fi,, ,+1 részsorozata, melyre

,ug; +p4)_1 gyengén konvergal egy P+ valészintiségi mértékhez a [0,1]P*! egységkockdn.

Végiil atlos eljarassal e sorozatok segitségével kapunk egy olyan p,, részsorozatot,
melyre igaz, hogy a ,u(p ) mértéksorozat minden p = 1,2,...-ra gyengén konvergal
egy P mértékhez a [0,1]P egységkockan. A konstrukciébdl kovetkezik, hogy a i(P)
mértékek konzisztensek, azaz tetszbleges p > 1 és s > 0O-ra és A C [0,1]7 mérhetd
halmazra, i) (A) = i+ (A x [0,1] x -~ x [0,1]). Miért? (Példéul a pf) és pif"™

-~

mértékek gyenge konvergenciajabol kovetkezik, hogy a p(P) mértéknek és a p(P5) mérték
vetiiletének az els6 p koordinatara olyanok az eloszlasfiiggvényei, hogy ezek értékei meg-
egyeznek azokban a pontokban, melyek mind a két eloszlasfiiggvény folytonossagi pont-
jai. Innen kovetkezik, hogy a két mérték is megegyezik.)

Ezért a Kolmogorov alaptétel alapjan létezik olyan p mérték a (Z, B) téren, melyre
p®P) = i®) minden p = 1,2,...-ra. Allitjuk, hogy a p,, mértéksorozat gyengén kon-
vergal a p mértékhez. Innen kovetkezik a Tétel A allitasa.

Azt kell beldtni, hogy tetsz6leges a (Z, B) téren folytonos f fliggvényre, (amelyik
sziikségképpen korldtos is a Z tér kompaktsdga miatt)

Jim [ f@y,(d0) = [ Fa)n(do

Léassuk be az allitast el6szor abban a specialis esetben, amikor f(z) csak az z € Z
elsé p koordinatajatdl fiigg, azaz f(xr) = f(y), ha v = (v1,...,2p, Tpy1,...) és y =
(T1,.. ., Tp, Ypt1,--.). Ekkor definidljuk az f(z1,...,2,) = f(x1,...,25,0,0,...) p
valtozoés, folytonos fiiggvényt Az f figgvény és a u%jj mértékek tulajdonsagai alapjan
a klirgo [ fl= u%) = [ f(x)p®) (dz), amibdl kévetkezik, hogy

tin [ @y, (d) = [ fan(ds) .

ha az f(x) figgvény az x = (x1,x2,...) pontnak csak az els6 p koordinatdjatdl fiigg. Ha
f(x) tetszéleges folytonos fiiggvény a (Z,B) téren, akkor f(x) egyenletesen folytonos,
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mivel f(x) kompakt téren értelmezett folytonos fiiggvény. A Z téren definidlt p metrika
olyan, hogy p(z,y) < 27P, ha az x és y pontok elsé p koordindtdja megegyezik. Igy
tetszoleges € > 0-ra és Z-n értelmezett folytonos fiiggvényre 1étezik olyan p = p(e, f)

szam, melyre az fo(xl,:cg,...) = fop(z1,22,...) = f(21,...,2,0,0,...) fliggvény
teljesiti a sup |f(z) — fo(z)| < e feltételt. Innen kovetkezik, hogy | [ fo(z)pn, (dx) —
x€Z
[ f(@)pn, (dz)| < e és | [ fo(x) — [ flx)p(dx)] < e. Tovabba mivel fo(z) csak
x els6é p koordinitdjatdl figg, ezert im Ik fo( ),unk (dz) = [ fo(x)u(dx). Ezekbdl a
ne—00

relaciokbdl kovetkezik, hogy

limsup/f x) i, (dz) /f

Mivel ez az allitas igaz tetszOleges € > 0-ra, innen kovetkezik Tétel A.

< 2¢.
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Funkcionalis hatareloszlastétel

A kovetkez6 feladatsor célja a centralis hatareloszlastétel élesitése. Ebben felhasznéljuk
a Valosziniségi mértékek gyenge konvergenciaja metrikus terekben feladatsor eredmé-
nyeit. Belatjuk, hogy a centralis hatareloszlastétel feltételeinek teljesiilése esetén a
valészinliségi valtozék részletosszegeibol természetes médon definialt véletlen torott-
vonal fiiggvény sorozat eloszlasai, mint C([0,1]) térbe képezd valdszintiségi valtozdk
eloszlasai, gyengén tartanak a Wiener mértékhez. FEnnek és az emlitett feladatsor
eredményeinek fontos kovetkezménye a kovetkezo allitas: Tekintsiik a valdszintliségi
valtozok els6 n részletosszegét, n = 1,2, ..., és ennek az n részletosszegnek valamilyen
fliggvényét. Fiiggvények nagyon tag osztilyara az igy definialt véletlen fiiggvényeknek
van hatareloszlasa, ha n — oo. Rdadasul ez a hatareloszlds univerzalis abban az
értelemben, hogy minden a tétel feltételeinek eleget tevd valdszintliségi valtozok rész-
letosszegeibdl igy elkészitett valdoszintliségi valtozo sorozatnak ugyanaz a hatareloszlasa.
Ezenkiviil bebizonyitunk egy a statisztikai alkalmazasokban fontos eredményt arrdl,
hogy egy statisztikai mintdbdl elkészitett empirikus eloszlasfiiggvényre hasonld ered-
mény érvényes.

A fliggetlen valdszintliségi valtozok részletosszegeirdl sz6lo centralis hatareloszlasté-
tel legaltalanosabb alakja a kovetkezo:

Centralis hatareloszlastétel. Legyen adva minden k = 1,2,...-ra valdszintiségi val-
tozok egy k.1, - .58k n, sorozata, ny — oo, ha kK — oo, mely teljesiti a kovetkezd
feltételeket:

(i) Rogzitett k-ra a & 1,...,Ekn, valésziniiségi valtozok fiiggetlenek.
ny

(ii) E&k; =0, Eﬁél = Ulil minden £k =1,2,...,és 1 <[ <npra, »_ O'iJ =1.
I=1

(iii) Teljestil a kovetkezd, igynevezett Lindeberg feltétel:

ng
lim Z B¢ I(|&r1| > €) — 0 minden & > O-ra.
k—o0 ’
=1
k
Ekkor az Sy = ) &, valésziniiségi véltozok k — oo esetén eloszlasban kon-

=1
vergalnak a standard normalis eloszlashoz.

Megfogalmazzuk, majd néhany feladat segitségével bebizonyitjuk a centrélis hatar-
eloszlastétel funkciondlis hatareloszlastétel alakjat. Tegyﬁk fel a centrzilis hatareloszlas-

tétel feltételeit. Legyen s; o = 0, S(O) =0,és s = Z akp, S(l) Z Epy 1 <1 < ny,.
p=
Definialjuk a kovetkezé véletlen Si(¢),0 <t <1, k = 1 2,. torottvonal fliggvényeket.

Sk(Sk,1) = S’,(j), [l =0,...,n; (specidlisan S(1) = Sk(sk,nk) = Sk), és terjesszik ki az
Si(+) figgvényeket ezen osztépontok kozott linearis médon, azaz legyen s ;-1 <t < sy
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1 _
esetén Sk(t) = —(t - Sk,l—1)5,il) + (Sk,l — t)S,(fl 1)}, 1 S l S ng. Ekkor I‘f)g—
Sk, — Sk.—1
zitett k-ra az Si(t) véletlen fliggvény felfoghaté mint egy C([0,1]) térbeli értékeket

felvevo valdszintiségi valtozd. Igaz a kovetkezo funkciondlis hatareloszlastétel.

Funkcionalis centralis hatareloszlastétel. A centralis hatareloszlas fent megfogal-
mazott feltételeinek teljesiilése esetén az elébb definidlt Sk (t) folyamatok eloszlasai a
C([0,1]) térben gyengén konvergdlnak a Wiener mértékhez, azaz a Wiener folyamatnak
mint C([0, 1]) térbeli valészintiségi véaltozénak az eloszlasahoz.

A Valosziniiségi mértékek gyenge konvergencidja metrikus terekben feladatsor 13.
feladata megmutatja, hogy milyen allitasokat kell bizonyitani e tétel igazolasahoz. Elo6-
szOor bebizonyitunk két egyszertibb allitast. Ezek koziil az elsot altalanosabban fogal-
mazzuk meg, mint ahogy sziikségiink van ra.

1.) Legyen X, és Y,, n = 1,2,..., valdsziniiségi véltozoknak két sorozata, melyek
értékiiket egy (X,.A) téren veszik fel, ahol (X, p) teljes szeparabilis metrikus tér,
és A a Borel o-algebra ezen a téren. Tegyiik fel, hogy az X, és Y, sorozat kozel
van egymashoz a kovetkezé értelemben: p(X,,Y,) = 0, ha n — oo, ahol = a
sztochasztikus konvergenciat jeloli. Mutassuk meg, hogy ha az X,,, n — oo, sorozat
eloszlasa gyengén konvergdl egy p valdsziniiségi mértékhez az (X, .A) téren, akkor
az Y,, n — oo, sorozat eloszlasa is gyengén konvergdl ugyanahhoz a p mértékhez.

Megjegyzés: A fenti allitds legfontosabb specidlis esete a kovetkezd: Ha (X, A) =
(RE,B*) (a k dimenziés Euklideszi tér), és X,, —Y,, = 0 (ahol = eloszldsban vagy,
ami az adott esetben ekvivalens, sztochasztikus konvergenciat jelol), akkor ha az
X,, sorozatnak van hatareloszlasa, akkor az Y, sorozatnak is van hatareloszlasa,
amelyik megegyezik az X, sorozat hatareloszlasaval.

Mutassuk meg specidlisan, hogy a centralis hatareloszlastétel (ii) feltétele gyengit-

ny
heté a kovetkezé modon: Elég megkovetelni azt, hogy klim S>> o2, — 1 a pontos
—ooy=1
azonossag helyett.
2.) Mutassuk meg, hogy a centralis hatédreloszlastétel feltételeibdl kovetkezik, hogy
lim sup oi,=0.
k—oo1<i<n,

3.) Mutassuk meg (a centralis hatédreloszlastétel felhasznaldsaval) azt, hogy a centrélis

hatareloszlastétel feltételeinek teljesiilése esetén tetszoleges 0 < t1 < to < --+ <
tp < 1 szamokra az (Sk(t1),...,Sk(tp)) vektorok eloszldsban konvergalnak k — oo
esetében a (W (t1),...,W(t,)) vektorhoz, ahol W(t) a Wiener folyamat a [0.1]
intervallumon.

A Valosziniiségi mértékek gyenge konvergencidja metrikus terekben feladatsor 13.
feladataban szereplé mésik feltétel teljesiilésének az igazolasdhoz meg kell mutatnunk
azt, hogy bizonyos fiiggetlen valdszinliségi valtozdk részletosszegeinek a maximuma
csak kis valészintiséggel vesz fel viszonylag nagy (= sokszor nagyobb, mint az Gsszes
valésziniiségi valtozé Osszegének a szérdsa) értéket. Ebben a becslésben célszerii meg-
szabadulni a maximumtol. Ez lehetséges alkalmas egyenl6tlenségek segitségével. Tobb

22



olyan egyenlotlenség ismeretes a valdszinliségszamitasban, melyek azt fejezik ki szem-
léletesen, hogy a részletosszegek maximuma nem sokkal nagyobb, mint az Gsszes va-
16szintiségi valtozo Osszege. Mi a kovetkezd nem tul nehéz, de e feladatsornak csak a
kiegészitésében bizonyitott lemmat fogjuk hasznalni.

Lemma. Legyenek X1, ..., X,, fliggetlen valoszintiségi valtozék, EX; = 0, EXJ2 = 0J2-,
n
j=1,...,n, 57 = 07 Ekkor minden z > O-ra
j=1

j n

4
P EX> <-P EX> — 25, | -
(Supplp x)_3< vt S)

1<j<n — p=1

El6szor megmutatjuk, hogy e lemma segitségével a centralis hatareloszlastétel fel-
tételeinek teljesiilése esetén a Valdsziniségi mértékek gyenge konvergencidaja metrikus
terekben feladatsor 13. feladata (ii.) allitdsdnak a bizonyitdsit egyszeriibb &llitds bi-
zonyitasara lehet visszavezetni.

4.) Lassuk be, hogy a centralis hatareloszlastétel feltételeinek teljesiilése esetén minden
d > 0-ra és k > ko-ra, ahol kg = ko(d) alkalmas kiiszobindex, 1étezik olyan 0 =
tho <trh1 <tro < - <tgp =1 p=p(kd), particiéja a [0, 1] intervallumnak,
melyre teljesiilnek a kévetkezo feltételek: ty . = sy 1, alkalmas 1 < L(k,r) < ng-
val, és 30 < tg, —tpr—1 < 76,1 <r < p. Legyen tyo = L(k,0) = 0. (Az sk,
szamokat a funkciondlis hatareloszlastételben szereplé S (t) tordttvonal konstruk-
cidjadban definidltuk.) Minden elég nagy k-ra és 0 < § < l-re rogzitsiink egy
ilyen particiét és az e particiét meghatarozé L(k,r), 0 < r < p(k,d) szdmokat.
A kimondott lemma segitségével mutassuk meg, hogy a Valdsziniiségi mértékek
gyenge konvergencidja metrikus terekben feladatsor 13. feladatdban szerepld (ii)
tulajdonsag teljesiil, ha minden n > 0-ra létezik olyan 6 = d(n), hogy minden
0 < § < d(n)-ra az ehhez a d-hoz tartozé particié teljesiti a

p(k,0)
tim 3 P ([sf) - s )~ (a)

k—o0 —

relaciot, ahol az S ]gl) Osszeget az S (t) véletlen toréttvonal konstrukceidjaban defi-
nialtuk.

A kovetkezé feladat célja az, hogy megmutassuk: Az (a) relaciéban az S ,iL(k’r))
osszegekben szerepld & ; valdsziniiségi valtozokat helyettesithetjiik ezek alkalmas
csonkitottjaval, illetve azokhoz még egy konstanst hozzdaadhatunk, amitél az 6ssze-
adandok nulla varhatéd értékiiek lesznek. fgy a 4. feladat (a) éllitdsa helyett egy
egyszerlibb becslést is elég bizonyitani. Ebben a feladatban hasznaljuk ki a Lin-
deberg feltételt. E feltétel biztositja azt, hogy a & ; valészintiségi valtozdk nagy
értékeinek a hatésa elhanyagolhatd. (A ¢, véltozé nagy, ha nagyobb mint ¢, azaz
e-szor az Osszeg szordsnégyzete. Tehdt informalis médon megfogalmazva, a &
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értékét akkor tekintjiik nagynak, ha ennek az egyetlen Osszeadandénak az értéke
Osszemérhetd a teljes Sy Osszeg tipikus értékeivel.)

Legyen &1, b = 1,2,..., 1 < r < ny valoszinlségi valtozoknak egy a centrélis
hatareloszlastétel feltetelelt kielégit6 rendszere. Tetszdleges 7 > O-ra definidljuk
a & (1) = e l(|€hr| < 7), & (T) = & I(|€k,r| > T) valdszintiségi véltozokat.
Legyen my, (1) = Eéy (1) = —EEIIC’T(T), és legyenek &i (1) = & (T) — M (7),
& (T) = &, (T) + My (7). Definidljuk tovdbba az

S (r) = kapm és S (r Zsk,p 1<7r <

p=1

valoszinliségi valtozokat. Mutassuk meg, hogy a centralis hatareloszlastétel felté-
teleibdl (a Lindeberg feltételbdl) kovetkezik, hogy

ng
lim S BlE,, (7)] =
kggogl € (I =0,

és

lim ZP (|SM ) = SMETD ()] > ) =0

minden n > 0, 7 > 0 valds, p > 0 egész szdmokra és a [0, n] intervallum tetszéleges
= M(k,0) < M(k,1) <--- < M(k,p) = ny, felosztasara M (k,r) egész szamokkal.
Ezért a 4. feladatban szerepl6 (a) reldcié kovetkezik a kovetkezo allitasbol:

lim sup Z (‘S,gL(k’T))(T) - S,E:L(k’Tfl))(T)’ > 17) < const. (n)(72 +0)  (b)

minden 7 > 0, 7 > 0 és 0 < § < §(n)-ra, ahol az L(k,r) szimok megegyeznek a 4.
feladatban szerepl§ (J-tdl fiiggd), a [0, 1] intervallum particiéjat definidlé szamokkal.
(Valéjaban elég lenne a (b) becslés jobboldaldn tetszéleges olyan f(n, d, 7) fiiggvény,
melyre %Lr% f(n,9,7) = 0 minden n > O-ra.)

T—0
Bizonyitsuk be az el6z6 feladat (b) allitdsat, és igy a funkcionélis centralis hatér-
eloszlastételt.

A kovetkezo egyszerti feladat célja az, hogy egy példaval megmutassuk: Sztochaszti-
kus folyamatok véges dimenzids eloszldsainak a konvergencidja egy sztochasztikus
folyamathoz a C([0,1]) térben nem elegend$ ahhoz, hogy e folyamatok minden
folytonos funkciondljanak legyen hatareloszlasa, amelyik a hatarfolyamat funkcio-
naljanak az eloszlasdhoz tart.

1 1 2
Legyen fo(t) =0,0 <t <1, f,(t) =nt,ha0 <t < —, f,(t) =2—nt,ha — <t < —
n n n

2
és fr(t) =0,ha — <t <1,n=23,.... Legyen az Xy C([0,1]) értékii (elfajult)
n
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valdsziniiségi véaltozé 1 valésziniiséggel fo(t) fiiggvény, az X, valdsziniiségi véltozo
pedig 1 valészintiséggel az f,(t) fiiggvény, n = 2,3, .... Mutassuk meg, hogy az X,,
valoszinliségi valtozok véges dimenzids eloszldsai konvergalnak az X valdszinliségi
valtozd véges dimenzios eloszlasaihoz, de az X,, valdszintiségi valtozok pu.,, eloszlasa
nem konvergél gyengén az X pg eloszldsdhoz a C([0,1]) téren, ha n — oco. Adjunk
meg olyan T folytonos leképezést a C([0,1]) térbsl Rl-re, amelyikre T(X,,) nem
konvergal eloszldsban T(X()-hoz, ha n — oc.

Egy masik (kiilonosen statisztikai alkalmazasokban) fontos C'([0.1]) térbeli hatar-
eloszlastétel az empirikus eloszlasfiiggvény alkalmas normaltjanak a gyenge konver-
gencidja a Brown bridge-hez. Ennek megfogalmazasahoz el6szor vezessiink be néhany
fogalmat. Legyenek &;,...,&, fliggetlen, a [0,1] intervallumban egyenletes eloszlasu
val6szintiségi valtozék. Definidljuk a & () < f;(n) < < 5:1(”) rendezett mintat, ami
a &1,...,&, valoszinliségi valtozok nagysag szerinti rendezése. (Megjegyezziik, hogy
mivel a §;, 1 < j < n, valészinliségi valtozok 1 valdszinliséggel kiilonbozdek, ezért
a nagysag szerinti rendezés 1 valdszintiséggel egyértelmii.) Definidljuk az F,(t) =

F,(t,w), n = 1,2,..., 0 < t < 1, empirikus eloszlasfliiggvényt a kdvetkez6 mdédon:
k *(n *(n *(n
Fa(t) = Fatw) = = ha W) <t < @), k= 1,...n =1, (™ = 0

jeloléssel) és F,(t) = Fn( ,w) = 1, ha e (w) <t < 1. Mivel az F,(t) empirikus
eloszlasfiiggvény nem folytonos fiiggvény, annak érdekében, hogy a C([0,1]) térben dol-
gozhassunk, bevezetjiik az F,(t) = F,(t,w) médositott eloszlasfiiggvényt, melyben az
F, (t) empirikus eloszlasfiiggvénynek a §:(k) ugrépontokban felvett értékeit linearis sza-
kasszal kotjiik 6ssze. Formalisan felirva

Falbw) = et e Ty §*<n> PSS S
k+1 k k+1

. 11—t

Fot,w)=1—= ha &M <t <1.

ni_— 5;(”)
Bebizonyitjuk a kovetkezo tételt:

Tétel. Funkciondlis hatdreloszldstétel az empirikus eloszldsfiiggvényre. Minden n =
1,2,... egész szamra legyen adva fliggetlen, a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasi
valészintiségi valtozoknak egy 1, . . ., &, sorozata. Tekintsiik az ezen valdsziniiségi valto-
z6k altal a fent leirt médon deﬁnialt F,(t) = F,(t,w) médositott empirikus eloszlasfiigg-
vényeket és az X, (t) = X, (t,w) = \/ﬁ(ﬁ’n(t,w) — t) folytonos trajektéridju sztochasz-
tikus folyamatokat, n = 1,2,.... Az X,,(t) sztochasztikus folyamatok C([0,1]) térbeli
eloszlasai gyengén konvergélnak a Bo(t) = W (t) — tW (1) Brown bridge eloszlasdhoz a
C([0,1]) térben, ahol W (t) a Wiener folyamatot jeldli.

Felmeriilhet a kérdés, hogy amennyiben minket az F), (t) empirikus eloszlasfiiggvény
aszimptotikus viselkedése érdekel, nem lehet-e a fenti tételhez hasonlé eredményt bi-
zonyitani az Y, (t) = /n(F,(t) — t) sztochasztikus folyamatokra. Ez lehetséges, de
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mivel az Y, (t) sztochasztikus folyamat nem folytonos trajektéridjui, ezért ennek az
eredménynek a bizonyitasahoz ki kell dolgozni a gyenge konvergencia elméletét altalano-
sabb terekben. Ez megtaldlhaté példaul Patrick Billingsley: Convergence of Probability
Measures cimi konyvében. Mi ennek az elméletnek finomabb kérdéseit ebben a feladat-
sorban nem targyaljuk. Viszont megmutatjuk, hogy mivel sup |X,,(t)—Y,(t)] = n=/2
0<t<1
<t< o "

és F,,(t) = ﬁ)
és az X, (t) sztochasztikus folyamatok eloszldsai gyengén konvergdlnak egy C([0,1])
térbeli mértékhez, ezért az X,,(t) folyamatok gyenge konvergencidja egyenértékii ered-
mény az Y, (t) folyamatok gyenge konvergencidjaval. (A Billingsley kényvben kidolgo-
zott elmélet akkor hasznos, ha sztochasztikus folyamatok gyenge konvergenciajat akar-
juk belatni nem folytonos trajektoridju sztochasztikus folyamathoz. Ilyen nem folytonos
trajektéridju hatarfolyamat lehet példaul a Poisson folyamat. E feladatsorban viszont
ilyen tipust eredményeket nem targyalunk.)

(a szuprémum a t = Sz(n) — 0 pontokban vétetik fel, ahol F,(t) =
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Megoldasok

1)

Tudjuk, hogy ha f(z) folytonos, korlatos fiiggvény, akkor lim f(X,,) létezik. Be
akarjuk latni, hogy lim f(Y,,) szintén létezik, és ez a két hatarérték megegyezik.

Ehhez elég megmutatni azt, hogy E[f(X,) — f(Y,)] — 0, ha n — oo. Ez az éllitas
kovetkezik a Lebesgue tételbol, mivel a feladat feltételeinek teljesiilése esetén

sup |f(X,)— f(Y,)| <const., és f(X,)— f(Y,) =0,

1<n<c0

ha n — oco. Az utolso allitas igazolasanal hasznaljuk ki, hogy mivel az X, sorozat
eloszlasa gyengén konvergdl, ezért tetszéleges ¢ > O-ra létezik olyan kompakt
K = K(¢) € X halmaz, melyre P(X,, € K) > 1 — ¢ minden n = 1,2,...-ra
(lasd Valdsziniiségi mértékek gyenge konvergencidja metrikus terekben feladatsor 6.
feladatdt), és egy folytonos f(x) fliggvény a kompakt K halmazon egyenletesen
folytonos.

ng
Bevezetve az s, = Y oz, jelolést, a centralis hatdreloszlastétel gyengitett feltéte-

=1
leinek teljesiilése esetén az ZE sorozat eloszlésban konvergdl a standard normalis
Sk
2
: S . S . S
eloszlashoz. Mivel E (Sk — —k> — 0, ezért S — LN 0, ezért az Sj és ok
Sk Sk Sk

sorozatnak ugyanaz a hatéareloszlasa.

TetszoOleges € > 0-ra

Nk
ohy S EG <+ B I(|Eal > €) e+ > EG Ikl > ¢) .
=1

Ebbol az egyenlétlenségbdl és a Lindeberg feltételbdl kovetkezik, hogy

limsup sup op, <e.
k—oo 1<k<ng

Mivel ez az egyenl6tlenség minden £ > O-ra igaz, innen adodik az allitas.

A feladat allitasa ekvivalens a kovetkezo allitassal: Az {Sj(t;) — Sk(tj—1), 1 <j <
p} vektor eloszlésa, tog = 0 és S(tg) = 0 jeloléssel, eloszldsban konvergél egy normélis
eloszlasu (Z1, ..., Z,) vektorhoz, ahol EZ; = 0, Eij =tj—tj—1,1<j<p, ésa

Zi, ..., Zy valészinliségi valtozok fliggetlenek. Definidljuk a vy ; = sup sp, és
1<i<ny,
Sk, 1<t;
up; = inf i, 1 <j < pszamokat, és az Yy ; = S(vk,;) —S(ug, ;) valdsziniiségi
9. lglgnk k) b b b
Ska=tj—1

véaltozokat, 1 < j < p. Azaz vy ; az utols6 t; el6tti, uy ; az els6 t;_; utdni sy
osztépont. A 2. feladat alapjan vy ; — t; és up; — tj—_1, minden 1 < j < p-re,
ha k£ — oco. Ezért Yk,j - [Sk(tj) - Sk(tj—l)] = 0és EYIE’J — tj — tj—l, EYk’j =0
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minden 1 < j < p-re, ha k — oo. Tovabba rogzitett k-ra az Yy 1, ..., Yi,
val6szinliségi valtozok fiiggetlenek, mivel ezek bizonyos & egymadstol fiiggetlen
valoszinliségi valtozok osszegei, és az egyes Y ; valdszinliségi valtozokat definidld
osszegekben kiilonbozé &y, valdszinlségi valtozok vesznek részt. Az 1. feladat
alapjan a bizonyitandé &llitas ekvivalens azzal az allitassal, hogy az (Yy 1,..., Yk p)
véletlen vektor eloszlasban konvergal a (Zi,...,Zy) vektorhoz. Ehhez viszont
az Yy ; valésziniiségi véltozok fiiggetlensége miatt elég beldtni azt, hogy az Y ;
valészintliségi valtozok rogzitett 1 < j < p-re konvergédlnak egy 0 varhatd értéki,
t; —tj_1 szérdsnégyzetll normdlis valészinliségi valtozéhoz, ha k — co. Miért? Ez
az allitas kovetkezik a centrélis hatdreloszlastételbdl, mivel az Y} ; valészinliségi
valtozok felirhaték mint fiiggetlen valdszintiségi valtozok osszegei, melyek teljesitik
a centrdlis hatareloszlatétel atskalazott valtozatat.

4.) Valasszuk ko-t olyan nagynak, hogy k > ko-ra aiw < 0 minden 1 < r < ng-
ra. (Ez lehetséges, lasd a 2. feladatot.) Legyen sipo = Lio = 0, és ha tj, és
L(k,r) mér definidlva van, akkor legyen L(k,r + 1) = min{l: sx; > tx, + 30},
ha ty, < 1—-70, L(k,7r +1) = ng, ha 1 — 76 < tx, < 1, és p(q,6) = r, ha
tkr = 1. Legyen sg 41 = Sk r(kr+1)- Bz a particié nyflvan teljesiti a feladatban
megkivant tulajdonsigokat. Mivel min(Sl(Cl),Sl(ClH)) < Sk(t) < maX(S,(gl),S,(JH)),
ha sp; <t < Sk 141, 65 Ski41 — Sk < 0 ha k > ko, ezért

sup [Sk(t) = Sk(s)| <4 sup  [Sk(sk,p) = Sk(sk,q)l

0<s,t<1 0<p,g<ny
[t—s|<d |Sk,p) —5k,q| <38
l Li.r
<3 sup sup ‘Slg) - S,(c tor)

0<r<p(k,5) L(k,r)<I<L(k,r+1)

2 2
- Ekkor £ (sprrre) = si) < 76 < (g) . Ezért az

Legyen § < g < 777
el6z6 egyenlétlenségbdl és a lemmabdl kovetkezik, hogy

P sup [Sk(t) = Sk(s)| >n

0<s,t<1
[t—s|<d
p(k,0)—1
n
< P sup ‘S(l) R
Z (L(k r)<I<SL(k,r+1) F F 3

4p(k’5)_1 (L) o(Lin)
S § Z P (’Sk k,r+1 _ Sk k,r
r=0

~5)

ha k > ko és 0 < dp. Ezért a feladatban megfogalmazott (a) relaciébdl, (n
helyett 1/6 valasztéssal) kovetkezik a Valdsziniiségi mértékek gyenge konvergencidja
metrikus terekben feladatsor 13. feladatéanak (ii.) feltétele az Sy (t) sorozatra.

5.)
ZE!@M )| < —ZE&N (ew >7) =0
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rogzitett T > 0-ra,ahol a konvergencia teljesiil £ — oo esetén a Lindeberg feltétel
alapjan. Ez a feladat elso allitasa. Masrészt,

M(k,r)
o(M(k,r a(M(k,r—1
S SN = 3T g,
p=M(k,r—1)+1
M (k,r) M (k,r)
- Z 5’%1)(7) + Z My p(T)
p=M (k,r—1)+1 p=M(k,r—1)+1

és a feladat mar bizonyitott allitasa szerint

M(k,r)

Yo mup(n) £ ElGp(n)] <
p=1

p=M(k,r—1)+1

l\Dld

ha k > ko, ko = ko(n, 7). Tovédbba, esetleg ko-t 7-tdl fliggéen nagyobbnak vélasztva
azt is feltehetjiik, hogy [my,| < 7/2 k > kora, és p = 1,...,ng-ra. Ezért
Ckp|l > 7/2, ha [& | > 7, és E&;,;’p(’i')2 < Eﬁi,pl(ﬁk,p > 7). Ezért a Csebi-
sev egyenldtlenséget alkalmazva a & (1) fliggetlen 0 vdrhaté értékil valészinfiségi

valtozok osszegére kapjuk, hogy k > kg-ra

M(k,r)

(s = sMETD @ ) <P Y ) > 2
p=M(k,r—1)4+1
M (k,r) M (k,r)

<50 sy Y BRI (6> D)

N p=M(k,r—1)+1 n p=M (k,r—1)+1

és

p <)S£M(k,r))(7) . S}iM(k,r—l))( ’ ) < % Z fi,pl <]§k,p >

r=1
Az utolsé kifejezés jobboldala nulldhoz tart a Lindeberg feltétel miatt. Ezzel a
feladat mésodik allitasat belattuk. Mivel az (a) allitasban szerepl6 Gsszeg tagjaira

igaz, hogy

L) _ gLik=1.)

< [SE* () = SEETI @)+ (£ (7) = s ()

ezért a (b) tulajdonsdg teljesiilése esetén alkalmazva az 5. feladat mésodik becslését
= p(k,d), M(k,r) = L(k,r,0) szereposztéssal és n helyett n/2-t vélasztva mind
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ebben a becslésben mind a (b) allitasban, kapjuk, hogy

p(k,9)
lim sup Z (‘SI(CLUC’T)) — S,gL(k’T_l))‘ > 77)

k—o0

p(k,5)

< lim P <‘§,§L(k’r))(7') — géL(k’r_l))(T)‘ > g)

: (L(k,m) oy _ q(L(k,r—1)) ny - 2
+ lim sup Z (‘Sk (1) = S, (7')’ > 2) < const. (n) (7% + 9).

Mivel ezt az egyenlGtlenséget alkalmazhatjuk tetszoleges 7 > 0, 6 > 0 és n >
0 szamokra, § — 0 és 7 — 0 hatdratmenettel kapjuk, hogy az (a) allitds bi-
zonyitasdhoz (a centralis hatareloszlastétel feltételeinek a teljesiilése esetén) elég
beldtni a (b) &llitast.

6.) Természetes prébéalkozas lenne a
p(k;9) " ”
,T ,r—1
> P (st ) = s )| > )
r=1

Siz(z ( (L(km) (1) _ S}iL(k,r—l))(T)>2 <: %)

n

egyenl6tlenség segitségével megprébalni a (b) allitds becslését bizonyitani. Ez a
becslés azonban til durva. A becslés durvasaganak az az oka, hogy a masodik mo-
mentum becslésében nem tudjuk kihasznalni azt, hogy az egyes & , valésziniiségi
valtozokat csonkitottuk egy kis 7 szinten. Viszont ezt a mddszert finomitva, fel-
hasznaljuk a

Py L(k L(k 1
> P (s ) - sFET ()] > )
r=1

1 & (L(k,r)) (Ler—1))
< 2 B(SH @ - s )
r=1

egyenlotlenséget, és azt allitjuk, hogy

p(k,0) 4
> B (s () = sFET() < comst (72 +6)
r=1

A két utolsé egyenlétlenségbél kovetkezik a (b) egyenlStlenség is.
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Mivel a & ,(7) valészintliségi véaltozdk fliggetlenek és nulla varhaté értékiiek,

- 4 L(k,r)
E (s ) = s m)) = 3 Bgy(n)!

p=L(k,r—1)+1

+ > B p(7)* B q(7)? -

L(k,’l"—l)<p,q§L(k,’f’)
p#q

Mivel [€ ,(T)| < T4|my p(7)| < 27 €elég nagy k-ra, (az |my ,(7)| < 7 egyenlétlenség
kovetkezik az 5. feladat els6 egyenl6tlenségébdl), ezért

L(k,r) L(k,r) L(k,r)
Y EB&Gu(n)t<4ar’E Y E&,(r)’<4rE Y EG,
p=L(k,r—1)+1 p=L(k,r—1)+1 p=L(k,r—1)+1

minden 1 < r < p(k,d)-ra, ha k > ko = ko(7). Mésrészt,

L(k,r) 2
Z Efk,p(7)2Efk,q(7')2 < Z Egk,p(T)z
L(k,r—1)<p,q<L(k,r) p=L(k,r—1)+1
PF#q
L(k,r)

<7 Y Eg,

p=L(k,r—1)+1

minden 1 < 7 < p(k,d)-ra, az B¢ ,(1)* < EE}, egyenlétlenség és az L(k,r) =
L(k,r,0) sorozat definicidja miatt. Ezeket az egyenlGtlenségeket Gsszeadva minden
p=1,...,p(k,0)-ra, kapjuk, hogy

p(h) . s
> B (S ) = sEET)) < (402 4 70) Y BER, < comst (72 4 6)
r=1 p=1

és ezzel bebizonyitottuk a (b) egyenlStlenséget k > ko(d,7) esetén. A fenti fel-
adatsor eredményeibdl kovetkezik, hogy a funkciondlis hatareloszlastétel megfogal-
mazasaban szerepl6é Si(t) sztochasztikus folyamatok eloszlasai a C([0,1]) térben
és a Wiener mérték a centralis hatareloszlastétel megfogalmazott feltételeinek tel-
jesiilése esetén teljesitik a Valdszintségr mértékek gyenge konvergencidja metrikus
terekben feladatsor 13. feladataban el6irt feltételeket. Ezért igaz a funkcionalis
hatareloszlastétel.

7.) Roégzitve bizonyos 0 =ty < t; < --- < t < 1 szamokat az f,(¢;), 0 < j < k,
(elfajult) valdsziniiségi valtozdk egyiittes eloszlasa megegyezik az (elfajult) fo(t;),

0 < j < k, valoszinliségi valtozok egylittes eloszlasaval, ha n > Ezért az

%.
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fn valdszintiségi valtozdk véges dimenzids eloszldsai konvergdlnak az fo véges di-
menzios eloszlasaihoz. Viszont a gyenge konvergencia masik feltétele nem teljesiil,
1

mivel  sup |fn(t) — fu(s)| = 1 egy valdsziniiséggel, ha n > 5 Alkalmazva
0<|t—s|<6

a Tx = sup z(t) folytonos funkcionalt a C([0,1]) téren kapjuk, hogy Tf, = 1,
0<t<1

han > 1és Tfy = 0 1 valészintiséggel. Ezért T f,, valoszintiségi valtozok nem

konvergélnak eloszlasban T f valdszintiségi valtozohoz.
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Kiegészités

A Lemma bizonyitdsa: Definidljuk az

p !
ZX]'>.T, Zngx, l=1,....,.p—1
j=1 J=1

halmazokat, p=1,...,n. Az Aq, ..., A, halmazok diszjunktak, és

sup ZX > :LnJAp
p=1

1<p<n j=1
Ezért
n
sup X;>x | = P(A
JE> 2
= p_
n
Legyen B, =< > X;>-2s,,p=1,...,n—1, B, =Q. Az A}, és B, események

j=p+1
fiiggetlenek, és a Csebisev egyenl6tlenség alapjan

n
> o7

_ - Jj=p+1 1

w
w

Innen kovetkezik, hogy P(B,) > —, és ezért P(B,) > — minden p = 1,...,n-re.
Tovabba az A, NB,, p=1,...,n halmazok diszjunktak, és

=~
=~

in>x—28n LnJAﬂB
= p=1

mivel w € A, N B,-re ZX —ZX + Z X; > x — 2s,. Ezért

J= Jj=p+1
P (Z X, >z — 23n> >> P(A,NB,)=> P(A,)P(B,)
p=1 p=1 p=1
3 3 ?
> -3 P(Ay))=-P| sup X;>z |,
44 4 \i<i<p

és ez a bizonyitando allitas.
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