Hatareloszlastételek és korlatlanul oszthatd eloszlasok. II. rész

1. Az alapvet6 eredmények megfogalmazasa.

Ismertetjiik azt az eredményt (bizonyitassal egyiitt), amely sziikséges és elégséges fel-
tételt ad arra, hogy az egyenletes kicsiséget teljesité szériasorozatok alkalmasan nor-
malizalt osszegei eloszlasban konvergaljanak. Megadjuk tovabba a hatareloszlast is. Ez
mindig korlatlanul oszthato eloszlas. Ez azt jelenti, hogy nemcsak a fliggetlen egyforma
eloszldsi, hanem tetszoleges az egyenletes kicsiséget teljesito szériasorozat normalizalt
Osszegeinek a hatareloszlasa, (ha az 1étezik), korlatlanul oszthaté eloszlés.

Az eredmény bizonyitasaban fontos szerepet jatszik annak az onmagédban is érdekes
kérdésnek a vizsgalata, hogy korlatlanul oszthaté eloszldsi valdszintliségi valtozdk soro-
zata mikor konvergél eloszlasban egy, (mint kés6bb latni fogjuk, sziikségszertien kor-
latlanul oszthaté eloszlasi) valésziniiségi valtozéhoz. Egy kiegészitésben részletesebben
is 0sszehasonlitjuk a szériasorozatok részletosszegeinek és korlatlanul oszthato eloszlasu
valoszintliségi valtozok sorozatainak hatareloszlasarél szolo tételt. Durvan szolva, a kap-
csolat a kovetkezO: A szériasorozat egyes soraiban levo valdszintiségi valtozékhoz olyan
fiiggetlen, korlatlanul oszthato eloszlasi valdszintliségi valtozokat lehet tarsitani, amelyek
karakterisztikus fiiggvényeit meghatarozé M kanonikus mértékek szoros kapcsolatban
vannak a tekintett valdszintiségi valtozok eloszlasfiiggvényeivel. Tovabba a szériasorozat
kiilonb6z6 soraiban levo valtozok osszegének akkor és csak akkor van hatareloszlasa, ha
a hozzajuk tarsitott fiiggetlen és korlatlanul oszthato eloszlasu valdszintiségi valtozékbol
készitett Osszegek eloszlasban konvergdlnak. Az eredeti és a tarsitott valdszintiségi
valtozokbdl készitett osszegek hatareloszlasa megegyezik.

Természetesen ezek az eredmények abban a specidlis esetben is érvényesek, amikor
a szériasorozatok egy sorban szereplé tagjai nemcsak fiiggetlenek, hanem egyforma
eloszlasiak is. Ezzel a specidlis esettel azért érdemes kiilon foglalkozni, mert ebben
az esetben a kovetkez6 a szemlélet alapjan ,,nyilvanvalé”, mégis bizonyitasra szoruld
allitas is igaz: Ha a szériasorozatozat egyes soraiban szereplo tagok nemcsak fiiggetlenek,
hanem egyforma eloszlasuak is, a tagok szdma tart a végtelenhez, és a szériasorozatok
egyes soraiban levé elemek Osszegeinek van hatareloszlasa, akkor a szériasorozat tel-
jesiti az egyenletes kicsiség feltételét. Ezekbol a késobb pontosabban megfogalmazando
és bizonyitand6 eredményekbdl kovetkezik a Lévy—Hincsin formula is, azaz az az allitas,
hogy az el6z6 részben konstrualt korlatlanul oszthaté eloszlasok megadjak az Osszes
korlatlanul oszthaté eloszlast, és ez a reprezentacié egyértelmii.

Az eredmények megfogalmazasa elott felidéziink néhany a tovabbiakban fontos
fogalmat és bevezetiink néhany jelolést: Legyen &, kB = 1,2,..., j = 1,...,ny,
valoszintiségi véaltozok szériasorozata, azaz tegyiik fel, hogy rogzitett & szamra a & ;,
1 < j < nyg, valdszintiségi valtozok fliggetlenek. Azt mondjuk, hogy ez a szériasorozat

teljesiti az egyenletes kicsiség feltételét, ha minden € > 0 szdmra lim sup P(|& ;| >
k=00 1< <ny

g) = 0. Felidézziik tovdbba az els6 részben mar definidlt kanonikus mérték fogalmat.
Egy M mértéket a szamegyenes Borel halmazain kanonikus mértéknek neveziink, ha
tetszbleges véges [a,b] C R! intervallum M{[a,b]} mértéke véges, és tetszbleges a > 0
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szamra

<1 1
/a FM(dm)<oo, és /OO EM(da:)<oo.

Legyen &, k=1,2,...,j =1,...,n, egy az egyenletes kicsiség feltételét teljesitd
szériasorozat, és jelolje Fy ; az & ; valosziniiségi valtozd eloszlasfiiggvényét. Vezessiik
be az

ng
My(dx) = a®Fy j(dz) (1.1)
j=1
o-véges mértéket a szdmegyenesen és az
ngk 1
M @) =3 (1= Fsla)) = [ 5 Mudu)
j=1 u>xT

. . x>0 (1.2)
Mp(e) =Y Fey-e)= | ()

jeloléseket. Az alabbi tételben annak sziikséges és elégséges feltételét adjuk meg, hogy az
ng

Sk = Y &,; Osszegek alkalmas Sj — by normaltjai eloszlasban konvergéljanak k — oo
j=1

esetén valamilyen by szamsorozattal. Ilyen feltétel megadhaté az elébb definidlt My

mértékek és M ,;t fliggvények segitségével.

1. Tétel. Legyen &5, k= 1,2,..., j = 1,...,nk, az egyenletes kicsiséget teljesité
szériasorozat Fy j, k = 1,2,..., 1 < j < ng, eloszldsfiggvényekkel, amelyre a Sy, =
ng _

> &k,j Osszegeknek alkalmas Sy — by, normalizdltjai eloszldsban konvergdlnak valami-
j=1

lyen eloszlasfiigguényhez. Ekkor létezik olyan M kanonikus mérték a szdmegyenesen,
amelyre az (1.2) formuldban definidlt M,it(x) fiigguények illetve az M kanonikus mérték
segitségével hozzajuk hasonloan definidlt

1 1
Mt (z) = —M M~ = —M 1.2/
@=[ @M. w@=[  Lua )
fligguények teljesitik a
klim M (z) =M™ (z) és klim M, (z) =M~ (x) (1.3)

reldcidkat minden olyan x > 0 pontban, ahol az M (-) illetve M~ () fiigguvény folytonos
az x. Ezenkivil teljesil a késébb megadandd (1.6) formula, amelynek megfogalmazdsa
érdekében bevezetiink néhany jelolést.

Roégzitsunk egy a > 0 szdmot, és definidljuk a
x  halz|<a
T(x)=7.(x)=¢q a hax>a (1.4)

—a hazx<-—a



figguényt és a

Br,j = Br,j(a) = ET(&k,j), br = br(a) = Zﬁk,jy By = Bi(a) = Zﬁi,j?
=1

j=1
k=1,2,..., j=1,...,n (1.5)

szamokat. Ha az S — by normalizdlt ésszegeknek létezik hatdreloszldsa alkalmas by,
sorozatra, akkor az (1.1) formuldban definialt My mértékek teljesitik az

My ([—s,s]) — By — M(|—s,s]|), hak— o0 (1.6)

reldciot minden olyan s > 0 pontban, ahol az M™ és az M~ fiigguények folytonosak.
Az (1.6) reldcié a kordbban bevezetett M kanonikus mértékkel és M*(-) fiigguényekkel
Ervényes.

Megforditva, ha az (1.3) és (1.6) reldciok teljesiinek alkalmas M kanonikus mérték-
kel, akkor az Sy o0sszegek alkalmas normalizaltjai eloszlasban konvergdlnak. Meg tudunk
adni explicit modon eqy alkalmas normalizaciot, amellyel létezik hatdreloszlds, és le
tudjuk irni az ehhez a normalizdlishoz tartozdé hatdreloszldst. Nevezetesen, az (1.5)
formulaban definidlt by, konstansokkal az Sy — by valdsziniiségi vdltozok eloszlasban kon-
vergdlnak egy korldtlanul oszthato eloszldshoz, és a hatdreloszlds () karakterisztikus
figguényének a logaritmusdt a

u?

log o (t) = / Tt gy, (1.7)

— o0

képlet adja meg, ahol az M kanonikus mértéket az (1.3), (1.2") és (1.6) feltételek ha-
tarozzdk meg, a T fligguényt pedig az (1.4) formuldban dedinidltuk. (Az (1.6) formula
hatdrozza meg az origé M({0}) mértékét.)

A hatdreloszlastétel teljestiléséhez elég a (1.6) feltételnek egy gyengitett vdltozatdt
megkdvetelni, nevezetesen azt, hogy a (1.6) reldcié az M™* fiigguények egy folytonossdgi
pontjdban teljesil. (Ldsd az aldbbi 1. Megjegyzést.)

Ahhoz, hogy az 1. Tétel, illetve a benne szerepl6é (1.7) formula kimondésa teljes
legyen definidlni kell az (1.7) formuldban szerepld integrandust az u = 0 pontban is.
Ezt folytonossagi meggondolasok alapjan a koévetkezd mddon tessziik itt és a késébbi
formuldkban:

et — 1 — itr(u) i et — 1 — itr(u) t2
= lim =——

2 2 :
U u—o 40 U 2

Az 1. Tétel azt mondja ki, hogy egy &k j, K =1,2,...,1 < j < ny, az egyenletes ki-
csiség feltételét teljesito szériasorozatbdl alkalmas by, konstansokkal készitett normalizalt
Sk — by, Osszegeknek akkor és csak akkor van hatdreloszlasuk, ha a & ; valdszintiségi
valtozok eloszlasfiiggvényeinek segitségével az (1.1) és (1.2) formuldban definidlt M}
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mértékek és MT(-) fiiggvények egy alkalmas M kanonikus mértékkel egyiitt teljesitik
az (1.3) és (1.6) formuldkat. Ha van hatareloszlds, akkor a by konstansok alkalmas
megvalasztasaval elérhetd, hogy a hatareloszlas karakterisztikus fliggvényének a loga-
ritmusat, amely mindig létezik, az (1.7) formula adja meg. S6t azt is tudjuk, hogy a by
konstansok egy alkalmas megvalasztdsat tartalmazza az (1.5) formula. fgy specialisan
megkaptuk az egyenletes kicsiséget teljesitd szériasorozatok normalizalt 6sszegeinek le-
hetséges hatéareloszlasait. Jegyezziik meg, hogy az els6 részben megkonstrualt korlatla-
nul oszthatd eloszldsok jelentek meg hatareloszlasként, noha altaldanosabb esetet tekin-
tettiink. Nem tettiik fel, hogy a szériasorozat ugyanabban a soraban levé valdszintiségi
valtozdk egyforma eloszlastuak. Az elsé részben azt is elmagyaraztuk, hogy az (1.7)
formuldval jellemzett hatdreloszldst hogyan lehet jellemezni egy u=2M (du) szamlalé
mértékii Poisson folyamat és egy téle fliggetlen M ({0}) szérasnégyzeti normélis el-
oszlasu valdszintiségi valtozo segitségével. Az (1.3) formula hatérozza meg a Poisson
folyamat szamlalé mértékét az (1.6) formula pedig a normalis eloszlas szérasnégyzetét.

A kés6bb megfogalmazandé 2’. Tételbdl az is kovetkezik, hogy a hatareloszlds meg-
hatérozza az (1.3) és (1.6) formuldban szereplé M kanonikus mértéket.

Annak érdekében, hogy ezt az 1. Tételt jobban megértsiik tegyiink néhany megjegy-
zést. Eloszor vegyiik észre, hogy ha valdszintiségi valtozok Sy — by sorozata eloszlasban
konvergél, akkor az Sy —by, sorozat akkor és csak akkor konvergél eloszlasban, ha létezik a
véges C' = kli)ngo (bx —by,) hatdrérték. Valéban, ha az Sy — by, sorozat egy F(x) eloszléshoz

konvergal, és ez a feltétel teljesiil, akkor az Sy — by az F(z + C) eloszlashoz konvergal.
Megforditva, ha a by, — by, sorozat nem konvergens, akkor ez a sorozat vagy nem korlétos,
és ekkor létezik olyan k; részsorozat, amelyre l_)kj —by; — +o0, és az S, — l_)k]. sorozat
eloszlasai szerint minden kompakt halmaz mértéke tart nulldhoz, vagy pedig 1étezik két
olyan k; és k; szdmsorozat, amelyre a Z_)kj — b, ¢és E,;j — by, sorozatoknak kiilonb6zo
hatdrértéke van, és ekkor az S, — by sorozatnak létezik két kiilonb6zé hatarértékkel
rendelkez6 részsorozata.

A fenti észrevétel megadja, hogy mekkora szabadsagunk van a by normalé konstans
megvalasztdsaban, amikor a konvergens Sy — by sorozatot definialjuk. Az 1. Tétel ki-
mondasdban rogzitettiink egy a > 0 konstanst, és a by szadm fiiggott ettdl a konstanstol.
Ha a és a’ két kulobozé pozitiv konstans, akkor

bi(a) — br(a’) = / () o D)y ),

és az (1.3) formula alapjén C' = klim (bi(a) — br(a)) = [ (T“('“);%W))M( du). Més-
— 00

részt, ha a by (a) illetve by (a) normalast valasztjuk, akkor az (1.7) formula altal megha-
tarozott hatareloszlasok egymas eltoltjai a fenti C' konstanssal. Ugyanis, ha a két hatar-
eloszlas karakterisztikus fliggvényének a logaritmusat tekintjiik, akkor ezen logaritmusok
kiilonbsége it [ WMM (du) = itC. Mésrészt, ha egy & valdszintliségi valtozé ka-
rakterisztikus fiiggvénye ¢(t), akkor a a £ + C valdszinliségi valtozé karakterisztikus
fiiggvénye e p(t).

Ezenkiviil meg fogjuk mutatni, hogy az M} mértékeknek a tételben definiadlt M
limesze nem fiigg a definiciéban szereplé a paramétertél. A probléma a kovetkezd. Az
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(1.3) képletben definidltuk az M* fiiggvényeket, és ezdltal az M mértéket a (0,00)
és (—o00,0) félegyeneseken. Definidlni kell még az origé M ({0}) mértékét is. Ezt az
(1.6) formula, illetve az M ({0}) = lin% M([—s, s]) relacié segitségével tehetjiikk meg.

Az (1.6) formuldban szerepel az a paramétertdl fiiggd, és az (1.5) formuldban definialt
Byj, = Bj(a) konstans. Meg kell mutatni, hogy az M ({0}) szdm értéke nem fiigg az a
paraméter valasztasatol, és M ({0}) > 0. Ezenkiviil meg akarjuk adni ennek a szamnak
a valoszinliségszamitasi tartalmat is. Ezt fogjuk tenni a 2. és 3. megjegyzésben. Elobb
azonban az elsé megjegyzésben megmutatjuk, hogy ha az (1.6) formula érvényes egy
olyan s > 0 pontban, amely az M™(-) és M~ (-) fuggvényeknek folytonossdgi pontja,
akkor ez a reldcié érvényes minden ilyen s’ pontban.

1. Megjegyzés. Ha az (1.6) formula érvényes az M*(-) fiiggvények egy s folytonossagi
pontjiban, akkor az (1.3) reldci6bdl kovetkezik, hogy az (1.6) formula e fiiggvények
minden s’ > 0 folytonossdgi pontjaban érvényes. Ugyanis

M=) = Mi(lsisl) = [ ol () + [ ai ()

—S8

H/S M(du)+ [ M(du)=M([~5',s]) — M([~s.5)).

Ez azt jelenti, hogy a (1.6) feltétel helyettesithets azzal a gyengitett feltétellel, hogy az
ott felirt relacié teljesiil az M fiiggvények egy folytonossagi pontjaban.

2. Megjegyzés. Béar a 7(-) = 74(+) fliggvény, igy a B = Ok (a), a normalizdldsban szerepld
b, = br(a) és az (1.6) formuldban szereplé By = By(a) konstansok fiiggnek az a > 0
paramétertdl, be lehet latni, hogy klim (Bg(a')— Bg(a)) = 0 két kiilonb6z6 a > 0 és a’ >

0 szamra. Ez azt jelenti, hogy a (1.6) formula értelmes, annak érvényessége nem fiigg az

a > 0 szam valasztasatol. Ezt az allitast a kovetkezOképp lathatjuk be. Az egyenletes

kicsiség feltétele miatt lim sup |Gk (a’) — Bk i(a)| = 0, az (1.3) relacid segitségével
k=00 1<j<ny

ng
pedig lathatd, hogy sup > |Gk ;(a’) — Bk j(a)| < co. Ugyanis minden a’ > a > 0 parrra
k=1

/7
a

Z 1Bk,5(a’) = Br(a)| < / u(My7 (du) + M, (du)) + (o' — a)[M,] (a) + M,; (d)],

a

és a kifejezés jobboldala (1.3) miatt k-t6l fiiggetleniil becsiilheté.

ng
Az okoz némi nehézséget a 2. Megjegyzés bizonyitasaban, hogy a B} = > |Gkl
i=1
szamsorozat nem feltétlentil korlatos. De ezen a nehézségen segithetiink, ha megmu-

tatjuk, hogy az egyenletes kicsiség miatt lim sup |Gk ;(a)] = 0. Valdéban minden
k=00 1<j<ny,

e > 0 szamra |8y j(a)| < e+ aP(|k; > €) < 2¢, ha k > ko(e,a) és 1 < j < ny az
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aP (& ;] >¢€) < e, ha k > ko(e,a) egyenl6tlenség alapjan. Ezért |By(a’) — By(a)| <
Iy + 211, ahol

Iy, —ZWW — Brj(a)]* < sup |B;(a’) = Brj(a IZI@m — Br,j(a)] — 0,

1<j<nk

ha k — oo, és

Uk—ZIﬁk; = Br,j(@))Brj(a)| < sup  [(Br.j(a IZIﬁk,g = (Br,j(a)] = 0

1<j<ng
ha k — oco. Innen kovetkezik a 2. Megjegyzés allitasa.

3. Megjegyzés. Definidljuk a (1.4) formuldhoz hasonléan a 7/(z) = 7/ (x) fliggvényt,
mint 7/(z) = x, ha |z < a, és 7'(z) = 0, ha [z| > a. Legyen 8 ; = B ;(a) = E7'(&x,5),

B = By ;(a) = > By, - Az el6z8 megjegyzés érvelésének természetes médositdsdval
j:

kapjuk, hogy klim (B — B;) = 0, és ebben a formuldban a By (a) helyett tetszéleges
By (a')-t irhatunk. Ezt felhaszndlva kapjuk, hogy ha olyan e szdmokra koncentraljuk
az alédbbi limeszelést, amelyek mind az M™ mind az M~ fliggvénynek folytonossagi
pontjai, akkor
M({0}) = lim M([—¢,¢]) = lim lim (My([—e,¢]) - By,(e))
E—

e—0k—oo

e—0 k—oo e—0k—o0

= lim lim i (BETl(&k;)? — (BTL(&,5))%) | = lim lim ZV&I‘T (k)
j=1

(1.8)
Az (1.8) formula specidlisan azt is jelenti, hogy M ({0}) > 0. Ennek a reldciénak a
szemléletes tartalma a kovetkezd: A hatéareloszlas normaélis komponensének a szorés-
négyzete, M({0}) megkaphatd, ha a szériasorozat egyes soraiban levé valtozok csonki-
tottjait osszegezzziik, ezek limeszét tekintjiik £ — oo hataratmenettel, majd a csonkitas
€ szintjével tartunk nulldhoz. Azaz, a hatareloszlas normalis komponense az ,,0ssze-
adandok belsejének” a hozadéka. Az el6z0ekbdl az is kévetkezik, hogy az M([—s, s])
mértéket definidlé limesz a (1.6) formuldban sziikségképpen nem-negativ.

A (1.6) reldcié ekvivalens a kévetkezé (1.6") relaciéval:
M({0}) = lim lim (My([=¢,¢]) = Bi(e)) (1.6")

ahol a limeszben olyan ¢ > 0 szdmokat tekintiink, amelyek az M mérték folytonossagi
pontjai. Lattuk, hogy a (1.6) reldciébdl kovetkezik a (1.6) relacié. Masrészt, ha érvényes
a (1.6") relaci6, akkor tetszbleges € > 0 szamhoz létezik olyan & = €'(¢) > 0 szdm,
amelyre felirva az

My([=s,s]) = Br = M([=s,s]) = Mi([-s, s]) = Mp([~¢",€'])
— (M([=s,s]) = M([-€,€'])) + (By(¢') = Bi) + (Mi([—¢",€"])
— By(e') — M({0}) — (M([—¢',€"]) — M{0})
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azonossagot, és felhasznalva a

i (M ([=s, 8]) = My([=¢",&']) = (M([=s, 5]) = M([=¢,])) = 0

és a klim (By,(¢")—By) = 0 relaciokat, amelyek az (1.3) formula kévetkezményei, tovabba,
a

lim sup | M ([—¢",]) — M ({0}) — Bi(e)| < €

k—o0

Osszefiiggést, ami az (1.6") formuldbdl kovetkezik, és az M ([—&’,e’]) — M{0}| < e relaciét
kapjuk, hogy

limsup | My ([—s, s]) — Br — M([—s, s])| < 2e.

k—o0

Mivel ez minden ¢ — O-ra igaz, (1.6")-bdl kovetkezik (1.6).

A (1.6) relaci6 jobban hasznalhaté a bizonyitasban, és talan konnyebben ellen6riz-
hetd. Viszont a (1.6") formula szemléletes tartalma jobban érthetd.

4. Megjegyzés. A korlatlanul oszthatd eloszlasok logaritmusanak a (1.7) formuldban
megadott alakja némileg kiillonbozik annak mind az els6 részben mind pedig a Feller
konyvben felirt alakjatol. Itt is a Feller konyvben hasznalt kanonikus mértéket hasznal-
juk, viszont a vélasztott itT(u) ,,regularizacés” tag kiilonbozik nind a Feller kényvben
valasztott it sin w mind pedig az els6 részben haszndlt it A(u) regularizaciétél. Viszont,
mint azt az elsé rész targyaldsa is mutatja, ezek a formuldk olyan eloszlas karakteriszti-
kus fliggvényének a logaritmusat adjak meg, amelyek egymas eltoltjai. Az itD additiv
tag azért nem szerepelt ebben a formuldban, mert azt alkalmas normélassal el lehetett
tiintetni. Az it7(u) regularizacié elénye az els6 részben tekintett it A(u) regularizéciéval
szemben az, hogy ez folytonos fiiggvény. Ez bizonyos hatarameneteket lehetévé tesz a
bizonyitasokban.

Az 1. Tétel bizonyitasaban fontos szerepet jatszik az az eredmény, amely pon-
tosan leirja, hogy a Lévy-Hincsin formula segitségével megadott korldtlanul oszthaté
eloszlasok sorozata mikor konvergal eloszlasban, és mi a hatareloszlas. Ezen eredmény
megfogalmazasdnak érdekében el6bb bevezetjiikk kanonikus mértékek (gyenge) konver-
gencidjanak a fogalmat. Ez a definici6 eloszlasfliiggvények konvergenciajanak természe-
tes adaptacidja.

Definicié. Legyenek M,, n = 1,2,..., és M kanonikus mértékek a szamegyenesen.
Azt mondjuk, hogy az M, mértékek (gyengén) konvergdlnak az M mértékhez, ha

o0

1
Jim M () =l [ M (dn) =M @) =

o0

1

| |
lim M, (z) = lim — My (du) = M~ (x) :/ — M (du),
n—oo n—oo J_~o — o0 u

minden olyan x > 0 szdmra, ahol az M™(z) illetve M~ (x) fiigguény folytonos, és

Tin M, {[a, ]} = M{[a, 1]}
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minden olyan —oo < a < b < 0o szdmra, ahol az M mérték folytonos. (Ez azt jelenti,

hogy M({a}) = M({b}) = 0.)

5. Megjegyzés. Eloszlasfiiggvények konvergencidjahoz hasonléan, a kanonikus mértékek

gyenge konvergencidja is megfogalmazhaté folytonos fiiggvények integraljanak a segit-

ségével. Be lehet latni, hogy kanonikus mértékek M, sorozata akkor és csak akkor

konvergal (gyengén) egy M kanonikus mértékhez, ha [ f(u)M, (du) — [ f(u)M(du)
|f ()]

minden olyan folytonos f fiiggvényre, amelyre sup {755 < oo. Mivel erre az allitasra
u

nem lesz sziikségiink, ennek bizonyitasat elhagyjuk.

Az 1. Tételben megadtuk annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy szériasoro-
zatok soraiban szereplé valdszintiségi valtozok Osszegeibol alkalmas konstanst kivonva
e kifejezések eloszlasban konvergaljanak. A kovetkezd eredmény, amelyik hasznos az
1. Tétel bizonyitasaban is, arra ad sziikséges és elégséges feltételt, hogy korlatlanul
oszthatd valdszintiségi valtozok sorozata mikor konvergal eloszldsban.

2. Tétel. Legyen adva korldtlanul oszthato eloszldsok egy sorozata, amelyek karakte-
risztikus fiigguényének a (létezd) logaritmusa

oo _itu 1 — 4t
log ¢n (1) =/ ‘ - T(u)Mn(du)+iBnt, n=1,2... (1.9)
u
— o0
alakid, ahol M,,, n =1,2,..., kanonikus mértékek sorozata, és a T(u) = 74(u) fiiggvény

a (1.4) formuldban van definidlva. Ezek az eloszlasok akkor és csak akkor konvergdlnak
eloszlasban, ha létezik olyan M kanonikus mérték, amelyre az M, mértékek sorozata

(gyengén) konvergdl az M kanonikus mértékhez, és létezik a B = lim B, limesz. A
n—oo

hatdreloszlds karakterisztikus figguényének a logaritmusa ebben az esetben

oo itu 1 — 4t
log p(t) = / ¢ = ! 7—(U)M(du) + iBt.

— 00

A 2. Tétel (egyszerlisitett) érvelése segitségével belatjuk a kovetkezd 2. Tételt is.

2'. Tétel. Eqy korldtlanul oszthatd eloszlds karakterisztikus fligguényének a logaritmusdt
megado

oo itu 1 — 4t
log p(t) = / ¢ ! 7—(u)]w(alu) + 1Bt

2
o U

formuldban az eloszlds vagy ami ezzel ekvivalens, alog (t) figgvény, egyértelmiien meg-
hatdrozza az M kanonikus mértéket és B konstanst.

Megjegyzés. A 2. és2'. tétel megfogalmazasdban és bizonyitdsdban nem hasznaltuk
ki, hogy minden korldtlanul oszthaté eloszlds (létezd) logaritmusa megadhaté az (1.9)
formuldban megadott alakban alkalmas M,, kanonikus mértékkel és B, konstanssal.
Ez utébbi tény csak kés6bb bizonyitandé eredményekbdl kovetkezik, amelyek implicit
médon felhasznaljak a 2. és 2'. tétel eredményeit is.
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Végiil a kovetkezo allitast 1atjuk be, amely segit a Lévy—Hincsin formula bizonyitasaban,
azaz az 0sszes korlatlanul oszthatd eloszléas leirdsaban is.

3. Tétel. Legyen &5, k= 1,2,..., 1 < j < ny, olyan szériasorozat, amelynek egy
sorban levd tagjai nemcsak fiiggetlenek, hanem egyforma eloszlasuak is. (Viszont nem
tessziik fel, hogy az dsszedanddk teljesitik az egyenletes kicsiséq feltételét.) Tegyiik fel

N

tovdbbd, hogy ni, — 00, ha k — 00, €s az Sy, = Y &, ; 0sszegek eloszldsban konvergdinak.
j=1

Ekkor a szériasorozat teljesiti az egyenletes kicsiséq feltételét.

E jegyzet f6 eredménye arra ad sziikséges és elégséges feltételt, hogy az egyen-
letes kicsiséget teljesito szériasorozatokban az egy sorban allé valdszinliségi valtozok
0sszegeibodl alkalmas konstansokat kivonva az igy kapott valdszinliségi valtozoknak le-
gyen hatareloszlasuk. Egy késobbi, a 2. Lemmaban megfogalmazand6 eredmény le-
hetové teszi a probléma redukdlasat arra az esetre, amikor az 1. Tételben bevezetett
7(-) fiiggvényre ET(&k;) = 0, k = 1,2,..., 1 < j < ng. Ebben az esetben az (1.5)

formuldban bevezetett mennyiségek teljesitik a by = 0, B = 0 azonossagokat, és az
ng

Sk = Y &, Osszegeknek akkor és csak akkor van hatareloszlasuk, ha a &, ; valdszintiségi
j=1

valtozék Fj ; eloszlasfiiggvényeibdl készitett 22 Fy ;( dx) mértékek rogzitett k indexre
vett Osszegei, az My (dx) kanonikus mértékek (gyengén) konvergédlnak egy M kanoni-
kus mértékhez. Tovdbba a hatareloszlas karakterisztikus fiiggvényét megadja az (1.7)
formula. Ennek a karakterisztikus fliggvénynek az alakjabol, illetve az ilyen karak-
terisztikus fliggvényeknek az elsé részben is elmagyarazott valdszinliségi tartalmabol
lathato, hogy a hatareloszlas megadhatd, mint egy olyan valdszintliségi valtozé eloszlasa,
amely az 272 M (dz) szamldlé mérték altal definidlt Poisson folyamat pontjainak alkal-
masan normalt 6sszege plusz egy a Poisson folyamattol fiiggetlen nulla varhaté értéki
és M ({0}) szérasnégyzetii normalis eloszlasu valdsziniiségi valtozo.

Tekinthetjiik tovdbba az x72 M} (dr) mértékek altal meghatdrozott Poisson mez6-
ket, illetve e mezdk kijelolt pontjainak alkalmasan normalt 0sszegét. Az el6bb megfogal-
mazott eredmények azt mutatjak, hogy az eredeti 0sszegeknek és a Poisson mezékben
kijelolt pontok Osszegeinek egyszerre van hatareloszlasuk, és ezek megegyeznek.

Ezeknek az eredményeknek szemléletes tartalmat és a mogottiik allo képet a har-
madik részben fogjuk elmagyarazni. Itt arrdl is szé lesz, hogy bar mint a targyalt
eredmények mutatjak, vannak hatareloszlastételek nem normélis eloszlasi limesszel
is, az egyetlen univerzalis jellegli hatareloszlastétel fiiggetlen valdszintiségi valtozok
Osszegeire a centralis hatareloszlastétel. Tovabba belatjuk, hogy néhany tovabbi termé-
szetes feltevés esetén az 1. Tétel feltételeit teljesitd szériasorozatokra egy tgynevezett
funkciondlis hatareloszlastétel is érvényes.



2. Az eredmények néhany érdekes kovetkezménye.

A fentebb megfogalmazott eredmények segitségével be lehet bizonyitani a valdszintiség-
szamitas klasszikus hatareloszlastételeit, illetve azok jol alkalmazhatéak olyan vizsga-
latokban, amelyek szorosan kapcsolédnak fiiggetlen valdszintiségi valtozok részletossze-
geinek hatareloszlasaihoz. Ebben a fejezetben ilyen eredményeket ismertetiink. El6szor
megadjuk a korlatlanul oszthato valdszintiségi valtozok jellemzését:

A.) LEVY—HINCSIN FORMULA.

Lévy—Hincsin formula: FEgy eloszlds akkor és csak akkor korldtlanul oszthato, ha a
karakterisztikus figgvényének létezik logaritmusa, és az megadhato

u2

log p(t) = /oo et —1—itr(u) M (du) +iBt (2.1)

— 00

alakban, ahol M kanonikus mérték a szamegyenesen, B wvalds szam, a 7(-) fliggvényt
pedig az (1.4) formuldban definidltuk (valamilyen régzitett a > 0 szdmmal). Egy kor-
latlanul oszthatd eloszlds karakterisztikus fiigguényét megadd (2.1) formuldban az M
kanonikus mérték és B konstans egyértelmien meghatdrozott, (ha az a > 0 szamot,
tehdt a 7(-) = 7,(+) figgvényt régzitjik).

Emlékeztet6iil jegyezziik meg, hogy egy eloszlds karakterisztikus fliggvényének ak-
kor és csak akkor van logaritmusa, ha az sehol sem tiinik el. Ebben az esetben a
logaritmus fiiggvénynek azt az agat tekintjiik, amelyik az origéban nullaval egyenlo, és
folytonos fliggvény.

A Lévy—Hincsin formula bizonyitdsa: Az elsé részben belattuk, hogy a (2.1) formula
val6ban egy karakterisztikus fliggvény logaritmusa. Az, hogy a (2.1) formula egy korlat-
lanul oszthaté eloszlasfliiggvény karakterisztikus fiiggvényének a logaritmusat definialja
konnyen lathaté. Valdéban, ha & karakterisztikus fiiggvényének log () logaritmusat a
(2.1) formula hatérozza meg, akkor ennek eloszldsa tetszéleges k egész szamra megegye-
zik k olyan fiiggetlen valdszintiiségi valtozo Osszegével, amelyek karakterisztikus fliggvé-
nyeinek a logaritmusa %, azaz az M (-) mértéket az MT()

pedig a % konstanssal helyettesitjiik a (2.1) formuldban.

mértékkel, a B szamot

Megforditva, ha & korlatlanul oszthaté eloszlasu valdszintiségi valtozo, azaz tetszo-
leges k pozitiv egész szamra létezik fliggetlen egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok
&k1s---,Ek K sorozata, amelyre a S, = &1 + -+ + & i Osszeg eloszldsa megegyezik &
eloszlasaval, akkor a 3. Tétel alapjan a &4, kK = 1,2,..., 1 < 5 < k, szériasorozat
teljesiti az egyenletes kicsiség feltételét, és mivel az Sy Osszegeknek van hatareloszlésa,
ezért alkalmazhaté az 1. Tétel ebben az esetben. Ezért 1étezik olyan by szamsorozat,
amelyre az S, — by sorozatnak létezik hatéareloszlasa, és a hatareloszlas karakteriszti-
kus fliggvényének a logaritmusa megadhaté az (1.7) formula segitségével alkalmas M
kanonikus mértékkel. (Azért jelent meg ebben az érvelésben a by konstans, mert csak
ennek segitségével tudjuk biztositani, hogy a limesz az (1.7) formuldval megadhaté.
Az (1.7) formuldban nem jelenik meg a (2.1) formuldban szerepldé iBt tag.) Mivel
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az Sy sorozat eloszlasban konvergdl a & valdszinliségi valtozo eloszlasahoz, az Sy — by
sorozat csak gy konvergalhat eloszldsban, ha létezik a lim b, = B hatarérték. Ez

k—oo

viszont azt jelenti, hogy az (1.7) formula a £ — B valdszintiségi valtozé karakterisztikus
fiiggvényének logaritmuséat adja meg. Innen kdvetkezik a (2.1) formula. E reprezentécié
egyértelmiisége a 2'. Tétel kovetkezménye.

B.) CENTRALIS HATARELOSZLASTETEL.

Megmutatjuk, hogy az els6 fejezet eredményeibdl kévetkeznek a legfontosabb centralis
hatareloszlastételrol szolé eredmények. A centralis hatareloszlastétel talan legéltal{mo-
sabb alakja a kovetkezot allitja: Legyen & j, Eﬁkj = 0, Ef,%j = a,%], k=1,2.

1 < 5 < ng, olyan szériasorozat, amelyre lim Z o? j = 1, és teljestl a kovetkezd

k‘ﬂooj

ugynevezett Lindeberg feltétel: Minden £ > 0 szamra klim Z E&? A&k, > €) =0,
—00 j=1 ’

ng

ahol I(A) jeloli az A halmaz indikatorfliggvényét. Ekkor az Sp = ) & ; Osszegek
j=1

eloszlasban konvergalnak a standard normélis eloszlashoz, ha k — oc.

Ismeretes tovabba ennek az eredménynek a kovetkezd Fellert6l szarmazd meg-

forditdsa: Legyen fkyj, E¢pj =0, B¢ =0p 5 k=1,2,...,1 < j < ny, olyan szériaso-
rozat, amelyre khm Z O’k = 1. Teljesiiljon ezenkiviil a kovetkezo az egyenletes kicsiség
— 00 j=
feltételénél kissé erésebb kovetelmény: lim  sup O'k =0. Haaz S = Z &k,; sorozat
k—oo1<j<ny j=1

eloszlasban konvergal a standard normélis eloszlashoz, akkor ez a sorozat teljesiti a Lin-
deberg feltételt. Sot, ez az allitas akkor is igaz, ha az Sj sorozat konvergenciaja helyett
csak azt tessziik fel, hogy az S — by sorozat eloszlasban konvergdl a standard normalis
eloszlashoz alkalmas b, szamsorozattal.

Levezetjik a most most megfogalmazott eredményeket az elsé fejezet eredményei
segitségével. S6t, kissé élesebb allitast fogunk bizonyitani. Belatjuk, hogy a Lindeberg

feltétel érvényességéhez a centrélis hatareloszlas teljesiilése esetén a lim  sup ak =0
k—oo 1<j<n,

feltétel helyett elég feltenni azt, hogy szériasorozat egyenletesen kicsi.

El6szor azt latjuk be, hogy a Lindeberg feltétel kovetkezik az adott feltételekbol. Az
egyenletes kicsiség feltétele miatt alkalmazhatjuk az 1. Tételt. Ebbol az eredménybal,
és a hatdrmértéknek jellemzésének a 2'. Tételben megfogalmazott egyértelmiiségébdl
kovetkezik, hogy a centralis hatdreloszlastétel teljesiilése esetén a & ; valdsziniiségi
valtozoknak Fj, ; eloszlasfiiggvényeibdl az (1.2) formula segitségével definidlt M;, ka-
nonikus mértékek teljesitik az (1.3) és (1.6) formulat az (1.5) formulaban definidlt By,
konstansokkal és M kanonikus mértékkel, amelyre M ({0}) = 1, M(R!*\ {0}) = 0. Mivel
By, > 0 ezért az (1.6) formula alapjén tetsz6leges € > 0 szadmra lim My([—¢,e])—Br =1

valamilyen By > 0 szdmmal. Tehat minden ¢ > 0 szamra hm Z E& I(Jék ] < e) >
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1. Maésrészt, mivel lim Z EE&; ;= 1, ezért hm Z E& I(|€ks] > €) =0, és ez a

j—00
Lindeberg feltétel.
Megforditva, megmutatjuk, hogy ha teljesiil a Lindeberg feltétel, akkor érvényes a

centralis hatareloszlastétel. Ekkor sup P(|& ;| >¢) < 52 Z Efkj (Ik,;1 > €) — 0,

1<j<ny
ha k — oco. Ezért teljesiil az egyenletes kicsiség feltétele, és alkalmazhatjuk az 1. Tételt.
Azt kell beldtni, hogy a &5, k = 1,2,..., 1 < j < ng, Fj; eloszlasu valészintiségi

véltozokbdl elkészitett My mértékek teljesitik az (1.3) és (1.6) feltételeket az M{0}) = 1,
MR\ {0}) = 0 képletekkel definidlt M mértékkel, és klirn b, = 0. A Lindeberg

feltételbol kovetkezik az (1.3) formula a fenti M mértékkel, mert minden a > 0 szamra

M (a) = zk:(l — Frj(a) < % Z E& i I(|¢k.5] > a) — 0, ha k — o0, és hasonléan
J=1 J=1

lim M, (a) = 0. A Lindeberg feltételbdl és a lim Z Efk = 1 feltételbdl kovetkezik,

k—o0 k—»oo

hogy klim My (]—s, s]) = 1 minden s > 0 szdmra. Ezert az (1.6) formula bizonyitasahoz

elég belatni, ho lim B = 0. Ez a relacié azért igaz, mert az F& ; = 0 feltétel
g gy o J

alapjan
ng 2 Nk 2 ng
B =) (BE(r(&r;) = &))" < ) (Bléll (1€l > a))” < D EE ;P*(|6rs] > a),
j=1 j=1 j=1

ahonnan lim By = 0, mert lim Z E&; =1,6s lim sup P(|&; > a) = 0. Ha-

k—oo k—>ooj 1 k—oo 1<j<n,

sonldan,

el = > E(7(&k5) — &k.j) <ZE|§k,a ([€k,5] > a) < ZE&H ([€k,51 > a),
j=1

j=1

ezért klirn br = 0 a Lindeberg feltétel alapjan. Ez viszont azt jelenti, hogy az 1. Tétel
—00

ny
alapjan a S, = ) &, ; részletosszegek eloszlasban konvergalnak egy olyan eloszlashoz,
j=1

amely eloszlas karakterisztikus fligvényének a logaritmusa log p(t) = —%. Tehat igaz a
centrélis hatareloszlastétel az adott feltételek mellett.

C.) A NAGY SZAMOK GYENGE TORVENYE.

Legyen &1, &, .. ., fliggetlen egyforma eloszlast valdszintiségi valtozok sorozata, és S, =
n

Y &k, n=1,2,..., az ezekbdl a véltozokbdl alkotott részletosszegek. A valdszintiség-

szamitas egyik klasszikus eredménye arrdl szél, hogy ezek az Osszegek mikor teljesitik
a nagy szamok gyenge torvényét, azaz ez az eredmény az F(z) eloszlésfﬁggveny tulaj-
donsdgai segitségével sziikséges és elégséges feltételt ad arra, hogy teljesiiljon a 2z = q
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relacié valamilyen korldtos a szammal, ha n — oo, ahol = a sztochasztikus konver-
genciat jeloli. Ez az eredmény a kovetkezo:

Nagy szamok gyenge torvénye. Legyen &1,&a,. .., figgetlen, egyforma, F(x) elosz-

n
ldsi valdszintséqgi vdltozdk sorozata. Az S» = > & dtlagok akkor és csak akkor
k=1

n

1
n
konvergdlnak sztochasztikusan eqy a szamhoz, ha teljesil a kévetkezo két feltétel.

i.) lim z[l1 — F(z)] =0, és lim «F(—z) =0

r—00 r—00

i.) lim [* wF(du)=a.

A nagy szamok gyenge torvényének a bizonyitdsa. Tekintsik a & ; = %, k=1,2,...,
7 = 1,...,k, valészintiségi valtozokbol allé szériasorozatot. Ez teljesiti az egyenletes
kicsiség feltételét. A nagy szamok gyenge torvénye azt jelenti, hogy e szériasorozat
0sszegeibdl alkotott Osszegek eloszlasban konvergalnak az a pontba koncentralt valészi-
nliségi mértékhez. Ez pedig az 1. Tétel alapjdn azzal ekvivalens, hogy az My (dz) =
kz?F (kdz), mértékek M, (z) = k(1 — F(kx)) és M, (z) = kF(—kx) fiiggvények vala-
mint a

by = k (/ wF(kdu) + a(l — F(ak) — F(—ak;)))

—a

-/ " WF(du) + ak (1 - Flak) — F(—ak)),
—ka

2
és By = %’“ szamok teljesitik az (1.3) és (1.6) reldciét az M = 0 kanonikus mértékkel,

és lim by = a.
k—o0

Némi szamolds mutatja, hogy az (1.3) relacié ekvivalens az i.) feltétellel. Ha az
i.) feltétel teljestil, akkor a ii.) feltétel ekvivalens a lim by = a feltétellel. Végiil az i.)

k—oo

és ii.) feltétel teljesiilése esetén az (1.6) formula is érvényes, mert ekkor klim By, =0,
— 00

és klim My ([—s,s]) = 0. Ugyanis parcidlis integralassal kapjuk, hogy My ([—s,s]) =

fzs “%F(du) = 5%k [(1 — F(ks) + F(—ks)] — foks IZE R gy, ahonnan kétetke-

zik, hogy My ([—s,s]) < s?k[(1 — F(ks) + F(—ks)] — 0, ha k — oo.
D.) POISSON ELOSZLASHOZ VALO HATARELOSZLASTETEL.

Az els6 részben megfogalmaztunk, és annak kiegészitésében be is bizonyitottunk egy
hatareloszlastételt, amelyben a hatareloszlas Poisson eloszlasu volt. Most megmutatjuk,
hogy ez az eredmény az 1. Tétel egyszeri kovetkezményeként is megkaphato. Az ered-
mény a kovetkezo:

Poisson eloszlashoz valé hatareloszlastétel. Legyen &, K =1,2,...,1 < j <
ny szériasorozat, (azaz régzitett k szdmra a &, 1 < j < ny valdszindiségi vdltozok
fiiggetlenek), amely teljesiti a kdvetkezd feltételeket:
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1.) A & ; valoszinidségi vdltozok nem negativ egész értékeket vesznek fel.

ny
2) P(ﬁk,j = 1) = /\k,j; k]LII;o Zl )\k,j =>0.
j:

n

3.) sup Ap,; — 0, ha k — o0, és Xk:P(fk,jZZ)—%), ha k — oo.

1<j<ng Jj=1
ny

Ekkor az Sy, = ) &, j valdszindiségi vdltozok eloszldsban konvergdlnak a A paramé-
j=1

terti Poisson eloszlashoz, ha k — oo.

A Poisson eloszldshoz valé hatdreloszldstétel bizonyitdsa. A &, ; szériasorozat teljesiti az
egyenletes kicsiség feltételét, ezért az 1. tétel alkalmazhato, példaul a = % valasztassal.
Ekkor az 1. tételben szereplé M kanonikus hatdrmérték az a mérték, amelyre M ({1}) =
A, M(RY\ {1}) = 0, b, = 0. Ezért az Sy Osszegek olyan hatdreloszldshoz tartanak,
amelyik karakterisztikus fliggvényének a logaritmusa logp(t) = A (e —1), azaz a
hatareloszlas a A\ paraméterti Poisson eloszlas.

3. A megfogalmazott eredmények bizonyitasa.

A megfogalmazott eredmények bizonyitasa érdekében el0szor két technikai lemmat tar-
gyalunk. Az els6é lemméban megfogalmazzuk az egyenletes kicsiség feltételét a karak-
terisztikus fiiggvények nyelvén. A masodik lemma lehetové teszi a hatareloszlastételek
bizonyitasanak a redukaldsat arra a specidlis esetre, amikor E7(& ;) = 0 minden elég
nagy k indexre és 1 < j < nj szamra. Ezutan tériink ra a tételek bizonyitasara.

A.) KET A VIZSGALATBEN HASZNOS LEMMA BIZONYITASA.
1. Lemma. Legyen &5, bk = 1,2,..., 1 < j < ny, szériasorozat, Fy, ; eloszlds és
ok (t) = Ee' ki karakterisztikus figguénnyel, k = 1,2,..., 1 < j < ng. Ez a

szériasorozat akkor és csak akkor teljesiti az egyenletes kicsiséq feltételét, ha tetszdleges
e>0 és K >0 szdmra

sup sup |1 — o i(t)] <e, hak>ko(e, K).

1<j<ng |t|<K

Az 1. Lemma bizonyitdsa. a.) Tegytk fel, hogy teljesiil az egyenletes kicsiség feltétele.

Ekkor &’ = & vélasztéssal [t| < K esetén

|1—sok,j<t>rs/u—eitﬂFk,j(dm:/ +/
|z|<Le’ |z|>e’
< / te|Fy, ;(dx) + 2P (|8, ;| > €') < Ke' +2P(|& ;] > €') <e,
75/

ha k > ko(e, K).
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b.) Ha a karakterisztikus fliggvényre megfogalmazott feltétel teljesiil, akkor tetszéleges
e’ >0és K >0szamra k > ko(¢/, K) és 1 < j < ny, index esetén

2o [ Rell- gl = g [ [ costa) s (dn)a

1 > sin Kz 1 2
— — - > > = 1> 2.
2K /OO 2K [1 K } Py (do) —/ =5t <|€k’”| ~ K)

{lz[>%}
Innen &’ = § és K = % valasztassal kovetkezik az egyenletes kicsiség allitasa.

2. Lemma. Legyen & ;, k = 1,2,..., 1 < j < ng, az egyenletes kicsiséget teljesito
szériasorozat, és a > 0 rogzitett szam. Ekkor létezik olyan ¥y ; = Uy ;(a), k=1,2,...,
1 < j < ng, szdmsorozat, amelyre lim sup [Jg;] = 0, és a & ; = & j — U,y

k=00 1< <ni

szériasorozat teljesiti az ET(§ ;) = ETa(§, ;) = 0 feltételt minden k > ko = ko(a),
1 < j < ng indexekre alkalmas ko(a) kiiszobindex-szel és az (1.4) formuldban definidlt
7(-) = 74() fliggvénnyel. Legyen Fé’j(m) = Fjj(x+ 9% ) a {,’m valdsziniiségi vdltozd
eloszldsfiigguénye, és definidljuk az M| mértékeket és az M’f(x) fluggvényeket az My,
mértékekhez és az M,;t fliggvényekhez hasonldan az (1.1) és (1.2) képletek segitségével,
azzal a kilonbséggel, hogy az Fy ; eloszlasfiggvényeket az F,;’j eloszlasfuggvényekkel
helyettesitjik e formuldkban.

Az My, mértékek és M];t fliggvények akkor és csak akkor teljesitik az (1.3) illetve
(1.6) tulajdonsdgokat, ha az M;, mértékek és M’f flggvények teljesitik azokat (ugyanaz-
zal az M kanonikus mértékkel, de azzal a kiilénbséggel, hogy az (1.6) formuldban By, = 0-
t kell irni, ha az My, mértéket az M, mértékkel helyettesitjik). Ha e reldcick teljesilnek,

Nk ng
akkor a by, = > B ; €ésb) = 2 Ug,j szamok teljesitik a kli_)rgo(bk — b)) =0 reldcidt.

=1 7j=1

A 2. Lemma utolsé éllitasa szerint klim (b — b)) = 0. Innen kovetkezik, hogy
—00

n
a 2. Lemmdben definidlt S = > &  Gsszegek és az 1. Tételben vizsgdlt Sy — by,
:1 ’

n
Sk = i &k,j, normalizalt osszegek egyszerre konvergdlnak eloszlasban, és ezen Osszegek
j=1
hatdreloszldsai megegyeznek. Jegyezziik meg tovabbd, hogy az S) Osszegek hatarelosz-
lasdnak létezésére az 1. Tételben megfogalmazott (1.3) és (1.6) feltétel ugy is meg-
fogalmazhatd, hogy az Mj kanonikus mértékek gyengén konvergilnak az M kanoni-
kus mértékhez. Tovabba a lim sup |[Jy ;| = O reldcié miatt a &, £ = 1,2,...,
k=00 1<j<ny
1 < j < nyg, szériasorozatra érvényes egyenletes kicsiségi feltételbodl kovetkezik ugyanez

a feltétetel a f,’w-, k=1,2,...,1<7j < nyg, szériasorozatra is.
A 2. Lemma bizonyitdsa: Mivel az fi ;(¥) = ET(&,; — V) fliggvény folytonos, és

az egyenletes kicsiség miatt minden kis € > O-ra f; ;(e) < 0 és fi;(—e) > 0, ha
k > k(e). (Feltehetjiik, hogy a > 2e. A 7(&; — ¢) valdszintiségi valtozé majdnem
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egy valdszintiséggel kisebb mint —e/2, és egy valdsziniiséggel kisebb mint a. Innen
kévetkezik, hogy ET(&k,; —e) <0, ha k > ko(e), és hasonléan bizonyithaté a E7(& ; +
g) > 0 egyenl6tlenség. Ezekbél az egyenlétlenségekbél kovetkezik, hogy 1éteznek olyan
Uy,; szdmok, amelyekre E7(& j — Vg ;) =0, ha k > ko, és lim  sup |[Jy ;]| = 0.

k=00 1<<ny

Mivel |9y ;| < ¢ elég nagy k-ra minden 1 < j < ny, szamra, M, (z—¢) < M’} (z) <
M (x +e), és My (x—¢) < M’} (z) < M, (x +¢), ha k > ko(e). Innen kévetkezik
az is, hogy az M¥* fiiggvény minden z folytonossagi pontjaban Mki(x) és M'f(w)
szadmok egyszerre konvergalnak vagy nem konvergilnak az M™(z) értékhez. Ezért az
M fiiggvények akkor és csak akkor teljesitik az (1.3) reldciét, ha az M’ * fiiggvények
teljesitik azt.

A T(& )+ 0k —T(Ekj) = &+ 0k, —&k,j = 0 relacid igaz az {w: [& j(w)| < a—e}
halmazon, ha k > ko(e). Tovébba, mivel 7(-) Lipschitz 1 fiiggvény a |7(&, ;) + Uk,j —
T(&k,j)| < 20y ; egyenlbtlenség mindig teljesiil. Ezért varhato értéket képezve, és a j
valtozoban osszegezve kapjuk, hogy

Nk Nk
D ks = Brjl =D BT ) + Yk — BT(6k)]
=1 j—l

= Z B (7(&.;) + kg — 7(€ky)) I(|6nj] > a—e)

§2 sup |0 ;| (M (a — &) + M, (a —€)),
1<j<ng

ng
ha k > ko(e). Innen k — oo hataratmenettel kapjuk, hogy klim > 9%, — Br,jl =0, és
—00 =1

ez er6sebb allitds mint a lemméban megfogalmazott by, — bj, — 0 reldcid, ha k — oo.
A lemma bizonyitasanak befejezéséhez elég megmutatni azt, hogy egy olyan s > 0
szdmra, amely az M*(-) fiiggvényeknek folytonossagi pontja
Tim (M ({5, 5]) — Mi([~s.5]) ~ Bi) = 0
Ez ugyanis azt jelenti, hogy a (1.6) relacié egyszerre teljesiil az s pontban az M}, és
M mértékekre. (Az M mértékbdl B; = 0-t kell levonni. Ugyanis Bj = 0, mert
Br; = E7(&§ ;) = 0 minden k > ko és 1 < j < ny, szdmra.)

E relacié bizonyitasdnak az érdekében el0szor megmutatjuk, hogy amennyiben s >
0 az M*(-) fiiggvények folytonossagi pontja, akkor

Jim Z (1k.51 > ) = P(1&. ;1 > 5)) =0, (3.1)

és -
Jim > (Br(€.)* — BE7(¢,5)%) — Br = 0. (3.2)

7j=1
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Mivel az s pont az M7 fiiggvények folytonossigi pontja, ezért az (1.3) formulét
alkalmazva az M ,;t és M’ ki, fliggvényekre, kapjuk, hogy

hm Z (|€x,51 > s) (’51/”| > s))

= Tim (M (s) = M3 () + (M7 () = M'; () =0,

k—oo

ezért a (3.1) formula érvényes. Madsrészt, minden elég nagy k indexre és 1 < j < ny
szdmokra 7 (& ;)2 —7'(5,;7]‘)2 +19i,j — 205 57 (&k,5) = §z’j — (gl’w.)2 +19i7j — 20 & =0 az
{w: |€k,j(w)| < a—e} halmazon, és ez a kifejezés mindig kisebb mint const. [0y, ;|. Ezért
véve e kifejezések abszolut értékének a varhatd értékét, és Osszegeze a j valtozoban
kapjuk, hogy

Z B (7(&x,5)* = BT(& ;) + 0% — 291,P0.5)
< const. (2M,j(a —¢€)+2M, (a— 6)) sup |4,
1<j<ng

és ezt felhaszndlva kapjuk, hogy
ng
Z E fk g) ET(fl/c,ﬂQ)) — Bi| = ZE (T(fk,j)Q - ET(fl/c,j)2 - 513,;’)
j=1

< const. (2M; (a —€) +2M, (a —¢)) sup |19k:j‘+z (I, — Brj)*.

1<j<nyg =1

Mivel az Mki(a — ) sorozatok, k = 1,2,..., korldtosak, és mint kordbban l4ttuk
n

klim > 9%, — Br,j)| = 0, az utolsé kifejezés jobboldala nulldhaz tart k& — oo esetén,

—00 i—1

ezért a (3.2) relacié is érvényes.

Jelolje 75(+) a (1.4) formuldban definidlt T = 7, fiiggvényt, ha a benne szereplé a
paramétert s-sel helyettesitjiik, és irjuk fel az

Nk

Mi([=s,5]) = Mi([=s,5]) = Bx = X_j (Br(6r.)? = Eral&h;)?) — Bi
—822 (16051 > 8) = P(I& 51 > )
= 223 (Brs(ér.g)® — E7(€r)?) — Z:; (Bro(&hy)® — B7(&)°)
+ ZE 7(&ry)* — ET(&,)?) — Br — i(P(\ﬁk,jr > 5) = P(I&,] > 5)
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azonossagot. A 2. Lemma bizonyitasanak befejezéséhez azt kell még beldatnunk, hogy az
ennek az azonossagnak jobboldalan levé kifejezés nullahoz tart, ha £k — oo. A jobboldal
masodik sordban &ll6 kifejezések konvergencidja nulldhoz kovetkezik a (3.1) és (3.2)
formuldkbdl. Ezért a kivant allitas kovetkezik a kovetkezd becslésekbol.

S (Bra(g,)? — Br(€n,)?) = / 7o (W7~ (W ) ()

u2

j=1

:/OO (ro(w)? — 7(w)?) (M;F (du) + M (du))

min(a,s)

— /OO (7'S(u)2 — T(u)2) (M (du) + M~ (du)).

min(a,s)

ng

A > <E7’s (512,3')2 — ET(£;€7]-)2)> kifejezésnek ugyanaz a hatarértéke. Innen kovetkezik,
j=1

hogy My([—s,s]) — M ([-s,s]) — B — 0, ha — oco. A 2. Lemmat bebizonyitottuk.

Az elso tétel elégséges részét, azaz a hatareloszlas létezését az adott feltételek mel-
lett kozvetleniil is be tudjuk latni, de a sziikségesség bizonyitasahoz sziikségiink van
a 2. Tétel eredményére. Ennek bizonyitasahoz beldtunk egy 3. Lemmaéanak nevezett
allitast is. Ez lesz a kovetkezo rész programja.

B.) Az 1. TETEL ELEGEGES RESZENEK VALAMINT A 2. TETELNEK A BIZONYITASA.

Az 1. Tételben elOszor az elégségességet bizonyitjuk be, azaz azt az allitast, hogy ha
az (1.3) és (1.6) feltételek teljesiilnek, akkor a normalizalt S — by, Gsszegek eloszlasban
konvergédlnak egy olyan eloszldshoz, amely eloszlas karakterisztikus fiiggvényének a lo-
garitmusét az (1.7) képlet adja meg az M hatdrmértékkel.

Az 1. Tétel elégséges részének a bizonyitdsa. Az allitds ekvivalens azzal, hogy az Sy —
by, valdszintiségi valtozék karakterisztikus fiiggvényeinek logaritmusa minden ¢t € R!
teljesiti a

s
log Eet(Sk=br) — Zlog k() —itPr; — logp(t), hak — oo
j=1

relaciét, ahol log¢(t) a (1.7) formuldban definidlt fiiggvény. Jegyezziik meg, hogy az
egyenletes kicsiség feltétele miatt tetszéleges € > O-ra |1 — ¢y ;(t)| <€, ha k > ko(e, ),
ezért lehet a ¢y ; fliggvények logaritmusat tekinteni.

ElGszor csak azt a specidlis esetet tekintjiik, amikor 8y ; = ET({,;) = 0 minden
k=1,2,...,és 1< j < ng szamra. Belatjuk, hogy ebben az esetben

n
limsupz 11— ;(t)] < oo

k— oo X
j=1

Nk

lim Y (1 — ¢k (t) = —logp(t),
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E két relaciobdl kovetkezik a kivant allitds ebben az esetben, mert log z 4+ (1 — 2)| <
2|2|? < 2¢|z|, ha |1 — 2| < e és 1 > & > 0, ezért az elsd reldci6 és az egyenletes kicsiség

miatt
ng

klirgo Z; log wx.;(t) + (1 — x5 (t))] = 0.
=

Felhasznalva a E7(& ;) = 0 relaciét kapjuk, hogy

n nk ng
S =g =D 11— r;(t) + tET(& ) <D / 11— e +itr(x)| Fy  (dz)
i=1 =1 =t

< Z (/ —t*2° Fy, ;(dz) + /{w|>a}(2 + a]t])Fkyj(da:)>
= §t2Mk{[—a, al} + (2 + alt|))(M,;! (a) + M, (a)) < const.,

és ez az elsO bizonyitandé allitds. A masik allitas hasonléan bizonyithatd, mert

Nk Nk

> (1= (t) = Z(l — 1§ (t) + it ET(Ek,5)) Z/ — e it (x)) Fy. j(dx)

j=1
o0 1— zt:c t
/ +”( My (de) / /
|z|>K

tetszoleges K > O-ra. Rogzitsiink egy € > 0 szamot. Ha K = K(e) elég nagy, és a
+ K pontok az M mérték folytonossigi pontjai, akkor a (1.3) reldcié és az 1 — e'™* +

< e, ha k > ky, és

x2

itT(x) fuggvény korldtossdga miatt ‘f{lwa} Leitr(e) yp (dx)

1—e"*® it (x g itx
f{‘x|>K} —+t()M(d:c)’ < e. Mésrészt, a (1.7) relaciobdl és az -5 (1—e™* +itr(z))

x2

fiiggvény folytonossagabdl kovetkezik, hogy

K itz . K itx .

1-— 1-—

/ ¢ ;I—th(x) My (dx) — / ¢ thT(x) M(dx), hak — oc.
K xXr K e

A fentiekb6l adodik az elégségesség bizonyitasa az adott esetben. Az &ltalanos eset
bizonyitasa, amikor ET (& ;) # 0 is lehetséges, visszavezetheto erre az esetre a 2. Lemma
segitségével.

Ugyanis az 1. Tétel mar bizonyitott részét alkalmazhatjuk a 2. Lemma&ben definialt
f,’w., E=1,2,...,1 < j < ng, szériasorozatra. E lemma segitségével kapjuk, hogy
az S — b, és az S, — by, valésziniiségi véltozéknak, ahol a b}, szdmokat a 2. Lemma
megfogalmazasaban definidltuk, létezik hatareloszlasuk az el6irt feltételek teljestilése
esetén, és a hatdareloszlas karakterisztikus fiiggvényének a logaritmusét az (1.7) képlet
adja meg.

A 2. Tétel bizonyitdsa. Az elégségességnek, azaz annak a ténynek a bizonyitasa, hogy
M, — M és B, — B esetén a 2. Tételben megadott korlatlanul oszthaté eloszlasok
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sorozata eloszlasban konvergal a 2. tételben leirt hatareloszlashoz, viszonylag egyszerii.
Mivel eloszlasok karakterisztikus fiiggvényének egy eloszlas karakterisztikus fliggvényé-
hez valé konvergenciajabol kovetkezik az eloszlasok konvergencidja, elég belatni azt,
hogy minden rogzitett t-re

oo itu 1 — 4t
log ¢ (t) = / ¢ itr(u) M, (du) + iBpt

2
o U

oo itu 1 — 4t
— log (1) :/ ¢ = ! T(u)M(du)—i—iBt,

— o0
ha n — oo.

ity .
Mivel M,, — M, és a tekintett integral integrandusa teljesiti a %;”T(“) <

const.

Tras egyenltlenséget, tetszOleges € > 0-hoz létezik olyan K = K () > 0, amelyre £ K
az. M mérték folytonossagi pontja, és

<e han >ng(e),

itu 1 — 5t
/ e : itT(u) M, ( du)
{lul>K}

u

és hasonlo egyenlotlenség érvényes, ha az M,, mértékeket az M mértékkel helyettesitjik.
Maésrészt, szintén az M,, kanonikus mértékeknek az M kanonikus mértékhez valé gyenge
konvergencidjabdl és az integrandus folytonossdgabdl és korlatossagabdl az {|u| < K}
halmazon kovetkezik, hogy

itu_l_' itu_l_‘
/ e : itT(u) M, ( du) — e : itT(u) M( du)
{lul<K} u {lul<K} u

ha n — oo. Ezekbdl a becslésekbdl és a B,, — B relaciobdl ¢ — 0 hataratmenettel
kovetkezik az elégségesség allitasa.

A masik irdny bizonyitasandl jegyezziik meg el0szor, hogy amennyiben eloszlasfiigg-
vények karakterisztikus fiiggvényei(nek logaritmusai) egy folytonos fliggvényhez kon-
vergalnak, akkor a hatarfiiggvény szintén karakterisztikus fliggvény (logaritmusa), és
az eloszlasfiiggvények sorozata pedig ahhoz az eloszlashoz konvergal, amelynek ez a
hatarfiiggvény a karakterisztikus fiiggvénye (illetve annak logaritmusa). A {6 probléma
ezért annak meghatarozasa, hogy a tételben definiadlt logy, fiiggvényeknek milyen
feltételek mellett van folytonos hatarfiiggvénye n — oo esetben, illetve a hatarfiiggvény
megadasa.

A log ¢, (t) fiiggvénysorozat lehetséges hatarértékének a vizsgdlatanal vezessiik be
e fiiggvények kovetkezo ,,simitésait”. Rogzitsiink egy h > 0 szamot, és legyen

1 h
Unt) = V(0 = Tog () = 5 [ Togu(t+9)ds
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Ekkor

< (et —1 —ijtr(u) 1 [ttheisu 1 isT(u)
n - ey Mn
Yn(t) /_OO< o o /t_h ” ds (du)
(3.3)
00 eitu 1 t+h eisu 00 itu
:/_Oo - _ﬁ/t_h s Mn(du):/_ooe K () M, du),
ahol | -
S11 "hu
Ku==|[1- . 3
)= = (1- 2 (33)

Az alabb megfogalmazandé 3. Lemma segitségével belatjuk, hogy 1étezik olyan folytonos
o(t) fiiggvény, amelyre

h
lim 4, (t) — ¥ (t) = @(t) — i/ o(t + u) du. (3.4)
Valéjéban szamunkra csak az lesz fontos, hogy a 1, (t) fiiggvények konvergilnak egy a
szdmegyenesen folytonos fliggvényhez. A (3.4) relaci6 azért érvényes, mert a 3. Lemma,
alapjan, ha a log ¢, (t) fiiggvények konvergens eloszlasok karakterisztikus fiiggvényeinek
a logaritmusai, akkor ezek a log ¢, (t) fiiggvények egyenletesen korlatosak minden véges
intervallumban, és konvergdlnak egy folytonos @(t) fliggvényhez. FEzért a (3.4) for-
muldban elvégzett hataratmenet jogossaga kovetkezik a Lebesgue tételbol és az alabbi
3. Lemmabdl.

A 3. Lemmat gy fogalmaztuk meg, hogy az az 1. Tétel bizonyitasaban is alkalmaz-
haté legyen. Ennek az eredménynek a megfogalmazasa elott a kovetkezd megjegyzést
tessziik.

Legyen log p,(t), n = 1,2,..., az (1.9) képletben definidlt fiiggvények sorozata.
Az els6 rész eredményei alapjan tudjuk, hogy ezek a fiiggvények korlatlanul oszthaté
eloszlasok karakterisztikus fliggvényének a logaritmusai. Ha az ezen karakterisztikus
fliggvények logaritmusai altal meghatarozott mértékek eloszlasban konvergalnak, akkor
akkor a log o, (t) fiiggvények egyenletesen konvergalnak egy ¢(t) folytonos fiiggvényhez
a nulla alkalmas kis kérnyezetében.

3. Lemma. Legyenek log ¢, (t) az (1.9) formula dltal definidlt figguények valamilyen
M, kanonikus mértékekkel és B,, szamokkal. Teqyiik fel, hogy ezek a v, (t) figguények
a nulla egy kis kérnyezetében egyenletesen konvergdlnak egy folytonos figgvényhez. (Vi-
szont nem kéoveteljik meg, hogy a hozzdjuk tartozd eloszldasok is konvergaljanak.) Ekkor
a log ¢, (t) fiigguények definicidjaban szereplé M, mértékek teljesitik a

o 1
su M, (du) < oo 3.5
lgnfoo /—oo 1 + U2 ( ) ( )

relaciot. Ezért e feltétel teljestilése esetén tetszoleges K > 0 szdmra a

sup sup |logy,(t)] < oo (3.6)
1<n<oo |t|< K
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egyenldtlenséq is teljestil.

Ha az (1.9) formula segitségével megadhatd log p,(t) figgvények eloszldsban kon-
vergens eloszlasok karakterisztikus fligguényeinek a logaritmusai, akkor nemcsak ezen
eloszldasok karakterisztikus fliggvényei, hanem e karakterisztikus fligguények logaritmusat,
azaz a log ¢, (t) figguények is egyenletesen konvergdlnak minden véges intervallumban.

A 3. Lemma bizonyitasaban azon eredmény bizonyitasanak megfelel6 részét adap-
taljuk, amely arrdl szél, hogy karaktesztikus fiiggvények konvergencidjabdl egy folytonos
fiiggvényhez kovetkezik a megfelel6 eloszlasok konvergencigja is.

A 3. Lemma bizonyitdsa: Mivel a tekintett log ¢, (t) fiiggvények karakterisztikus fiigg-
vények logaritmusai, ezért alkalmas h > 0 szamra létezik a lim logy,(t) = @(t)

folytonos hatarérték a |t| < h intervallumban, és ott ez a konvergencia egyenletes.
(A |t| < h megszoritasra azért van sziikség, mert olyan intervallumra kell szoritkoz-
nunk, ahol a ¢, (t) karakterisztikus fiiggvények o(t) limesz (karakterisztikus) fiigg-
vénye szeparalva van a zérotol. Ezt, legalabbis egyelore, csak a nulla egy alkalmas
kornyezetében tudjuk biztositani.) Bizonyos ismétlések elkeriilése érdekében a tovabbi
érvelésben valasszuk a 2. Tétel bizonyitdsanak elkezdésésében egy (szabadon vélaszthatd
h paraméter segitségével) definidlt v, (t) fliggvények definiciéjaban a paramétert ennek
a h szamnak.

Ha a log ¢, (t) fliggvények egy [—h, h| intervallumban egyenletesen konvergélnak,
akkor felhasznalva e fiiggvényeket meghatarozé reprezentaciét kapjuk, hogy alkalmas
K > 0-ra

oo > K > 2 sup sup |logy,(t)| > sup
n<oo |t|<h n<oo

S | sin hu
_ ~(1- M, (d
s | [~ (1= T ) ot

17 sin hu 2 1 ) sinhu) ¢ h? S ¢
(1= =R (1- = const. ————— > const.
u? hu (hu)? hu ) — 1+ h2u? — 1+u?

1 h
loze(0) = 5 [ togenlt)at

n<oo 1+ u?

ZC(h)sup’/:: ! Mn(du>’,

mert

alkalmas h-t6l fiiggé const. és const.’ szdmokkal. Innen kovetkezik a (3.5) formula.
Masrészt, mivel

eite — 1 — iT(u)t‘ £ halu<a
<
u? ZaK | ha ju| > a, és|t| < K
a (3.5) formuldbol kovetkezik, hogy a log ¢, (t) fliggvényt definidlé képletben szerepld in-
tegral egyenletesen korldtos minden |t| < K ésn =1,2,... értékekre. A B,, sorozatnak

is korldtosnak kell lenni, kiilonben a log ¢,, (h) sorozat nem lenne korldtos, igy konvergens
sem. Innen kovetkezik a (3.6) relacié is. Végiil a log ¢, (t) fliggvények korlatossagabdl
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minden véges intervallumban kovetkezik, hogy a ¢, (t) fliggvények illetve ezek ¢(t)
limesze szeparalva vannak zér6t6l minden véges intervallumban. Ezért, ha a log ¢, (t)
fiiggvények altal meghatarozott eloszlasok eloszlasban konvergdlnak, akkor nemcsak
ezen eloszlasok karakterisztikus fliggvényei, hanem a karakterisztikus fiiggvények log-
aritmusai is egyenletesen konvergdlnak minden véges intervallumban. A 3. Lemmat
bebizonyitottuk.

Visszatérve a 2. Tétel bizonyitasdhoz vezessiik be a u,(du) = K(u)M,(du), n =
1,2,..., mértékeket a (3.3") formulaban definidlt K(-) > 0 fiiggvénnyel. Atirva a W (t)
fiiggvényre kapott (3.3) formulat, a (3.4) relacié segitségével lathatjuk, hogy a 1, (t) =
[ e, (du) Fourier transzformaltak konvergélnak egy folytonos v (t) fiiggvényhez.

o0
Tovabba teljesiil a

(& i 1_sinhu < Cy
hu 14w

egyenl6tlenség alkalmas Cy = Cy(h) > C1; = Ci(h) > 0 konstansokkal. Azt allitjuk,
hogy a kovetkez6 két eset lehetséges. Vagy lim 1, (0) = 0, és ekkor az M,, kanonikus

mértékek (gyengén) konvergalnak az M = 0 mértékhez, azaz ebben az esetben M (R!) =
0 vagy pedig lim ,(0) = ¢(0) > 0, és ekkor a fi, = m [y, valészinliségi mértékek
n—oo n
gyengén konvergalnak egy p valészintiségi mértékhez.
Valéban, ha lim v,(0) = 0, akkor a K(u) fiiggvényre adott alsé becslés alapjan
n—oo

lim [ 1Jr%]\4n(du) = 0 azaz az M, kanonikus mértékek (gyengén) konvergdlnak a
n—oo

nulla mértékhez. Ha lim,,(0) > 0 (mivel 1,,(0) > 0, mds lehetdség nincs), akkor a
definialt fi,, mértékek valdsziniiségi mértékek, és ezen mértékek karakterisztikus fiigg-

vényei konvergalnak a folytonos % fliggvényhez. Ezért a i, mértékek eloszlasban

konvergalnak egy p valészintiségi mértékhez. Végiil jegyezziik meg, hogy a K(u) fligg-
K(u
14+u?

bél kovetkezik, hogy az M, (du) = K1 (u)pu,(du) kanonikus mértékek (gyengén) kon-
vergalnak az M (du) = K~1(u)1(0)u(du) kanonikus mértékhez.

Végiil megjegyezziik, hogy mint a bizonyitas els6 felében mar lattuk, az M, ka-
nonikus mértékek (gyenge) konvergencidjabdl az M kanonikus mértékhez kovetkezik a
log p,, (t) fligvényt definidlé formula integrél részének konvergencidja a log ¢(t) fiiggvény
definiciojaban szerepl6 integralhoz. Mivel az eloszlasok gyenge konvergenciajabdl kovet-
kezik, hogy a log p, (t) fliggvényeknek konverdlniuk kell a log p(t) fiiggvényhez, ezért
sziikséges, hogy a log ¢, (t) fiiggvények definicidjaban szereplé B,, konstansoknak legyen
B hatarértéke, és ez a hatarérték szerepel a log ¢(t) fiiggvény definicidjaban.

vényre adott alsé becslésbol és a

folytonossagabdl, és a lim @, = p relacio-
n—oo

A 2. Tétel bizonyitdsdhoz hasonléan bizonyithatjuk a 2. Tételt. A 2. Tétel ered-
ménye teszi lehetévé az 1. Tétel bizonyitasat is. Ezeket a bizonyitasokat tartalmazza
ennek az ismertetésnek a kovetkezo része.
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C.) A 2./ TETEL BIZONYITASA ES AZ 1. TETEL BIZONYITASANAK BEFEJEZESE.

A 2" Tétel bizonyitdsa: A 2. Tétel bizonyitdsdhoz hasonléan definidljuk a

9(t) = 9" (1) = log (1) — 5 / g p(t +u)du

fiiggvényt. Ekkor
wlt) = [ K )M ),

— 00

sin hu

ahol K(u) = u—12 (1 —smhu) A o(t) fiiggvény meghatdrozza a ¢(t) figgvényt is. Ha
¥(0) = 0, akkor az M mérték azonosan 0, ha ¥ (0) > 0, akkor a u(du) = W
mérték az az egyértelmilen meghatarozott valésziniiségi mérték, amelynek karakterisz-

tikus fiiggvénye %. Az M(du) = ;ﬁ((g)) fi( du) képlet meghatdarozza az M mértéket is.

Végiil, a (t) fliggvény és az M mérték meghatdrozza a korlatlanul oszthaté eloszla-
sok karakterisztikus fiiggvényének logaritmusat megadé Lévy—Hincsin formulaban a B
konstanst is.

Az 1. Tétel sziikséges részének bizonyitdsa: Tekintsiik el6szor azt a specialis esetet,
amikor a ;. ; valészintiségi valtozék mindegyike szimmetrikus eloszldsu, azaz a & ; és
—&,; valészinliségi valtozok eloszldsa megegyezik, és az Sk, k = 1,2,..., sorozatnak
van hatareloszlasa.

Ha az S}, sorozat eloszldsban konvergal, akkor a & ; valészintiségi valtozdk ¢y ;(t)
karakterisztikus fliggvényei teljesitik a

Jim 4y (t) = lim. Hlsok,j(t) =y(t) (3.7)
=

relaciét egy folytonos (t) fiiggvénnyel, amelyik a hatédreloszlds karakterisztikus fiigg-
vénye. Innen kovetkezik, hogy egy alkalmas |t| < h intervallumban

Nk

Jim log gy (t) = lim _leog Pk, (t) = log ¥(t). (3.8)
J:

Egyelére ezt az allitdst nem tudjuk minden ¢ € R!-re bizonyitani, mert ehhez tudnunk
kellene azt, hogy a 1 (t) fliggvény sehol sem zéré.

A, ; valdsziniiségi véaltozok szimmetridja miatt ¢y ;(t) = E cos(ty, ;) valds szam,
és minden rogzitett ¢ € R! szdmra —1 < @ ;(¢) < 1. Ezért 1 — ¢ (t) = |1 —
¢k ;(t)]. Az 1. Lemma alapjan  ; valdszintiségi valtozdk egyenletes kicsisége miatt

lim sup sup |l1—¢g, ;(t)| =0. Ezért tetszileges € > 0-ra |log ¢y ;(t)+ (11— ;(t))] <
k=00 [t|<h 1<j<ny,

e|l — g ;(t)], ha k > ko(e), és a (3.8) relacié helyett felirhatjuk a

Jim log i (8) = Jim —3 (1= pu(0)) = og v(2). (3.8
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_ ngk
relaciét a ¢p(t) = ] e?*i()~1 fiiggvénnyel, ha [t| < h. Tovabbi, a &k,; valtozok
j=1
szimmetrikus eloszlasa miatt

Nk

log ¢k (t) = = > (1= n;(1)) = Z/(eitw — 1 —itr(x)) Fi ( do)

=1
it 1 __ ;2
:/6 L ZtT(m)Mk(dx),

xr2

ahol a 7(z) fiiggvény és az My, mérték az 1. Tétel megfogalmazasaban szereplé mennyisé-
gek. Ebbdl a formuldbdl illetve a (3.8") képletbdl kovetkezik, hogy a 3. Lemma alkalmaz-
haté a vy (t) fiiggvényekre. Ezért érvényes a (3.5) formuldnak az a véltozata, amelyben
az M, mértéket a most tekintett M) mértékekkel helyettesitjiik valamint a (3.6) for-
mulédnak az a valtozata, amelyben a log ¢, (t) fiiggvényeket a log vy (t) fiiggvényekkel
helyettesitjiik. Ez utébbi relacio azt jelenti, hogy minden K > 0 szamra

Nk Nk
sup  sup Z(l — ¢r,j(t)) = sup sup Z 11— ¢, (t)] < oo,
1<k<oo |t/ <K 573 1<k<oo [t|<K =

ng
illetve 0 < sup  sup — - log @i (t) < 00 a | log pp(8) + (1= i s ()] < (1= pu5(8)),
1<k<oo |t|<K  j=1

reldcié miatt, ha [t| < K és k > ko(K). Ezért a (3.7) képletben minden ¢t € R! szdmra
vehetiink logaritmust, és a (3.8) és (3.8') relacidk teljesiilnek minden valds szamra.
Ez azt jelenti, hogy a 1y (t) fiiggvények olyan (korlatlanul oszthatd) eloszldsok karak-
terisztikus fliggvényei, amelyek eloszlasban konvergalnak. Ezért alkalmazhato rajuk a
2. Tétel. Ennek alapjan teljesiilnek az (1.3) és (1.6) reldciék (ez utébbi By = 0 kon-
stanssal) a tekintett esetben.

A kovetkezo 1épésben bizonyitsuk be az 1. Tétel sziikséges részének allitasat abban
az esetben, ha E7(&; ;) = 0 minden k > ko és 1 < j < ng szamra, ahol kg alkal-
mas kiiszobindex. Feltessziik, hogy létezik olyan by szdmsorozat, amelyre az Si — by
N

sorozatnak, Sy = ) & j, van hatéreloszlasa. Belatjuk, hogy az (3.8) és (3.8") for-
j=1

mulak megfeleld mdédositasat ebben az esetben is, és ebbdl vezetjiik le a kivant allitast.

Megmutatjuk, hogy a & ;, k = 1,2,..., 1 < j < ny, valészintiségi valtozok eloszldsai
segitségével definidlt M} mértékek teljesitik az (1.3) és (1.6) relaciokat.

A bizonyitdsban haszndljuk a sok més esetben is alkalmazhaté szimmetrizacio elvét.
Azaz, tekintiink egy a & ; szériasorozattdl fiiggetlen &, ; szériasorozatot, amelyre a

_ _ NEg  _
€k 6s &k, valdszinlségi valtozdk azonos eloszldsiak, és definidljuk az S, = > &k j
i=1

Osszegeket, illetve az S, — Si, kiilonbségeket. Ekkor az S, — by sorozat eloszldsban
valé konvergenciajabdl kiovetkezik az S — Sj, sorozat eloszlasbeli konvergencija, és ez
utébbi a & j — &, ; szimmetrikus eloszldsu valésziniiségi valtozokbol 4llé szériasorozatok
sorainak Osszegeibol allé sorozat. Ezért erre a sorozatra alkalmazhatjuk az 1. Tétel
eredményeit.
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Ennek a szimmetrizaciénak a segitségével belatjuk, hogy

sup Mét (s) < oo minden s > 0 szamra, lim sup MZ(K) =0,
1<k<o00 K—001<k<oo
és
sup My ([—a,al]) < oc.
1<k<o0

Definidljuk ugyanis az M} és M Oki mértékeket az My és M. ki mértékeknek az 1. Tétel
megfogalmazasa el6tt leirt definiciojahoz hasonléan, azzal a kiilonbséggel, hogy a defi-
nicikban a & ; valdszinliségi valtozok Fy ; eloszlasfiiggvényei helyett a & ; — &k j
val6szintiségi valtozok Fy ; = Fy ;* F) . eloszlasfiiggvényeit tekintjik, ahol x konvoluciét
jeldl, Fk_j(ac) = 1 — Fy j(—z) pedig a —& ; valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye.
Ekkor az (1.3) és (1.6) relacié teljesiil (Br = 0 konstanssal) alkalmas M kanonikus
mértékkel, ha az M ,;t és My, kifejezéseket az M Oki és MO kifejezésekkel helyettesitjiik. Az
egyenletes kicsiség feltétele miatt viszont tetszéleges € > 0-ra és k > ko(e)-ra, x > 2e-ra
1—Fk7j(:1:—5) = P(ﬁkJ—ng > x—¢) > P&k > :E)P(gkjj > —¢) > (1—¢)(1—Fy j(x)), és
hasonlé egyenlStlenség érvényes Fj, ;(—x)-ra. Innen, Osszegezve j = 1,...,ng-ra kapjuk,
hogy M (x) < %_aMoki(x —¢), hax >2eés k> ko(e). Mivel sup Mof(x) < 00 min-

k<oo

den = > O-ra, és Klim sup M Of(K ) = 0, innen € > 0 hataratmenettel kovetkeznek az
X k<oo

M ]:,—L fiiggvényekre megfogalmazott allitasok.

Az My ([—a,a]) mennyiség becslése érdekében egy egyenlétlenséget bizonyitunk be.
Ebben felhaszndljuk, hogy E7(&k ;) = ET(&k,;) =0, a &k 4, a & ; valdszinliségi véltozdk
fiiggetlenek, és bevezetve a

a haz>a
v()=4<¢ 0 ha —a<z<a

—a haxz < —a

fliggvényt, teljesiil a kovetkezo relacié: 7(x) —v(x) =z, ha |z| < a, és 7(x) —v(x) = 0,
ha |z| > a. Tovdbba 7(z)v(z) = v?(x). Ezért

2a
/ 22Fy ;(dx) = / / (2 + ) Fi;(da) Fi (dy)
{(z,y): |z+y|<L2a}

—2a
- [ (@ + )Py (d)F ()
{(@,9): |z|<a, ly|<a}

- / / (2 — y)2Fyy(dr)Fi;(dy)
{(z,y): |z|<a, |y|<a}

= E (1(&5) — v(&rj) — (7(&ny) — v(Ey))’
= 2E7(&,5)% + 2Ev(&k;)? — 2(Bv(éy,;))? — 4ET (& j)v(Ek )

> 2/ P Fy;(dw) — 40>(1 — Fy;(a) + Fy s (—a)),

—a
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mert
(Bv(ér))” = a’(1 = Fyj(a) + Fi j(—a))® < (1 = Fy j(a) + Fy;(—a)),

Ev(&k;)? = ET(&)v(érj) = a*(1 — Fy j(a) + Fy j(—a)).

Ezeket az egyenlGtlenségeket osszegezve j = 1,...,ng-ra kapjuk, hogy
Mj([2a,2a]) > 2My([a, a]) — 4a* (M, (a) + M} (a)).

Mivel sup MY ([—2a,2a]) < oo, (az M} mértékek a (1.6) reldciét By = 0 valasztdssal

1<k<o0
teljesitik), és sup M ];t (a) < oo, mint azt mér lattuk, innen kovetkezik, hogy teljesiil
1<k<o0
a sup Mg([—a,a]) < oo relacio.
1<k<o0

Az My, és M ];t kifejezésekre adott becslések segitségével bebizonyitjuk, hogy minden
rogzitett 7' > 0 szamra

sup > 1= ()] <C(T), halt|<T (3.9)
j=1

1<k<o0 —

alkalmas C(T") < oo konstanssal. Ugyanis minden [t| < T' szdmra

g/ 11— "™ + itz|Fy ; (dx)

—a

1 —or; ()] = ‘/_OO (1 — €™ +itT(x)) Fy ;(dr)
1 — e +ita|Fy, ;(dx
o LR LN
t2 a )
) /3«“ Fyj(dx) + (2 + |t|a) (Frj(—a) + [1 = Frj(a)])

E képleteket Osszegezve 1 < j < ny-ra, és felhaszndlva a |t| < T egyenlétlenséget kapjuk,
hogy

D11 O] < 5 Mill-a,a)) + 2+ Ta) (M (0) + My (@),

ahonnan az M- (a) és My ([—a,a]) szdmok (k-t6l fiiggetlen) korlatossdgabol kovetkezik
a (3.9) relacio.
Az 1. Lemma alapjan a & ; valoszintiségi valtozok egyenletes kicsiségébdl kovetke-
zik, hogy minden ¢t € R'-re lim sup sup |1 — ¢k ;(t)] = 0. Innen z = 1 — ¢y (1)
=00 4| <T 1<) <nk

) ) . log(1— L :
vélasztdssal a lim M = 0 reldci6é miatt kapjuk, hogy

r—0

1 (t 1— (¢
lim sup  sup log wx () + ( ©r,;(t))]

=0
k—00 . |t|<T 1<j<ny 11— (1)
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relacié. Innen, és a (3.9) relaciébdl kovetkezik, hogy

Nk

Jim sup > og @k (t) + (1= r;(1)] — 0 (3.10)
OO ¢ LT
=L j=1

minden T > 0 szamra.

Az S), — by, sorozat eloszlasban valé konvergenciajabol kévetkezik, hogy

ng

lim (e—“gk/"wk,j(t)) — (D), (3.11)
k—o00 4
7j=1
ahol 1 (t) a hatéreloszlds karakterisztikus fiiggvénye. Tovabbd a fenti konvergencia
egyenletes minden véges intervallumon. Azt allitjuk, hogy ebben a relacioban lehet

logaritmust venni, azaz

. o itl_)k
Jim ; (10g Pr,j(t) — n—k) = log ¥(1). (3.12)

E 1épés érvényességének bizonyitdasa érdekében megmutatjuk, hogy

Nk

sup suleog ok, (1) < C(T) hak > ko, (3.13)
t: |t|<T Kk =1

ahol C(T') < oo alkalmas konstans, és kg alkalmas kiiszobindex. Az egyenletes kicsiség
feltétele alapjan ugyanis |1 — ¢y ;(¢)] < 1, log |@(t)] < 2(1 — |¢(t)]) < 2|(1 — ¢(t)], ha
lt|] < T, k > ko, 1 < j < ny valamely kg = ko(T) kiiszobindex-szel. Ezért a (3.9)
relaciébdl kovetkezik a (3.13) formula.

A (3.13) formula miatt léteznek olyan 0 < C; < Cy < oo konstansok és ko

nk
kiisz6bindex, amelyekre C1 < [] |¢k,;(t)] < C2 minden [t| < T szdmra. Ezért a (3.11)
j=1
formulabdl kovetkezik a (3.12) formula kovetkezé gyengitett alakja: Minden e > 0, [¢| <
T szamra és k > ko(e,T') indexre, ahol kg = ko (g, T) alkalmas kiiszobindex, 1étezik olyan

25 .
m = m(k,t) egész szdm, amelyre | > (log ok, (t) — %) —log(t) — 2mm(k,t)| < e.
j=1
s .
Viszont mivel mind a logt(¢) mind a ) <log r,;(t) — %) fiiggvények folytonosak,
j=1

ny,
log(0) =0, > logyy ;(0) =0, ezért m(k,0) = 0, ahonnan m(k,t) = 0 minden |t| < T
j=1
szamra és k > ko indexre. Ezért a (3.11) reldciébdl kévetkezik a (3.12) reldcié is.

A (3.10) relacié miatt log ¢y, ;(t) fiiggvény helyettesithetd az ¢y, ;(t) — 1 kifejezéssel
a (3.12) formuldban. Innen azt kapjuk, hogy

Nk

Jim — ;(1 — @1.4(t)) — ity = log (t),
iz
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és ez a formula az E7(; ;) = 0 azonossig miatt

itx ;
T _ itr(x) My (dz) — ity = log ¥(t)
k—oo T
alakban is ithaté. A 2. Tétel eredménye alapjan innen koévetkezik, hogy az M} mértékek
sorozata (gyengén) konvergil egy M kanonikus mértékhez. FEz azt jelenti, hogy az
(1.3) és (1.6) relaci6 (By, = 0 vélasztassal) érvényes ebben az esetben is, és ezt kellett
beldtnunk. (Ezenkiviil teljesiil a kli)ngo br = b relacié is, ahonnan kovetkezik, hogy a

br, = 0 normélés is valaszthatd, azaz az Sy sorozatnak is van hatareloszldsa.)

Ezzel belattuk az 1. Tétel sziikséges részét abban az esetben, ha ET(§ ;) = 0
minden elég nagy k és 1 < j < nj szamparra. Az &altaldnos eset konnyen vissza-
vezethetd erre az esetre a 2. Lemma segitségével. Ugyanis, e lemma szerint 1étezik
olyan 1 ; sorozat, amelyre a f,’c’j = &k,; — Uk,; valészinliségi valtozdk teljesitik az

E7(&. ;) = 0 azonossdgot, és lim  sup [y ;[ = 0. Tovabbd az (1.3) és (1.6) reldcick
’ ko0 1<j<ny,

érvényességébol a & ,’c ; valtozokra kovetkezik azok érvényessége az eredeti §, ; valtozokra,
és ezt kellett belatnunk.

Végiil megadjuk a 3. Tétel bizonyitasat is, és ezzel befejezziik a kimondott allitasok
bizonyitasat.

D.) A 3. TETEL BIZONYITASA.

A 3. Tétel bizonyitdsa: A tétel bizonyitasat érdemes a karakterisztikus fliggvények
nyelvén megadni. Ezen a nyelven azt kell belatni, (felhasznédlva az 1. Lemma ered-
ményét), hogy amennyiben wy(t), k = 1,2,..., karakterisztikus fliggvényeknek egy
sorozata, és létezik olyan ¢(t) karakterisztikus fliggvény, amelyre klingo wpt(t) — ()

minden ¢ val6s szamra, és ny — oo, akkor minden K > 0 szamra klim sup (1—wi(t)) =
=0 |t <K
0.

Ebben a bizonyitasban is érdemes szimmetrizaciét végrehajtani. Vezessiink be a
&k, 1 < j < ny, valoszinliségi valtozok mellett olyan télik fiiggetlen f;w', 1 <57 <
n, valoszinliségi valtozdkat, amelyek fliggetlenek a & ; valdsziniiségi valtozoktdl is, és
definidljuk az ny ; = & ; — & valdszinfiségi véltozdkat. Akkor ezen valtozdk Gsszegei
is konvergalnak eloszlasban. A karakterisztikus fliggvények nyelvén azt irhatjuk, hogy

Jimfewr 27 (£) = o).

Elészor azt 1atjuk be, hogy tetszéleges véges [— K, K| intervallumban létezik olyan
C = C(K) > 0 szém, amelyre limsup sup nx(1 — |we(¢)]?) < C, ha |t| < K.
k—oo |t|I<K
Egy elég kis K szamra igaz ez az allitds. Ugyanis a o(t) fiiggvény folytonossiga
és a ¢(0) = 1 relacié miatt tetszOleges € > O-ra |1 — ¢(t)| < e, ha |t| < K, ahol
K = K(g). Masrészt a karakterisztikus fliggvények egyenletes konvergencidjabdl véges

intervallumokon kévetkezik, hogy 1 > likm inf ‘ 1‘IéfK |wi(t)[?™ > C; > 0, ahonnan 1 —
—oo |t|<
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€2 < wp(t)]? < 1, és np(l — |wi(t)[?) < C3 < oo minden |t| < K szdmra alkalmas

C’I; > 0, Cy > 0 és C3 > 0 konstansokkal.

Mivel a bizonyitandé allitas érvényességet mar tudjuk egy elég kis intervallumban,
ezért elegendd beldtni, hogy amennyiben ez igaz egy [—K, K| intervallumban, akkor a
[—2K, 2K] intervallumban is igaz. A kovetkez becslésben Gy, jel6li azt a (szimmetrikus)
eloszlast, amelyiknek |wy(t)|? a karakterisztikus fiiggvénye. Ha [t| < K

nk(1 — |wp(20) ) = ns, /(1 — cos 2tx)Gi(dx) = 2ng / (1 — cos®tz) G(dx)
< iy, /(1 — costz)Gr( dz) = dni(1 — [wr(B)[?) < 4Cs,

ahonnan kovetkezik a kivant becslés érvényessége (egy 1j C4, = 4C5 konstanssal) a
[-2K,2K]) intervallumban is.

A bizonyitott becslésbél kovetkezik, hogy klim (1 — |wk(t)]) = 0, és a konvergen-
—00

cia egyenletes minden véges intervallumban. Ezenkiviil az is kovetkezik innen, hogy

inf |o(t)| = inf |wk(t)[™ > 0 minden K > 0 szamra, mert az 0 < ng(1 — |wi(t)]) <
lt|I<K [t|I<K

C < oo relaciébdl kévetkezik, hogy |wg(t)|™ > C’ > 0 alkalmas C' = C'(ng,C)

konstanssal. Irjuk fel az wy(t) = |wi(t)|e?*® és o(t) = |@(t)|e®™® karakterisztikus

fiiggvényeket polarkoordinatés alakban. A 3. Tétel bizonyitasdnak befejezéséhez azt

kell még megmutatni, hogy klim ug(t) = 0, és a konvergencia minden véges interval-
—00

lumban egyenletes.

Tudjuk, hogy ux(0) = 0, v(0) = 0, és az ug(t) és v(t) fliggvények folytonosak.
Tovabba a karakterisztikus fliggvények konvergencidjabdl valamint azoknak a nullatol
valo szepardltsagabol egy rogzitett véges intervallumban kovetkezik a klim nrug(t) =

—00

v(t) relacid, és a konvergencia minden véges intervallumban egyenletes. A bizonyitdsban
az okoz némi technikai nehézséget, hogy npuy(t) szorzat az uy(t) szamot csak moduld
i—: hatarozza meg. Rogzitve egy K > 0 szamot, kihasznalva a v(t) fiiggvény egyenletes
folytonossagat és az ug(t) — v(t) konvergencia egyenletességét véges intervallumokban

kapjuk, hogy létezik olyan § = §(K) > 0 szdm, amelyre sup lv(t) —v(s)| < 3, és
[t|<K,|t—s|<é

sup nluk(t) — ux(s)] < 5 minden k£ = 1,2,... szdmra. Innen, illetve az uy(t)
[t|<K,[t—s|<6
fiiggvények folytonossagabdl kovetkezik, hogy |ux(t) — ur(s)| < 5n—, ha [t —s| < 4,
|t| < K. Tekintsiik ugyanis egy 6-nél nem hosszabb [s, t] intervallumot. Ezt az interval-
lumot az el6zéek alapjan az nyug: = — npuy(z) leképezés egy 7/2-nél révidebb J inter-
vallumba képezi. Ezért a {uy(z): = € [s,t]} halmaz része a % + li—:, I=1,...,n, — 1,
intervallumok uniéjanak, mely intervallumok (révidségiik miatt) diszjunktak. Ezért
az uy figgvény folytonossdgabdl kovetkezik, hogy az {ur(z): x € [s,t]} halmaz tel-
jes egészében valalamelyik n—Jk + li—: intervallum belsejében van, és a megfogalmazott
egyenlétlenség érvényes.

Ezért |tS|1iI;< lug ()] < % minden k-ra. Innen kovetkezik, hogy kh_}rrgo up(t) =0, és a
konvergencia minden véges intervallumban egyenletes. A 3. Tételt bebizonyitottuk.
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